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Sur l'unicité des solutions de certains problémes
aux limites pour I’équation hyperbolique-parabolique

par J. WEIss (Krakéw)

1. Introduction. Considérons I’équation aux dérivées partielles du
second ordre de la forme:
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est du type hyperbolique normal ().

Soit D un domaine eylindrique borné, constituant le produit topo-
logique d’un certain domaine 4, fermé et borné de ’espace &" des va-
riables xy, ..., o; et de Pintervalle (0, T') de 1’axe ¢. La surface latérale o
du domaine D, c’est-a-dire la surface F(4) x<0, T'> (F(4) étant la fron-
tiére de A4), est la somme de deux ensembles og et or; or se compose
d’un nombre fini de surfaces de classe (', ayant en chaque point ’orien-
tation caractéristique ou celle de ’espace par rapport & I’équation (1.1);
or se compose d’un nombre fini de surfaces de classe C!, orientées dans
le temps par rapport & (1.1) (?).

m
() L’opérateur H [u] est hyperbolique normal, si la forme caractéristique > ay(X)Ad
Co iJ=1
representée sous la forme canonique contient exactement m—1 carrés de mémes signes
(v. [1]).
(*) Nous convenons de dire que la surface G(z,, ..., #m) = 0 a au point X°(z?, ..
..., Tm) Dorientation caractéristique par rapport a Vopérateur H [u], lorsqu’on a

D ay(X)Gz(X)Gz(X) =0,
=1
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Nous supposons que, sur certaine partie o de I’cnsemble og on
a cos(n, zy) > 0, ou n désigne la normale intérieure & og.
Nous posons pour 1’équation (1.1), le probléme aux limites suivant
qui sera appelé bridvement probléme (P): on cherche une fonction « (X, t)
biréguli¢re dans le domaine D (%), satisfaisant & 1’équation (1.1) & 'inté-
rieur du domaine D et aux conditions:
u(X,0) =0(X), pour Xed,
u(X, 1) =X, 1),
Uze( X, 1) = pu(X, 1),
u(X,t) =@(X,?), pour (X,!)eor,

ol ?(X), p(X,1), yu(X,1), (X, ) sont des fonctions données.

Remarque. Il est facile de vérifier que lorsque 1’équation de la
surface of est de la forme

(1.2) pour (X,t)eok,

G(zyy cy2m) =0,

ol G(X) est de classe C!, et telle que G;, (X)= 0 pour X e o, alors
le changement des variables indépendantes

t=t,
(T) Yyi=x¢, pour ¢t=1,...,m—1,
Ym = G(wl’ ooy Tm)

transforme la surface o en ’hyperplan ym = 0. La transformation (T)
est non singuliere, donc elle ne change ni le type de 1’équation (1.1),
ni Vorientation des surfaces 4, og, or ([1], chap. II, § 11). C’est pour-
quoi on peut admettre dans la suite que o% constitue un domaine du
plan an = 0.

Le probléme étudié dans ce travail a été considéré pour la premiére
fois par Piskunov en 1938, [4], mais seulement pour I’équation

>y ou
owoy ot ’

l’orientation de I’espace si I'on a

Y 0y(X)Gzy(X)G2(X) < 0,
=1

I'orientation dans le temps si

m
D 0(X)Gey(X)Gzy(X) > 0
44=1
au point X° (v. {1]).
(*) Une fonction sera appelée birégulidére dans un ensemble, si elle est de classe C*
dans cet ensemble et de classe (? aux points intérieurs de cet emsemble (v. [1]).
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Il a démontré ’unicité des solutions dans le cas ou les conditions aux
limites sont posées dans les plans # = 0 et y = 0, et il a aussi démontré
que, pour les conditions posées dans le plan ¢ = 0, la solution n’existe
pas ou n’est pas unique.

2. Théoréme de Picone. Dans la démonstration du théoréme qui
va suivre, nous nous référons au théoréme suivant de M. Picone ([1],
chap. XV, § 35): )

Soit f(¢) une fonction continue dans l'intervalle <0, 7). Posons

T
h(A) = [ f(tye~Hat.
0

Lorsqu’il existe des nombres réels >0, K >0 et p tels qu'on a,
pour A > 4y, l'inégalité

T
la() = | [ 7 ()" at| < B,
0

alors f(v) =0, pour chaque 7€ {0, T).

3. THEOREME. Nous supposons que:

1° les coefficients ay(X) (¢, =1, ..., m) de Véquation (1.1) sont de
classe C' dans D;

9° les coefficients by(X) (k =1, ..., m), ¢(X) et la fonction f(X,1) sont
continus dans D;
m—1

3° la forme quadratique 2 ay)(X) A est définie positive el amm(X) < 0

_ 1,j=1
dans D (il en résulte que Vopérateur H[u] est hyperboliqgue normal).
Nous admettons les hypothéses suivantes sur le domaine 4:

4° Dintersection S; du domaine A avec Uhyperplan xm = & varie avec &
de fagon & assurer la continuité par rapport a & de Vintégrale

I(§)= !f:p(a;,, vy T) ATy ... ATy
¢

pour loute fonction continue y(x,, ..., Tm) dans le domaine A;

5° chaque intersection du domaine A avec Vhyperplan Tm = const est
un domaine simplement connexe;

6° on a cos(n, om) < 0 sur og et cos(n, xn) > 0 sur or, ou n désigne
la normale intérieure a A4;

7° les fonctions @, y,, vy, @ intervenant dans les conditions (1.2) sont
de clasge C' et satisfont aux conditions de compatibilité:
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Po(X, 0) = P(X),
(X, 0) = Dg,,(X),
p(X,0)=0D(X), pour Xed or,
wo(X, 1) = (X, 1),
(X, 1) = gz, (X, 1),

} pour Xed-og,

} pour X €% or.

Tout cela étant supposé, le probléme (P) admet une solution au plus.

Démonstration. Il suffit de démontrer que la solution unique de
I’équation homogeéne correspondant a (1.1) (f(X,?) = 0), avec les con-
ditions (1.2) homogenes, est la solution triviale #(X,t) = 0. Par consé-
quent nous allons considérer le probléme (P) homogéne:

m m
u ou ou
(3.1) ”_5__1; i X) gy T ’21, be(X) o — 2 + o(X)u =0,

#u(X,0)=0, pour Xed,
u(X,?) =0,
u‘:'m(xrt)=07
u(X,1) =0, pour (X,t)eor.

(3.2) } pour (X,t)eog,

Aprés Papplication de la transformation de Laplace dans un inter-
valle d’intégration fini (transformation de Laplace-Picone [1], [2])

T
(3.3) v(X, 1) = [ éT-0u(X, t)dt,

I’équation (3.1) se transforme en 1’équation:

(34) D au(X),

2% % av
ot % b(X) g +To(X)—Alo = u(X, T).

L’hypothése que Dopérateur H[u] est hyperbolique normal, implique
que (3.4) est une équation hyperbolique normal dans le domaine 4.

La frontiére de A est la projection de la surface ¢ sur l’espace &
des variables z,, ..., z,. Elle se compose des parties suivantes:

8° — constituant la projection de I’hyperplan o%,

S8g — ayant Dorientation caractéristique ou celle de ’espace par
rapport & l’équation (3.4), constituant la projection og, sur laquelle
co8(n, m) < 0, |

Sr — orientée dans le temps par rapport a 1’équation (3.4), con-
stituant la projection or.
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Les conditions aux limites (3.2) se transforment en les conditions:
v(X,2) =0,

Vzn(X,4) =0,

v(X,4) =0, pour XeS7.

} pour XeS,,

Nous partons de I’équation (3.4) et nous posons:

m—1
2
Glv] = 2 Btg V5 V) — Cmm Vi 4 A0° .

ig=1
On peut supposer que A >1, alors on a:

m—1

m
! ? 14 ) A ’
Qo] > 2 A1) VeV, — GmmVn +0° > p(X) (Z vﬁ—l—'vz) ,
i=1

17=1

ou u(X) désigne la valeur minimum sur la sphére unitaire de l’espace
des variables 4, ..., 4m, An+1, de la forme positive définie:

m—1

2 @is A Ay — Omm A+ A 41 -

1,j=1

L’application d’un procédé identique & celui qui est exposé dans
les travaux de S. Zaremba [5], Friedrichs et Levy [6], S. Sobolev {7]
(voir aussi [1]) et surtout dans le travail de J. Szarski et T. Wazewski [3],
permet d’évaleur l’'intégrale

E(&) = [ @rvldo
Sg

par une fonction continue ne renfermant pas le parameétre 1; & savoir on a
E()<o(§), pour €E=axned,
ou o(&) est Pintégrale de 1’équation différentielle ordinaire

¥y =ko(E)y+9(),

issue du point & = 0, y = E(0), et k,(&) est une fonetion positive con-
tinue qui ne dépend que du domaine 2 et des coefficients figurant dans
I’équation (3.4).

Il existe un nombre constant M > 0, tel que o(&) < M; on a done

E(E <M, pour E=zaned,
or

E@) > [[ X, d)do,
St

done [f ¥ X, A)do < M.
Sg
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Il en résulte qu’il existe une constante K > 0 telle que

fffvz(X, A)dV <K, pour chaque domaine ACA.
a

En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
|[[[o(x, nav| < EV|4].
a4
D’aprés (3.3) on a

T
(3.5) | [ S ox, nav|= |f_ff[ofeur—0u(1, t)dt]av|.
En posant ! ’

vi) = [[[wX,nav,
4
et en changeant 1’ordre des intégrations dans (3.5) on obtient ’inégalité
T ———
| [ er-oU50yat| <EVI[A].
(1]

D’aprés le théoréme de Picone, Uj(t) = 0, pour fe <0, T, c'est-a-dire
pour chaque AC A4 et te<0,T), on a

JIJwx,nav =o.

Il en résulte que u(X,t) =0 dans D.

4, Remarque. On peut déduire du théoréme qui vient d’étre dé-
montré 'unicité de la solution des problémes aux limites dans un do-
maine qui n’est pas borné, c’est-a-dire dans la demi-couche X limitée
par les hyperplans: t =0, t = T et @, = 0, pour ’équation (1.1) en sup-
posant que les coefficients a¢;(X) satisfont aux conditions:

lilm ai(X)=A4y (4,§j=1,..,m),
e/

m
ot g = (Y #})'® et Ay sont des constantes convenables, telles que la forme
=
m—1
quadratique A[A] = D A¢AiAs soit définie positive et Amm < O.
4=

Fixons le vecteur 4(4;, ..., 4m); on a

m m
lim ) ag(X)ahks = D) Auyhihy.

e/® {ia1 {,j=1

m

Supposons qu’on ait ) Agyiids <O.
1

)=
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Il existe un nombre g >0, tel que

m
D ay(X)Mig <0, pour |X|>p.
=1
Il en résulte que X (&, ..., #m) étant un point du plan t= 0, nous

pouvons construire un domaine borné £, contenant X et limité par
les plans:

(4.1) Tm =0,

(4.2) Im=h, h>0,

4.3 —x =0

(4.4) —ai(@e+27) +a2m =0,

h étant une constante telle que %, < h, les a; étant choisies de fa,g,on
qu'on ait A[4;] < 0, pour les vecteurs 440,..,a¢ 0,...,1) (¢ =1,
wym—1).

Les points X3(0, ..., 7, ..., 0) sont choisis de facon que les plans (4.3)
passent en dehors de la sphére 2 z; = gt

I1 est aisé de voir que les pla,ns (4.1)-(4.4) ont orientation de ’espace
par rapport a l'équation (1.1), de sorte que le domaine 2 satisfait aux
hypothéses du théoréme 3.

Il en résulte que, si 'on pose le probléeme (P) homogéne relatif au
domaine 2, la solution unique du probléme homogéne analogue relatif
au domaine Q est u(x;, ..., Tm,1) = 0 et on a en particulier u(i, i) = 0.

Je tiens a exprimer ici ma profonde gratitude & M. M. Krzyzanski
qui a bien voulu diriger les recherches exposées dans ce travail.
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