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Variationsprinzipien bei natiirlichen Eigenwertproblemen

von W. DUCK (Berlin)

Auf die Bedeutung der natiirlichen Eigenwertprobleme fiir die Me-
chanik haben Stiefel und Ziegler [10] hingewiesen. Eine vollstindige
Theorie der natiirlichen Eigenwertprobleme, bei denen in den restlichen
Randbedingungen der Eigenparameter linear auftreten darf, wurde von
Lehmann [8] — man beachte auch [9] — entwickelt. Dabei verwendet
Lehmann den Ubergang zur Integraldarstellung. Bis heute ist aber
noch nicht untersucht worden, ob die von Kamke [5], [6] () entwickelte
Eigenwerttheorie, die voraussetzt, dal die Randbedingungen vom Eigen-
parameter frei sind, sich nicht auch auf natiirliche Eigenwertprobleme
ausdehnen liBt. In Anlehnung an die Arbeiten von Lehmann wurden
bereits von Diick [2], [3], [4] einige Erweiterungen der Kamkeschen
Eigenwerttheorie angegeben. Es wurden dort aber noch nicht natiirliche
Eigenwertprobleme erfaf3t. Grundlage der Beschreibung der natiirlichen
Eigenwertprobleme ist eine natiirliche Produktbildung, die wie bei
Lehmann eingenfiihrt, deren Begriindung aber im folgenden nochmals
ausfithrlich erldutert wird. Voraussetzungen und Bezeichnungen werden
so gegeben, daB eine moglichst einfache Ubertragung des Kamkeschen
Gedankens mdoglich ist, soweit nicht die Rircksichtnahme auf andere
Arbeiten eine Abweichung davon sinvoll erscheinen 148t. Zur Abkiirzung
der Beweise ist vielfach auf die Arbeiten von Kamke verwiesen worden.
Nach Angabe einiger grundlegender Eigenschaften natiirlicher Eigen-
wertprobleme werden die Variationsprinzipien von Rayleigh und Cou-
rant und Vergleichungssitze bewiesen. Wir werden erkennen, dal die
von Kamke verwendete Beschreibungsweise von KEigenwertaufgaben in
ihren Grundziigen so leistungsfidhig ist, daB sie auch die Behandlung
von natiirlichen Eigenwertproblemen gestattet.

1. Problemstellung. Betrachtet wird die Differentialgleichung
(1) My — ANy = 0 |

(*) Wegen der groflen Wichtigkeit dieser Arbeiten fiir die folgenden Ausfithrun-
gen wird kinftig auf [5] durch K II und auf [6] durch K III verwiesen.
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mit den linearen selbstadjungierten gewohnlichen Differentialausdricken

My = Y (=1 tida)y (@),
Ny = D (—1){gi(@) y (@)

0

~,
I

fx) und g«x) seien gegebene, reelle, i-mal im Grundintervall a <z < b
stetig differenzierbare Funktionen und es moge

fulz) 20,  ga(@)5£0, 0<n<m
gelten.

Zur Differentialgleichung treten 2m voneinander linear unabhingige,
lineare homogene Randbedingungen hinzu, und zwar k wesentliche Rand-

bedingungen
m—1

2) Y tallya) + Bl YO0y =0, j=1,..,F,
=0

die nur Randableitungen bis zur Ordnung m —1 enthalten, und 2m—%
restliche Randbedingungen

2m—-1 2m—-1

(3) 2 {al y(a)+ By ¥ (B)} = Z {3y y(a) Jy“’(b)},
=1, ..,2m—k,

in die der Eigenparameter 4 linear eingehen darf. Dabel soll in bekannter
Weise (2) alle Randbedingungen umfassen, in denen nur Randableitun-
gen bis zur Ordnung m —1 auftreten, und es darf auch nicht durch Li-
nearkombination der Randbedingungen moglich sein, weitere der Ge-
stalt (2) zu gewinnen. Die Konstanten ol , aif , ai}, 11 , Bir , By in (2), (3)
sollen gegeben und reell sein.

Im folgenden schreiben wir fiir die wesentlichen Randbedingungen

kurz

(4) Wiy)=0, j=1,...,k,

und fiir die restlichen

(5) RM(y) = iR} (y), j=1,..,2m—k.

Wir werden kiinftig (4), (5) natiirliche Randbedingungen nennen.
Die von Kamke gemachte Voraussetzung

(6) RYy)=0, j=1,.,2m—k

beschneidet die Problemklasse sehr. Wir sprechen dann von Kamke-
schen Eandbedingungen.
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Im Falle ¥ = 2m sind alle Randbedingungen wesentlich, so daB
diese Aufgaben von der Kamkeschen Eigenwerttheorie erfaflt werden.
Es ist auch k = 0 zuldssig; dann liegen nur restliche Randbedingungen vor.

2. Erkléirung einiger Funktionenriiume. Raum der zuldssigen
Funktionen Z: Enthalt alle zuldssigen Funktionen und die im Grund-
intervall identisch verschwindende Funktion.

Eine zulidssige Funktion soll (m —1)-mal stetig und stiickweise stetig
sogar m-mal in a < x < b differenzierbar sein, den wesentlichen Rand-
bedingungen geniigen und im Grundintervall nicht identisch verschwinden.

Raum der streng zulissigen Funktionen Z: Umfalt alle streng zn-
lassigen Funktionen und die im Grundintervall identisch verschwindende
Funktion.

Eine streng zuldssige Funktion ist eine zuldssige Funktion, die in

<& < b sogar 2m-mal stetig differenzierbar ist.

Raum der verallgemeinerten zuldssigen Funktionen Z* (2): Er enthilt
alle verallgemeinerten zuldssigen Funktionen und die identisch ver-
schwindende Funktion.

Unter einer verallgemeinerten zulissigen Funktion soll eine (m —1)-mal
im Grundinterval stetig differenzierbare Funktion verstanden werden,
die den wesentlichen Randbedingungen geniigt und in a < o < b nicht
identisch verschwindet.

Raum der Vergleichsfunktionen V: Dieser Raum wird nur fiir Auf-
gaben mit Kamkeschen Randbedingungen erkliart. Er umfaft samtliche
Vergleichsfunktionen und die identisch verschwindende Funktion.

Eine Vergleichsfunktion soll dabei 2m-mal in a < z < b stetig diffe-
renzierbar sein, den wesentlichen und den restlichen Randbedingungen
geniigen und nicht identisch verschwinden.

Samtliche eingefiihrten Ridume sind linear.

3. Einfithrung natiirlicher Produktbildungen.
3.1. Bezeichnungen. Von den 2m Randableitungen

wa), uwNb), ¢=0,1,..,m—1,

einer zuldssigen Funktion #(x) konnen mittels der wesentlichen Rand-
bedingungen (4) ¥ Randableitungen durch die iibrigen 2m — k ausgedriickt
werden. Diese 2m — &k Randableitungen heiflen freie Randableitungen, sie
konnen offensichtlich beliebig vorgegeben werden, wihrend die restli-
chen k Randableitungen dann durch die wesentlichen Randbedingungen
bestimmt sind. Die freien Randableitungen fassen wir als Komponenten
eines Spaltenvektors x(u) auf, der freier Randvektor genannt werden soll.

(?) Der Raum Z* wird in dieser Arbeit keine Rolle spielen. Mit Riicksicht auf
die Betrachtungen in einer spiiteren Veroffentlichung wird bereits hier die Definition
dieses Raumes angegeben.
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Weiterhin erkldren wir zwei Zeilenvektoren RM(%) und R¥(u), die
durch die Randoperatoren der restlichen Randbedingungen (5) bestimmt
sind:

RY(u) = (R (u), ..., Rin_x(w))

R (u) = (B (W), ..., Ron—r(w)) -

Es besteht zun#chst Freiheit in der Wahl der Reihenfolge der Kompo-
nenten der Vektoren x(%) und R¥(«) und auch der Vorzeichen von R} (u).
Diese Freiheit wird eingeschrinkt, wenn die unten gemachten Voraus-
setzungen erfiillt werden sollen. Man beachte dazu auch die Bemerkungen
in 3.6.

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir weiterhin die Ab-

kiirzungen
b b

{u, v =f w(x) Mv(x)de, [u,v]= f z) Nv(x)dzx
1 a
ein. Dabei sollen die Funktionen u(z), v(x) die fiir diese Verkniipfungen
notwendigen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen er-
fiillen. '

3.2. Das Problem der Einfiihrung von skalaren Verkniip-
fungen in Z. Bei Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen werden
{u,v) und [u, v] als skalare Verkniipfungen im Raum der Vergleichs-
funktionen verwendet. Denn die bei selbstadjungierten Aufgaben giiltigen
Symmetrierelationen

(7) uy vy = vy, ud, [u,v] = [v, u]

machen sie zu geeigneten Verkniipfungen in V. Aber schon fiir die Be-
trachtung von Eigenwertproblemen mit Kamkeschen Randbedingungen
in Z sind diese Bildungen, wie Diick [3], [4] gezeigt hat, nicht mehr ver-
wendbar. Es ist leicht zu erkennen, dall auch bei natiirlichen Eigen-
wertproblemen in Z (u,v> und [u,v] keine geeigneten skalaren Ver-
kniipfungen sind, weil die Symmetrieforderung (7) in Z keine sinnvolle
Voraussetzung iiber das Problem sein kann. Der Schliissel zur Angabe
von skalaren Verkniipfungen in Z liegt in der Untersuchung der Dirichlet-
schen Restteile.

3.3. Umformung der Dirichlet schen Restteile. In der Diri-
chletschen Formel

m

(v —f X titad®@) (@) dat Riw, o)l

[u, v] = f Ygz yu(2) v (@) dz+ S (u, v)12

« 1=
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sind R(u,v)s und 8(u, )|y die Dirichletschen Restteile. Entnehmen
wir % (x) aus Z, v(z) aus Z und tragen wir in den Dirichletschen Restteilen
die wesentlichen Randbedingungen ein, entstehen Restteile, die wir mit
R(u, 'v)IZ und S(w, 'u)|f; bezeichnen wollen. Sie sind Bilinearformen in
den freien Randableitungen von u(z) und v(r) und den hoheren Ablei-
tungen von v(x)

(8) R(u,v)[} = Ru,v)s, Su,v)s=S8wm,vns, weZ,veZ.
Dann hingen auch die Ausdriicke

R(u, o), —RY(w)x(w) wnd S(u, o) —R"(v)z(»)

von den freien Randableitungen von u(x), v(x) und den hdheren Ablei-
tungen von v(z) ab. Wir konnen sie so aufteilen, dafl wir die nur von
den freien Randableitungen der Funktionen u(x), v(r) abhingigen Glieder
in einer ersten und den Rest in einer zweiten Bilinearform vereinigen.
Wir schreiben

R(u, o) —RM(0) 2(w) = #'(u)Mx(v) 4 R*(u, )| (%),

B \ ¥ - ) . ueZ,velZ.
S(u, v)la—RY(v)2(u) = x'(w)Nz(v)+ 8*(u, v)|o ,

' (u)Mx(v) und ¥'(u)Nx(v) nennen wir die durch die Operatoren M und N
vermittelten natiirlichen Restteile. Sie hingen nur von den freien Rand-
ableitungen von % (x) und v(z) ab. RB*(u, v)]f; und S8*(u, v)lg sind Bilinear-
formen in den freien Randableitungen von u(z) und den héheren Ablei-
tungen von v(x).

3.4, Erkliéirung selbstadjungierter natilrlicher Eigenwert-
probleme. Wir orientieren uns zunichst am Sonderfall der Aufgaben
mit Kamkeschen Randbedingungen. Wihlen wir v(x) aus V, ist RM (v)
gleich dem Nullvektor, und zusammen mit (6) erhalten wir

(9) R(u, vy = '(u)Mz (v) +R*(u,v)|s,

weZ, veV.
(10) S(u, o)} = ¥'(u)Rx (0) + 8*(u, v)[2, ’

Ist die Aufgabe selbstadjungiert, gilt also (7) in V, konnen, wie Kamke [7]
zeigt, in den Dirichletschen Restteilen alle Ableitungen der Ordnung > m
beseitigt werden:

R(u, 0)|s = x'(w)Mx(v) ,

ueZ,vel .
S(u, v)) = ¥'(u)Rx(v)

(*) ¥’(u) bezeichnet den zu x(u) transponierten Vektor.

6*
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£'(w)Mx(v) und x¥'(u)Nz(v) heiBen auch reduzierte Dirichlelsche Restteile.
Damit folgt aus (9), (10) bei Beachtung von (8)

R*(u, v)lf, = ¥'(u)Mz(v) — x'(0) Mz (v) ,

\ b , ueZ,veV.
S (u,v)\a = x'(u) Nx(v) — ' () Nx(v) ,

Die rechten Seiten dieser Gleichungen hingen nur von den freien Rand-
ableitungen von u(x), v(x) ab, also mufl das auch fir R*(u,'v)lz und
S*(u, v)|5 gelten, was nicht im Einklang mit ihrer obigen Bildung steht.
Bei Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen folgt aus der Symmetrie-
forderung

R*u, o), = S*(u,0)s =0, wueZ,veV

und damit auch, daB die natiirlichen Restteile mit den reduzierten Dirich-
letschen Restteilen ubereinstimmen:

¥ (w)Mz(v) = ' (w)Mx(v),

_ weZ,velV.
¥ (u)RNe(v) = ' (u)Nx(v),

Weiterhin fiihrt die Voraussetzung der Selbstadjungiertheit bei diesen
Aufgaben zur Symmetrie der Matrizen Mt und M.

Es ist jetzt sehr einfach, eine sinnvolle Definition eines selbstad-
jungierten natiirlichen Eigenwertproblems zu geben. Wir wollen die
Aufgabe (1), (2), (3) selbstadjungiert nennen, wenn

1) MM und N symmetrische Matrizen bezeichnen,
2) R*(u, v)[ﬂ = S*(u, v)iz = 0 fiir jedes u e Z, veZ gilt.

Dann ist
(11) R(u, v)la— R (0)x(v) < x'(v)Mx(v), _
B . ueZ,veZ.
(12) S(u, v)s —RY¥(v)x(u) = 2'(u) Nz (v) ,

3.5. Definition natlirlicher Produktbildungen. Unabhingig
von der Herleitung definieren wir nun fiir selbstadjungierte Aufgaben
zwei Verkniipfungen in Z, die natiirliche Produktbildungen heiflen sollen,
durch die Gleichungen

m b
13)  (w, v = ), [ fu@)ud(@) 002)do+ ¥ (W)Ma(v),  w,v e 7,

1=0 @
n b

(14) (o) = D) [ g@)u(@)v(2)do+ £ (w) Rx(v),  w, v 2°.

=0 a
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Dabej erkennt man, daBl wegen der Voraussetzung » < m (14) sogar

in Z* einen Sinn hat. Bei selbstadjungierten natiirlichen Eigenwert-

problemen sind diese Bildungen symmetrisch in «(x) und v(x)

(15) (w, ®) = (0, %)ar, u,veZ,

(16) ~ (w,)x = (v, 8)x, u,vel*.

Wegen der Betrachtungen in 3.4. gehen die natiirlichen Produktbildungen

fir Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen in die skalaren Ver-

kniipfungen iiber, die bereits von Diick in [2], [3], [4] verwendet wurden.
Aus der Dirichletschen Formel folgen, zusammen mit (8), (11), (12)

und den Definitionsgleichungen der natiirlichen Produktbildungen, fiir
selbstadjungierte Aufgaben die fundamentalen Beziehungen

(17) Quy vy = (u, )+ RY(0)x(u), ueZ,veZ,
(18) [u, 0] = (u, v)x+ R (0)x(w), weZ*, vel.

3.6. Beispiele und wichtige Bemerkungen zur Angabe
natiirlicher Produktbildungen. Wir betrachten zunichst ein sehr
einfaches Beispiel. Vorgelegt seien die Differentialgleichung

—u" —u =20,
die wesentliche Randbedingung
(1) =0
und die restliche Randbedingung
w'(0) = —Au(0) .

Die Vektoren x(u), RY(u), R (%) sind hier eindimensional, so daB keine
Freiheit in der YWahl der Reihenfolge ihrer Komponenten auftritt. Wir
setzen

RV () = (w'(0), R(w) = (—u(0)).

Von den Randableitungen % (0), #(1) einer zuldssigen Funktion bis zur
Ordnung m —1 ist #(1) durch die wesentliche Randbedingung bestimmt.
Also ist «#(0) die freie Randbleitung und

£(u) = (u(0)) .
Es gilt

1

R(u, 'v)i(l. = —u(g)v'(m)lo , S(u, 'v)l(l, =0,
B(u,v)ly = w(0)v'(0) = RV (v)x(w), S(u,v)s=0.
Damit folgt aus (11), (12) fir die natiirlichen Restteile

F)Me(v) =0, ¥ (w)Nx(v) = —RY¥(v)x(u) = v(0)u(0) .



86 W. Dick

Die natiirlichen Produktbildungen lauten

1 1

(0, V)a = [ w(@)v'(@)de, - (u,v)y = [ w(@)o(@)ds+u(0)(0).

0 0

Insbesondere ergibt sich auch die Selbstadjungiertheit des natiirlichen
Eigenwertproblems.

Wir behandeln noch ein zweites Beispiel, und zwar die Differential-
gleichung
wV.= A(—u'" +u)

mit den wesentlichen Randbedingungen
#(0)=0, %'(l)=—u(l)
und den restlichen Randbedingungen

, #w''(0)=0, «"'(1)+u"(1)=Au(l)
und setzen

RY(u) = (w(0), v (L) +u"(1)), ~ R¥(u) = (0, u(1)).

Von den Randableitungen %(0), »(1), #’(0), »’(1) einer zuldssigen Funktion
konnen %(0) und «’(1) als durch die wesentlichen Randbedingungen be-
stimmt angesehen werden, so daBl (1), »'(0) die freien Randableitungen
sind. Wir wihlen

(19) x(u) = (w(0), u(1)) .
Dann ergibt sich
R(u, v)|.1, = u(w)v”’(:z:)l},—u'(x)v”(az)lé ,
S(u, v)s = —u(m)v' (@) ,
R(u, v)p = w(1)v""(1)+ u(1)v"” (1) + u'(0)0"(0) = RM(v)x(u),
S(u, s = u(1)v(1) = RV (v) x(u) .

PDie natiirlichen Restteile miissen somit verschwinden.
Hitten wir jedoch den freien Randvektor in der Form

x(u) = (u(1), u'(0))
‘angesetzt, wirden wir

R(u, v)li—R"(w)x(w) = {v"(1) 4+ v"(1)} {“(1);%'(0)} -+ v"(0) {w'(0) —u(1)}
= R*u, o))

und einen entsprechenden Ausdruck fiir S*(u, fv)lé finden. Hier erkennen
wir sofort, daB eine Vertauschung der Reihenfolge der Komponenten
von x(u) zum Verschwinden der Restteile R*(u, v)lﬁ und S*(u, 'v)l.l, fiihrt.
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Ahnliche Effekte wiirden sich bei der Vertauschung der Reihenfolge
der Komponenten bei RY(u) ergeben. AuBerdem tritt noch eine gewisse
Freiheit in der Wahl der Vorzeichen der Komponenten von R¥(u) auf.
So hitten wir z. B.

R¥(u) = (w'(0), —w"(1)—u”(1)), RY(u) = (0, —u(1))
wahlen kénnen. Das wiirde mit dem freien Randvektor (19)
R(u, s —RM(0)2(u) = 2u(1) {v""(1)+v"(1)} = B*u, o)}y

ergeben. Es tritt ein Rest R*(u, 'v)l(l, auf, der das doppeltg Produkt einer
Komponente von R™(») und z(w) ist. Diese Vorzeichenfreiheit fiihrt
zu 2°"°* Moglichkeiten in der Wahl der Randoperatoren.

Bei Problemen mit Kamkeschen Randbedingungen ist, was bei
natiirlichen Eigenwertproblemen noch hinzukommt, die Wahl der Vor-
zeichen der Operatoren offen; denn die Aufgaben My — ANy = 0 und
(—M)y—A(—N)y =0 sind 4dquivalent. Diese Vorzeichen werden aber
durch gewisse Definitheitsvoraussetznugen praktisch festgelegt. Die bei
natiirlichen Eigenwertproblemen auftretende wesentlich groflere Freiheit
diirfte in der Praxis kaum zu Schwierigkeiten fiihren, so dafB sich eine
iiber die gemachten Andeutungen hinausgehende Untersuchung eriibrigen
dirrfte. Die |im folgenden einzufithrenden Definitheitsvoraussetzungen
bewirken eine weitere Reduktion dieser Freiheiten.

4. Definitheitsvoraussetzungen. Wir nennen ein selbstadjun-
giertes natiirliches Eigenwertproblem eigentlich semidefinit in Z, wenn

(uy w)y =0, ueZ
gilt und falls fir ein u ¢ Z, w £ 0, (u, u)y = 0 ist, soll
(ui u)N '7’5 0

sein und fiir all diese u(x) sogar ein festes Vorzeichen haben.
Ein selbstadjungiertes natiirliches Eigenwertproblem wird eigentlich
defimit in Z genannt, sobald
(u,u)py >0, ueZ, uz%0
ist, definit, wenn

(u, )y >0, (u,u)y=>0, wueZ, uz%0
gilt und schiefllich volldefinit im Falle
(wy, )y >0, (u,u)y>0, ueZ,uz=0.

Es sollen die entsprechenden Definitheitsdefinitionen in Z gegeben
werden, wenn die Elemente aus Z entnommen werden.
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5. Erste Aussagen ilber die Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen. '
5.1. Erste Folgerungen aus den Definitheitsdetinitionen.

Wir stellen hier einige Sdtze zusammen, die sich nnmittelbar durch Aus-
nutzung der Definitheitsvoraussetzungen ergeben.

SATZ 1. A = 0 ist kein Eigenwert einer in Z eigentlich definiten Aufgabe.

Beweis. Wire 4 = 0 Eigenwert und y(x) eine zugehiérige Eigen-
funktion, miifite

iny:O? R;”(’!/)=0, jf=1,...,2’m—k,

gelten. Daraus wiirde {y,y> =0 und mit (17) unter Beriicksichtigung
der restlichen Randbedingungen (v, y)»r = 0 folgen. Das ist ein Wider-
spruch gegen die Voraussetzung der eigentlichen Definitheit.

SATZ 2. Ist fiir eine streng zulissige Funktion u(x) einer in Z eigentlich
semidefiniten Aufgabe
(20) (u7 u)ﬂ[ - O ’

80 ist A = 0 Eigenwert und u(x) eine zugehdrige Eigenfunktion.
Beweis. Bezeichnet v(x) eine beliebige Funktion aus Z und ¢ eine
beliebige Zahl, ist bei in Z eigentlich semidefiniten Aufgaben

(utev, ut-ev)pr > 0.
Daraus folgt mit (15), (20)
2e(w, V)u+ (v, v) = 0.

|e| kann beliebig klein und das Vorzeichen von ¢ beliebig gewahlt werden.
Daher muBl
(v,u);r=0 fiir alle ve Z

sein. Wihlen wir v e Z so, dafl x(v) = 0 ist, aber sonst beliebig, folgt
aus (17) <v, 4> = 0 und daraus leicht M% = 0. Dann muf}

w,ud =0 fiir alle ve Z
und damit
RY(u)x(v) =0 fir alle veZ,

also fiir beliebige Vektoren x(v), gelten. Daraus ergibt sich auch RY(u) = 0
und zugleich die Behauptung.

Die Sitze 1 und 2 gestatten die Folgerung:

SATz 3. Eine in Z eigentlich semidefinite Aufgabe ist genau danmn
eigentlich definit, wenn A = 0 kein Higenwert ist.

Bemerkung. Satz 1 gilt auch in Z, da eine in Z eigentlich definite
Aufgabe eigentlich definit in Z ist
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Das Vorgehen bei Diick [3] gestattet den Beweis folgenden Satzes,
auf dessen Begriindung wir hier jedoch verzichten.

Satz 4. Ist bei einem in Z eigentlich semidefiniten Problem fiir eine
zuldssige Funktion u(x) Gleichung (20) giilteg, lapt sich u(x) sogar 2m-mal
stetig differenzieren, ist also eine stremg zuldssige Funktion.

Folgerung. Ein in Z eigentlich semidefinites Problem, das nicht
eigentlich definit in Z ist, kann auch nicht eigentlich definit in Z sein.
Damit gelten die Sdtze 2 und 3 auch in Z.

5.2. Realitiit der Eigenwerte. Die Realitit der Eigenwerte
wird durch den folgenden Satz gesichert.

SATz 5. Ein in Z eigentlich semidefinites Problem besitzt nur reelle
Eigenwerte und die Eigenfunktionen konnen im reellen Raum Z gesucht
werden.

Dieser Satz gilt natiirlich auch wieder in Z.

Beweis. Wir nehmen an, dafl 4 = s+ it Eigenwert und
y(x) = u(@)+iv(x)

eine zugehorige Eigenfunktion ist. Dabei sollen s, { und «(x), v(x) reelle
Zahlen bzw. reelle Funktionen bezeichnen. Da die wesentlichen Rand-
bedingungen (4) linear, homogen sind, ist

Wilu+1iv) = Wiu)+:Wi(v), 3=1,..,k.

Die Koeffizienten in den Randbedingungen sind reell, so dafl « () und v (x)
den wesentlichen Randbedingungen geniigen miissen. Da sie auch die
notwendigen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen, sind sie Ele-
mente des reellen Raumes Z.
Weiterhin ist
(21) M(u+t)—AN(u+1r) =0,
(22) R;-”(u—i—iv) = ARM(u+iv), j=1,..,2m—k,
und da die Koeffizientenfunktionen in der Differentialgleichung und die
Konstanten in den Randbedingungen reell sind,
(23) M(u—iv)—AN(u—iv) =0, i=s—it,
Wiu—i0) =0, j4=1,..,k,
R (u—iv) = ARy (u—iv), j=1,..,2m—Fk.

~-

Aus (21) ergibt sich
w—ww, u+t1w)—A[lu—iv, ut+iv] =0,
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woraus mit (17), (22)
(u—é’v, U+ )3 — Alu— v, 4+ 10)y+ R (w4 1v) x (u —iv) —
. — MRV (u+iv)x(u—iv) =0,
(v —v, u+10)yy —A(u—v,u+ )y =0
gefolgert werden kann. .Ebenso fihrt (23) zu der Gleichung
(u+ v, u—iv)M—i(u—}-iv, Uu—iv)y = 0.

Man iiberzeugt sich leicht, daB wegen u,v e Z auch w-+iv und u— v
in den naturlichen Produktbildungen vertauscht werden diirfen, so daf
die beiden letzten Gleichungen die Folgerung

(A—A)(u—iv, u+ i)y = 0

gestatten. Nehmen wir ¢ # 0 an, ist wegen A—A = 2

(24) (u—, u+iv)y =0,
also
(25) (’M, ’M)N-{-(’U, 'U)N =0.

Gleichzeitig mull mit (24)

(u—v, u+1v)y =0
gelten, was zu

(w, 1)+ (v,0)3y =0

und wegen der vorausgesetzten eigentlichen Semidefinitheit zu
(26) (u, u)ar = (v, )y =0

fuhrt. (26) hat weiter zur Folge, dal (», u)x, (v, ¥)y von Null verschieden
‘sein miissen und ein festes Vorzeichen besitzen. Das widerspricht aber (25).
Damit miissen alle existierenden Eigenwerte reell sein.

Wegen 2 = 2 und (21), (23) muB

Muy—ANu =0, Mv—2Nv=0
und ebenfalls
R (w) = ARY(u), RMv)=AiRM(v), j=1,..,2m—k

sein. Damit sind die reellen Funktionen u(z), v(x) bereits selbst Itigen-
funktionen zum Eigenwert A. Simtliche Eigenfunktionen lassen sich
also aus reellen Eigenfunktionen linear komponieren. Zur Angabe eines
Reprisentantensystems von Eigenfunktionen, aus dem sich sdmtliche
Eigenfunktionen linear komponieren lassen, geniigt es, sich auf reelle
Eigenfunktionen zu beschrinken. Das soll fortan geschehen.
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5.3. Darstellung der Eigenwerte. Ist ; Eigenwert und y.(x)
eine zugehorige Eigenfunktion, gelten die Gleichungen

(27) My;— ANy =0,
Wily)) =0, j=1,..,k,
(28) Ri'(y) = MR (y)), j=1,.,2m—k.

Aus (27) folgt unter Beriicksichtigung von (28) fiir beliebige u € Z
Uy Yoo —Ailu, ¥y =0,
(y y0)ar -+ R () 2 (w) = Al yo)y — AR (y0) x(u) = 0,
(29) (U, y)m—Ailu, y)n =0, ueZ.

SATZ 6. Bei einem in Z eigentlich semidefiniten Eigenwertproblem ist
fiir eine zum Eigenwert A; gehorige Eigenfunktion yx)

(30) (Yi, ys)w # 0
und es gilt die Darstellung

| (Yiy Ye)ar
31 A =———.
(51) " W gy

Beweis.v Wire (yi, yi)N. = 0, miite wegen (29) fir u = y; auch
(Y1, ¥¢)u = 0 sein, was der Definitheitsvoraussetzung widerspricht. Aus (29)
folgt dann die Darstellung (31).

5.4. Erklidrung eines Rayleighschen Quotienten. Fir jede
zuldssige Funktion u(z), fur die (v, u)y # 0 ist, erkliren wir einen Ra.y-
leigschen Quotient durch die Gleichung

(u, u)a
(%, )N

SATZ 7. Bei Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen ist der
durch (32) definierte Rayleighsche Quotient gleich dem Kamkeschen Quo-
tient (%).

Das folgt unmittelbar aus den Definitionsgleichungen der beiden
Quotienten, wenn man beachtet, dafl bei diesen Aufgaben die reduzierten
Dirichletschen Restteile mit den natiirlichen iibereinstimmen. Ebenso
ergibt sich sofort aus (31) und (32):

SATZ 8. Der Rayleighsche Quotient einer zuldssigen Funktion, fiir
die (u, u)y # 0 gilt, ist positiv, wenn die Aufgabe definit in Z ist. Definite
natirliche Eigenwertprobleme kinnen nur positive Eigenwerte besiizen.

(32) R(u) =

(*) Zur Definition des Kamkeschen Quotienten sei auf die einschligige theratul,
insbesondere auf Diick [3], verwiesen.
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5.5. Orthogonalitiitsrelationen. Wir beweisen jetzt die fiir
die gesamten Betrachtungen grundlegenden Orthogonalitétsrelationen.

=T Satz 9. Bezeichnen A;, A; zwei verschiedene FEigenwerte wund yix),
yi(x) zugehérige Eigenfunkiionen, gelten bei in Z eigentlich semidefiniten
Aufgaben die Orthogonalitdtsgleichungen
(33) W, ¥ = W, Yy =0, T =£j, li#i.

Beweis. Wegen (29) ist

(Yis Ye)ar — Ay, yi)x = 0,

Daraus ergibt sich unmittelbar

(Aec—A) (Y, ¥ )n =0

und infolge unserer Annahme A; # 4; ist (¥, y;)» = 0 und damit auch
(1, ¥;)m = O erfiillt,

6. Verteilung der Eigenwerte. Bezeichnet :(z, 1), ..., 2ap(r, 2)
ein Hauptsystem von Losungen der Differentialgleichung (1), ist jeder
Wert 4 genau dann Eigenwert, wenn er Nullstelle der Eigenwertdeter-
minate

Wi(z) o Wi(zun) ]
.............................. |

50 40 Wilz) coo Wilzm) |
~ | RM(z) - AR () oo o R (22m) — AR (22m)

|
! |

lRQ;fl—k(zl) —;'R;\n;z—k(zl) e v e Rgpln—k(z'z'n)—iRgn—k(z'.’m)!
ist. Fiir die Vielfachheit » eines Eigenwertes mull 1 <7 < 2m gelten.
SATZ 10. A(2) st eine ganze Funktion von A.

Das ergibt sich unmittelbar wie in KIII. Dabei ist es belanglos.
daB die restlichen Randbedingungen von 4 linear abhingen.

SATZ 11. Bei einem in Z eigentlich semidefiniten natiirlichen Eigen-
wertproblem ist die Vielfachheit eines Eigenwertes 1; gleich der Vielfachheit
die A; als Nullstelle von A(A) besitzt.

Beweis. Ist 2; ein Eigenwert der Vielfachheit r, hat 4(4) fiir 2 = 2;
den Rang 2m —r. Schreiben wir

Ulu, ) = Wi(w), j=1,..,k,
(35) Ueosly §) = B — ARV (w), G =1,..,2m—k,
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kann, wie KII zeigt, angenommen werden, da die ersten 2m —r Spalten
von A(A) fir 2 = 4; den Rang 2m —r besitzen und das Hauptsystem
von Losungen der Differentialgleichung so gewihlt ist, dal

(36)  Uulzi(z, &), 4) =0, p=1,..,2m, j=2m—r+1,..,2m
gilt.

Differenzieren wir 4(4), so sind alle durch den Differentiationspro-
zel entstehenden Determinanten fiir 4 = 4; gleich Null, wenn nur eine
der letzten r Spalten unverindert auftritt. Daraus folgt A”(i) =0
fur § <.

Wire A; eine r-fache Nullstelle von 4(1), miilite A(')(li) # 0 sein.
Im Sinne eines indirekten Beweises nehmen wir

(37) A7(4) =0

an. Beachten wir die obigen Bemerkungen iiber die Differentiation von
4(4), werden wir zu der Gleichung

d d
A(T)(Ai) = det( U,u(zla 21) y sre Lr,u(z:?.m—ry ;"i) ’ ﬂ U,u(zmn—r-}—la li)’ reey 'ﬂ [I,u(zmnr 21))

gefithrt. Dann miissen wegen (37) Zahlen ¢; existieren, die nicht simt-
lich verschwinden und fir die

2”1;;7‘ (-27; (l
38) D U, W+ D) e Ve i) =0, p=1,..,2m
i j=1 i=2m-—-r+1

ist. Da die ersten 2m —r Spalten von A”(1;) den Rang 2m —r haben,
konnen sogar die Konstanten ¢;p—ri1y ...y Copn Dicht samtlich verschwin-
den. Wir definieren drei Funktionen s(x, 1), t(x, 4), 2(x, 1) durch die
Gleichungen

2m 2m
. \ | cs \ | c
s(x, 1) = 2 cjzi(x, ), f(-’v,l):a—z= 2 ¢ ;34(@, 2)
i=2m—r+1 F=2m—r+1

2m—r

2@, 1) = e, N+ D) ¢ie, 4).
i=1

Als Funktionen des Hauptsystems sind zap—r+1(2, i), <oy 2Zom(@, 2¢) we-
gen (36) sogar Eigenfunktionen zu ;. Also ist auch s(z, 4;) Eigenfunk-
tion zum Eigenwert A;. Bezeichnet der Zeiger p eine wesentliche Rand-
bedingung, ist wegen (38)

2m—r

Ul (¢, 29), %)) = Z ¢; Unl (2, 4)y ) + 2 0;'% U2i(, 4), 4)) =0.

j=1 i=2m-r+1
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Kennzeichnet p eine restliche Randbedingung, ist der obige Schluf
offenbar nicht giiltig. Dann ist

Uz (@, 1), 4)
2m—r 2m
= 2 ¢y U,,(zj(w, h),if) + 2 e; U (31 z, 1) h=;_” li)
j=1 j=2m-—r+1
2m—r 2m
— ) l M(321 ) N 8z, :
B Z ¢ U"(zf(w’ A‘)’Zi) +7'-sz—:+1 ¢\ B oA ‘;.=.1¢ MR, A |1=as
2m=r 2m i
= Z ¢y #(21 x, Ai), ) + . 2 1 Cj"ﬁ U,,(zj(m, Ai), M)i-{—
T=2m-—r+
+ D BN, 1)
i=2m-—r+1
2m 2m
W
= Z c;Rf(zj(a:, ].,-)) = R;,v( Z ¢szy(z, lz)) = R;:V(S(w, li)) .
j=2m—r+1 I=2m—7r+1 _
Also muf} bei Beriicksichtigung von (33)
(39) Rl (2(z, b)) — MRy (2(2, &) = Ry (s(w, A))

gelten. z(z, A;) gehort insbesondere auch zu Z. Da s(x, ;) Eigen-
funktion zu 4; ist, folgt aus (29)

(40) (2(@, 4}, 3(2, 2)) 2 — Xif2(@, 2), s (@, A))x = 0.
Wie KII, beweist man die Gleichung

Mz(x, A) —ANz(x, A)—Ns(x,A) =0,
aus der sich

(s(@y M),y 2(@y A0)) — Ag[s(z, Ao), 2(2, A9)]—[s(%, As), s(x, X))} =0,
(s(@, A1), 2(@, Aa))ar — Ad(s (@, Ai), 2 (@, o)) —[8(m, 4), s (2, 2)]+
-I-[iRM(z(:B, i) — LRV (2(z, in)e(s(z, 4)) =0
ergibt. Das fithrt wegen (39), (40) zu
RY (s (2, 1)) x(s (2, 44)) —[s(@, &), s(z, )] =0,
(s(x, A0), s(z, A))y = 0.

Da s(z, A/) Eigenfunktion ist, verstoB8t das gegen Satz 6.
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Unmittelbar ergibt sich dann:

SATZ 12. Bei einem in Z eigentlich semidefiniten Problem ist A(2) 5~ 0.

SATZ 13. Eine in Z eigentlich semidefinite Aufgabe besitzt hichstens
abzdihlbar viele Eigenwerte, die keinen Hdaufungspunkt im Endlichen haben.

SATZ 14. Bei einem in Z eigentlich semidefiniten Eigenwertproblem
lassen sich die Eigenwerte in einer Folge

(41) e KA <A <0<, <A<

anordnen, wobei A; die posiliven Eigenwerte, A_; die negativen Kigenwerte
bezeichnen und jeder KEigenwert seiner Vielfachheit entsprechend oft ange-
fiihrt wird. Ist 2 = 0 Eigenwert, wird er zum System der positiven Eigen-
werte gezdahlt, wenn fiir seine zugehidrigen FEigenfunklionen y(z) die Un-
gleichung (y, y)x > 0 gilt. Ist jedoch (y, y)n < O, wird der Eigenwert Null
zum System der negativen KEigenwerie gerechnet.

Bemerkung. Man beachte, dafl fiir alle zum Eigenwert 1 = 0 ge-
horige Eigenfunktionen (y, y)~ ein festes Vorzeichen haben muf}, da fir
diese Funktionen (v, y)y = 0 ist.

7. Orthogonalsystem aus Eigenfunktionen.
SATZ 15. Zur Folge (41) gibt es bei in Z eigentlich semidefiniten Auf-
gaben ein System von Eigenfunktionen :

ey Y—2(@), Ya(@), (@), Yol@), ...\

das der Orthogonalitdtsrelation
0 fur <<#73,
+1  fir =7,
geniigt. Daber bezeichnet yi(x) eine zum Eigenwert A; gehirige Eigenfunklion.

Iir ¢ = 1,2, ... gilt in (42) die Normierung +1 wund fir i = —1, —2, ...
die Normierung —1.

(42) (yn ?/7')1\‘ I{ iyj = 11, i2’

Beweis. Nach Satz 6 besteht offenbar fiir eine zum positiven Eigen-
wert 1; gehorige Eigenfunktion yi(z) die Ungleichung (y:, ¥:)» > 0 und
(y1, ys)v < 0, wenn ¥;(x) zu einem negativen Eigenwert gehort, so dal
die Normierung leicht moglich ist. Wegen Satz 9 gilt die Orthogonalitits-
aussage bereits fiir zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehorige Eigen-
funktionen. Es bleibt nur zu zeigen, dal die zu demselben Eigenwert
gehorigen Eigenfunktionen so orthogonalisiert werden koénnen. Das ist
aber moglich, weil das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren wegen
(¥4, y1)¥ # 0 durchgefuhrt werden kann.

SATz 16. Ist das Eigenwertproblem eigentlich semidefinit in Z, muf
jedes System von Eigenfunkiionen linear unabhdngig sein, das entsprechend
(42) orthonormiert ist und dessen Funktionen alle zu positiven oder nega-
tiven Eigenwerten gehoren.
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Beweis. y,(2), ..., y;(x) moge irgendein System von Eigenfunktio-
nen bezeichnen, die alle zu positiven Eigenwerten gehoren sollen. Wiren
diese Funktionen linear abhingig, wiirden nicht sidmtlich verschwindende
Konstanten ¢, ..., ¢; existieren, so daf}

1Y (2) + ...+ 6 Y;(2) = 0
gilt. Dann miifite

(e ¥+ o+ CYsy Y+ oo+ Yi)n =0

sein, was wegen (42) zu ¢f+..4¢; = 0 fithrt und unserer Annahme
widerspricht, dafl nicht sadmtliche ¢; verschwinden.

Entsprechend erfolgt der Beweis, wenn das System aus Eigenfunk-
tionen besteht, die siamtlich zu negati%en Eigenwerten gehoren.

8. Weitere Aussagen liber natiirliche Eigenwertprobleme.

Sarz 17. Es qibt streng zuldssige Funktionen u(x), fir die (u, u)y # 0
ist, wenn das Eigenwertproblem eigentlich semidefinit in Z' ist.

Beweis. Wiirde fiir jedes v € Z (u, u)y = 0 sein, miite auch (u+ v,
u-+v)y = 0 fiir jedes v ¢ Z, also (v, u)y = 0 gelten. Wihlen wir v(z) so,
dal z(v) = 0 ist, folgt daraus [v, #] = 0, womit wegen der Willkiir von
v(x) leicht Nu = 0 gezeigt werden kann. Das fiihrt aber wegen g.(z)=£ 0,
wie bei KIII, zu einem Widerspruch.

SATZ 18. Bezeichnet y,(x), ..., Yp(x) ein System von Eigenfunktionen
einer in Z eigentlich semidefiniten Aufgabe, das im Sinne von (42) ortho-
gonalisiert ist, existieren stremng zuldssige Funktionen wu(x), die

(43) (w, )y #0, (u,y)y=0 fir <¢=1,..,p
geniigen.

Beweis. Bezeichnet u,(z) eine beliebige streng zulissige Funktion
und setzen wir

Q
u(x) = uy(z)+ Z ciyi(x) mit e = _E;‘_:’%;f:’
i=1 ’ ]

erfillt u(x) die in (43) enthaltene Orthogonalititsaussage. Wir miissen
zeigen, dall durch passende Wahl von uy,(z) auch (u, u)y # 0 erreicht
werden kann. Es ist leicht, die Giiltigkeit der Gleichung

n
2
(%, u)y = (Uo, Up}n Z ¢i(Yis Yi)N

zu bestidtigen. Wiirde also (u, )y = 0 fiir jedes u ¢ Z gelten, wiire

_1 '"m Ji

fir jedes Z.
(Ji,ya - fiir Ug €

(169, o) N
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PDamit ware auch
D

'“fo’l"va?/t
V)N
(ot 0 Yot 1—51: (Y1, Yo)w

und man folgert leicht

Tu i
(it © NAZ o,yiy’y),
’

P

. (g, Yi)w
vV, Uy — d?):O mit dy =-—"—"——.
(’ 0 ; i)y " (i, Yo

Wiahlen wir v(z) aus Z beliebig, aber so, daf x(v) = 0 ist, kann

[“U, uo—Zp:diyg] =0
i=1

und wegen der Willkiir von v(x)

¥~ ) = 0

gezeigt werden. Daraus ergibt sich, wie in KIII, der Widerspruch.

9. Eigenschaften der Greenschen Resolvente.

9.1. Existenz und Darstellung der Greenschen Resolvente.
Wir bezeichnen mit G(z, &, 1) die Greensche Resolvente des Differential-
ausdrucks My — ANy mit den Randbedingungen W;(y) = 0, R} (y) = AR} (y).
A, sei ein spezieller Wert des Parameters A und G(r, &, 4,) die Greensche
Funktion von My — 4, Ny mit den Randbedingungen W;(y) = 0, Rf’(y)—
— 2, RY(y) = 0. Wegen (3) ist

2m—-1

R y) = 2R () = ) {(alf — Ao ) y9(a) + (BY — 4B yi(@)} -

=0

Wir haben also die Greensche Funktion eines linearen liomogenen Dif-
ferentialausdrucks mit Kamkeschen Randbedingungen zu bestimmen.
Es gelten damit die bekannten Siatze. Insbesondere ist die Existenz der
Greenschen Funktion G(z, £, 4,) gesichert, wenn die homogene Aufgabe
My—A4,Ny=0,
w; (?]) 0, j=1,.,k,
Riu(y) = ZOR;'\(?/L j=1,..,2m—Fk

Annales Polonici Mathematici XVII
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keine eigentliche Losung besitzt. Die Losung der inhomogenen Aufgabe
My—7Ny =r(x),
Wily) =0, j=1,..,k,
Ei'(y) = % B(y), j=1,..,2m &k
mit stetigem »(x) stellt sich in der Form

b

y(@) = [ Gz, & A)r(&)de

a

dar. Weiterhin mulf} fiir die Greensche Resolvente die Gleichung

Z(x, &, )

(+4) G2, 6, 2) =y(@, & D+ =75

gelten. A4(4) ist die durch (34) gegebene Eigenwertdeterminante, die nach
Satz 10 eine ganze Funktion in 4 ist. Fiir y(«, &, ) und Z(x, &, 1) gelten
die in KII angegebenen Determinantendarstellungen; sie ergeben sich
wieder als ganze Funktionen in A. Damit mull G(z, &, 1) eine meromor-
phe Funktion von A sein, die Polstellen nur fiir solche Werte 4 besitzen
kann, die Eigenwerte unseres Problems sind.

9.2. Symmetrie der Greenschen Resolvente. Zu prifen
bleibt noch die Symmetrie der Greenschen Resolvente beziiglich x und ¢

G(;E, Ea '1) = G(E; Z, A) .

Die Beweise in der Literatur benutzen die Selbstadjungiertheit der
Aufgabe, die unter der Vorstellung des Vorliegens Kamkescher Rand-
bedingungen definiert wird. Der bei Collatz [1] angegebene Beweis von
Seifert 148t sich aber leicht auf die von uns untersuchten Probleme aus-
dehnen. Ist A, nicht Eigenwert und bezeichnen 7(x), s(x) zwei beliebige
stetige Funktionen, u(x) und v(z) die Losungen der Randwertaufgaben

Mu— i, Nu =r(x), Mv—~Ai,Nv=s(2),

Wiu) =0, Wjlv) =0, J=1,0 k,
B'(u) = R} (u),  RB(v) =ARj(v), j=1,..,2m—k,
gilt
b b

w(@) = [ Gz, & J)r(§)dE, v(@) = | Cla, &, h)s(é)ds.

a
u(x), v(x) gehoren zu Z, wegen der Selbstadjungiertheit ist

(10, 0)ar — Agltt, V)x — (0, W)pr+ Ao(v, u)y= 0.
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Daraus ergibt sich
Qy 0 — Aoty 0] — (0, wd + A, 1] — {RY (0) — 2, R (0)} 2 (w) +
+ {RM(u) — 4, RV ()} x(v) = 0,

b b

[ () (Mo —2g Norde — [ v(@) {Mu—2Nuyds =0,
o a

b b

[] Gz, &, 2)r(&)sta dgd:c—f(G (x, &, A)s(&)r(z)déde = 0,
/]
[ @@, & 1) —aE, @, 2)r(&)s(@dsar — 0.
Wegen der Willkiir der Funktionen 7(z), s(x) kann die gesuchte
Symmetrierelation sofort gefolgert werden.

9.3. Ordnung der Polstellen der Greenschen Resolvente.
Wir wollen jetzt zeigen, daB bei einer in Z eigentlich semidefiniten Auf-
gabe die Greensche Resolvente hochstens Pole erster Ordnung besitzt.
Ist 4; ein »-facher Eigenwert, so ist nach Satz 11 1; auch eine #-fache
Nullstelle von A4(4). Wegen (44) kann damit G(z, &, 4) an der Stelle
/. = A; hochstens eine Polstelle »-ter Ordnung besitzen. Da A4(2) eine
ganze Funktion von A ist, liegen die Nullstellen von 4(4) isoliert. Fiir
a < x, &£ <b existiert eine Umgebung 0 < |4 -1 << o von 44, in der die
Greensche Resolvente die Entwicklung

Gz, &, 1) = Zhw{-‘i %)

j=-r

gestattet. Bezeichnet r(x) eine beliebige in a < x <{ b stetige Funktion,
besitzt die Randwertaufgabe

My - ANy =r(x),
Wily) =0, j=1,...%,
R'(y) = 2B} (y), G =1,..,2m—k

fiir jedes 4 aus einer gewissen Umgebung 0 << |4 —4;| << ¢, eine Losung
H(x, 1). Setzen wir

(43) H(x) = [ hy(x, §)r(8)d,
folgt, wie in KII, dall H(x, 1) die Entwicklung
Hx,2) = ) Hj(x)(i—2)

j=—r

17*
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gestattet, die gliedweise 2m-mal stetig nach x differenziert werden darf,
womit wir sie in die Differentialgleichung und die Randbedingungen
eintragen diirfen:

D (A=) {(MH;—ANH}} = r (@),

DAY WH)=0, u=1,..,k,

f=—

~

Z(A LY (RM(H;)—ARY(H,)} =0, u=1,..,2m—k.

j=~—r

Ist o die kleinste Zahl, fir die H,(z) == 0 ist, und nehmen wir o < —2
an, liefert ein Koeffizientenvergleich, analog zu KII,

MH, — ;,NH,, MH,,,=M\NH, ,+NH,,
W,u(Ho) =0, Wu(Hq-i—l) =0, p=1,.., k,
Ry (H,)—&R)(H,) =0, R, (Hp1)— ARy (Hp) = RY(H,),
=1,..,2m—k.

Weiter ist, wenn H,(x) die zu H,(x) konjugiert komplexe Funktion be-
zeichnet,
MH, = 4NH,,

VAH,) =0, pu=1,..,k,
RM(H,)—MRY(H) =0, pu=1,..,2m—k.
Es ist leicht, die Giltigkeit der Gleichungen |
(Hyy Horr)u = (Houay Hy)ar
(Hyy Hyt1)n = (Hoy1, Hy)n

zu bestitigen, und unter Beriicksichtigung der erhaltenen Ergebnisse
kann bei Verwendung der wiederholt benutzen SchluBlweise gezeigt
werden:

0= (an He+1)M—(Hg+1a _Q)M

= (Hy, Hyir) — (Hysry Hyy —RY (Hypi) x(H,)+ RY(H,) x(H,y)

= M H,, Hyil+[Hy, B — M Hpiry H]—RY (Hoir) 2 (Hyp) + RY(H,)¥(Hosn)
= J{(Hyy Hye1)n+ (Hyy Hy)y — A(Hyi, H, ‘>N+<ﬁ”( H,)x(H,)—

— (RM(Hyi1) — LRV (Hp)) 2 (H,) + (RY(H,) — 4RV (H,y)} 2 (H,ra)
H,)y —RY(H,)x(H,)+R"(H,)x (ﬁe)

H,)n

H,,
H,,

(
(
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H,(z) und H,(z) sind offenbar Eigenfunktionen zu 4;. Daher mufl we-
gen (H,, H)x =0 auch (H,, H,)» = 0 gelten. Schreiben wir

H () = uy(T) 4 10y(x) ,

folgt daraus (u,, %)M+ (v, ¥,) = 0 und mit der eigentlichen Semide-
finitheit (u,, u,)sr = (¥,, v,)ur = 0. Ebenso finden wir aus (H,, H,)y = 0
die Gleichung (u,, U,)n -+ (Vpy V)y = 0. Wegen (u,, Uy)ar = (Vg, V) = 0,
miussen (%,, %,)n, (9, ¥)y von Null verschieden sein und dasselbe Vor-
zeichen besitzen. Das ist ein Widerspruch. Also ist unsere Annahme
o < —2 nicht aufrechtzuerhalten und infolge der Willkiir von r(x) kann
mit (45)

hor(, §) = ... = ho(@, §) = 0

gefolgert werden. Fiir die Greensche Resolvente gilt damit in einer gewissen
Umgebung der Eigenwertstelle 4; die Entwicklung

(46) 6, &, ) ="200 1 ¥ iz, (-2
i=0

9.4. Untersuchung des Residuums. Es soll jetzt noch das
Residuum h_,(z, £) der Greenschen Resolvente untersucht werden. Das
dazu in K II beschrittene Vorgehen ist zwangsldufig auch bei den von
uns untersuchten Aufgaben giiltig, weil dort die spezielle Gestalt der
restlichen Randbedingungen nicht benutzt wird. Bezeichnet y,(z), ..., ¥-(x)
ein zum Eigenwert 1; gehoriges Reprisentantensystem von Eigen-
funktionen, gilt fiir das Residuum der Greenschen Resolvente einer
in Z eigentlich semidefiniten Aufgabe

§) = é‘ J;Cifyi(‘”)?lf(f) y ez, £<)h.

Die ¢;; bezeichnen Konstanten, deren genauere DBestimmung sich fiir
das Folgende eriibrigt.

Die Greensche Resolvente gestattet damit wegen (46) in einer gewissen
Umgebung der Eigenwertstelle 1; die Entwicklung

(47) Gla, &, 1) = Z Zc”y‘ DYNE) | Gz, &, 0

Gy x, &, 1) ist eine meromorphe Funktion in A, die aber an der Stelle
A = A; regulir ist; insbesondere besitzt sie auch die in K II angebenen
Differenzierbarkeitseigenschaften.
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10. Rayleighsches Prinzip fiir den ersten positiven und
negativen Eigenwert.

SATZ 19. Das Eigenweriproblem sei eigentlich definit in Z. @ibt es
streng zuldssige Funktionen u(zx), fiir die

(48) (%, u)y > 0

i8t, existiert das Minimum des Rayleighschen Quotienten R(u), wenn zur
Konkurrenz alle Funktionen aus Z zugelassen werden, die der Ungleichung
(48) geniigen. Dieser Minimalwert ist der kleinste positive Eigenwert:
(49) = Min R(u).
uweZ
(u, )N >0
Jede zu A, gehorige Eigenfunktion ist Losung der Variationsaufgabe.
Existieren streng zuldssige Funktionen, fiir die

(50) , (u, u)x <0

qilt, besitzt R(u) ein Maximum fiir alle Funktionen aus Z, die (50) geniigen.
Es ist
(51) A = Max R(u).
ueEZ
(a0)N <0
Jede 2um grioften negativen Eigenwert A_, gehorige Eigenfunktion ist Losung
dieser Variationsaufgabe.

Es existiert zumindest 1, oder A_,.

Ist das Eigenwertproblem eigentlich semidefinit, aber nicht eigentlich
definit in Z, ist A = 0 Eigenwert. Dieser Eigenwert wird durch (49) geliefert,
wenn fiir die weZ mil (w, u)y =0 die Ungleichung (48) gilt. Ist jedoch
fir diese u(x) (50) erfillt, wird der Eigenwert A = 0 durch (51) dargestellt.

Beweis. Bezeichnet u(x) eine beliebige streng zulidssige Funktion,
die wir uns im folgenden fixiert denken und die (48) geniigt — voraus-
gesetzt, daB solche Funktionen existieren —, ist wegen der eigentlichen
Definitheit der Aufgabe R = R(u) eine feste positive Zahl. Dann ist auch

(52) r(x) = Mu— RNwu
eine feste in a < x < b stetige Funktion und es sind
(53) vi = RM(w)—-RRY(w), i=1,..,2m—k

feste Zahlen. Gilt r(z) = 0 und sind alle y; = 0, ist u(x) Eigenfunktion
zum positiven Eigenwert R und die Behauptung R > 1, bestimmt richtig.
Wir konnen also annehmen, daf nicht gleichzeitig

rizy=0 und ;=0 fir j=1,..,2m—-k
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gilt und R kein Eigenwert ist. Also hat die inhomogene Aufgabe
My—iNv = »(2),
(54) Wi(v) =0, 1=1,...,k,
RY(v)—ARj(v) = y;, j=1,..,2m—Fk

fiir jedes 4, das kein Eigenwert ist, genau eine Losung » = v(x, 1), die
zu Z gehort und im Grundintervall nicht identisch verschwindet. Bezeich-
net v(x, 1) eine beliebige Funktion aus Z, fiir die

(55) R () — AR} (v) = 5, §=1,..,2m—k
gilt, und setzen wir
w(x, ) = v(z, 1) —vy(x, 1),
ist w(x, 1) Losung der Randwertaufgabe
Mw—ANw = s(x, 1) mit sz, 1) =r(x)— MHv,—ANv,,
Wiw)y=0, j=1,..,k,
R (w)— 2Ry (w) =0, j=1,..,2m—k.
s(x, 1) ist stetig in x und A. Fir w(xz, 1) gilt die Darstellung

b

w(z, 1) = | Gz, &, 2)s(E, 1)aE .

a

Daraus ergibt sich
b
(56) v(@, 1) = vz, A+ [ Gz, &, Ns(E, Nde.

2o(x, A) war beliebig in Z, nur muBte (55) erfiillt sein. Wir konnen vz, 1)
auch als stetige Funktion in 1 wahlen. Wegen der Stetigkeit der Greenschen
Resolvente fur alle i, die nicht Eigenwerte sind, folgt aus (56) auch die
Stetigkeit von w»(x, ) mit Ausnahme hochstens der Eigenwertstellen.
Definieren wir eine Hilfsfunktion

(57) h(2) = (”(T, 1), v(x, A))M —l(w(w, j-)) v(x, A))N’

mufl damit auch k(1) stetig sein, wenn A nicht Eigenwert ist. Aus (37)
finden wir in bekannter Weise mit (17), (18)

h(;‘-) = <’D(é1'/‘, }“)7 'U(%, ;)\/4}*[@(‘”, 2)7 ’D(.CD, l)]_‘
— R (v(z, 1)) — IR (v(2, 1)} 2(v(, 4)) .
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Erkliren wir einen Spaltenvektor y, dessen Komponenten die y,,

ooy Vem—rke
aus (53) sind, ergibt sich wegen (54)

— f v(x, 2) {Mo(z, 2) —ANv(z, A)}dz —y'z(v(@, ),

' fv z)do —y'z(v(z, 1)) .

Bezeichnen 2, u zwei Parameterwerte, die nicht Eigenwerte sind, ist
unter Verwendung der wiederholt benutzten SchluBweise

1 (p) —h( f{ku o(z, H}r(@)de—y' |x(o(z, w) —x(o(z, 1)},
b

- f v(@, ) {Mv(z, }) —ANv(z, 1)} dz —

aj (@, 2) {Mv(z, p)— uNo(z, w))do—y'{z(v(z, p) —x(v(z, 1)}

= (@, @), v(@, D> —Av(2, g), (@, ] — (@, D, v(@, W) —
—ulo(, 2), v(2, @] —y'|x{o(e, w) —2(0(2, D)}

= (v(@, p), v(z, ), —A(v(z, p), v(z, A))y—

—(v(z, 1), v(@, ), —nlv(@, 2), v(@, w)y+

+{RY (v (2, 1)) — ARV ((z, D)} x(v(2, p) —

—{RY(o(z, ) —uR (v, u)} 2(v(@, 1)) —

—y'{z(e(z, p)) —x(o(z, 1))}

= (u—A)(v(z, 4), v(z, p),
Daraus folgt

E,l_lgh(ﬂ/z_:;”i) ﬁ]:gl(v w, A), (2, p))y
(58) W) = (o(@, 1), (@, D)

Weiter ist

— (v(, 0), v(2, 0)),, > 0.

Wie in K III, kann jetzt gezeigt werden, daB im Intervall 0 <A< R
ein Eigenwert liegen muB. Also ist 4, < R(u) fiir alle zugelassenen Funk-
tionen wu(z) aus Z bewiesen.
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Die Existenz eines Minimums ergibt sich aus der Tatsache, dal
wenn ¥,(x) eine zu A, gehorige Eigenfunktion bezeichnet, 4, = E(y,) ist.
Gibt es streng zuldssige Funktionen «(zx) mit (u, 4)y < 0, fithren wir
das Problem auf das eben behandelte zuriick, indem wir die Aufgabe

My —(—1)(—N)y =0,
Wiy) =10, i=1,...,k%,

Ri'(y) = (=))(-B(®), §=1,..,2m—k
betrachten.

Nach Satz 17 gibt es mindestens eine streng zuldssige Funktion, fiir
die entweder (u,u)y >0 oder (u,u)y < 0 gilt. Damit ist die Existenz
wenigstens eines Eigenwertes A, oder A_, bewiesen.

Ist das Eigenwertproblem eigentlich semidefinit in Z, aber nicht
eigentlich definit, mufl nach Satz 3 2 = 0 Eigenwert sein. Es ist klar,
dafl dieser Eigenwert durch (49) oder (51) geliefert wird, je nachdem
fiir die % € Z mit (u, u)y = 0 (48) oder (50) gilt.

11. Rayleighsches Prinzip fiir die hdheren positiven und
negativen Eigenwerte.

SATZ 20. Wir denken uns die positiven und negativen Eigenwerte As, A_;
tm Sinne von Satz 14 in einer Folge angeordnet und die zugehirigen Eigen-
funktionen yix), y_i(x) wie in Satz 15 orthonormiert.

Ist das Eigenwertproblem eigentlich definit in Z, lost die Eigenfunk-
tion yp(x) die Variationsaufgabe, den Rayletghschen Quotient R(u) zu einem
Minimum zu machen, wenn w(x) den Bereich aller streng zuldssigen Funk-
tionen durchlauft, die der Orthogonalitdtsrelation

(59) (u{yi)Nzo’ ’izl,...,p——l

und der Ungleichung (48) geniigen. Der zugehorige Minimalwert ist der
auf Ap_, folgende ndchste positive Eigenwert
(60) A= Min R(u) .

ueZ
(‘u,u)_,\?>0
(u,u{)_\-=0,1‘=1,...,p—1
Ebenso lost y_p(x) die Maximumsaufgabe von R(u), wenn es streng
zuldssige Funktionen w(x) gibt, welche die Orthogonalitatsgleichung

(61) (W, i)y =0, 1=1,..,p-1
und die Ungleichung (50) erfiillen. Dann ist
(62) Aop == Max R(u).
us?
(u,u)y <0

(Y =09, i=1,...p—1



106 W. Dick

Mehrfache Eigenwerte werden tm Sinne von Satz 14 stets entsprechend
threr Vielfachheit gezdhlt.

Fs existieren unendlich viele Eigenwerte.

Ist das FEigenwertproblem eigentlich semidefinit, aber nicht eigentlich
definit in Z und r, die Vielfachheit des Eigenwertes Null, gilt folgendes:

1) Erfiillen alle w e Z mit (u, u)y = 0 die Ungleichung (48), ¢ilt das
Variationsprinzip fiir A, unverdndert wie oben, wdahrend fiir A_, (einschlief-
lich p = 1) die Variationsaufgabe nicht mit der Nebenbedingung (61), son-
dern mat der verdnderten

(U, ¥ i)y =0, d=—mn,..,—1,1,...,p—-1

zu begleiten ist.

2) Erfiilllen alle weZ mit (w, u)y = 0 (50), besteht das Variations-
prinzip fiur A_p, unverdndert, jedoch ist die Variationsaufgabe fiir 2, mit
der Nebenbedingung

(uyy)n=0, 2= —r,..,—1,1,...,p—1,

und nicht mit (59), zu betrachten.

Beweis. Es wird zunichst vorausgesetzt, dal3 das Eigenwertproblem
eigentlich definit ist und es werden die positiven Eigenwerte behandelt.

I. Gibt es streng zulidssige Funktionen, die (48) gentigen, existiert
nach Satz 19 ein kleinster positiver Eigenwert 2,, der durch (49) geliefert
wird.

II. Ist A, ein r,-facher Eigenwert, ist die Behauptung fiir jedes p
aus 1 < p < r, richtig. Das folgt wie in K III.

IIT. Nach Satz 18 gibt es streng zuldssige Funktionen, fiir die (59)
mit p = +1 und (u, u)y # 0 gilt. Existieren unter diesen Funktionen
solche mit (u, w)y > 0 — das ist bestimmt der Fall, wenn es weitere
positive Eigenwerte gibt —, ist der Bereich der zur Konkurrenz zuge-
lassenen Funktionen nicht leer. Wir wollen zeigen, dal dann ein weiterer
positiver Eigenwert existiert. Dazu untersuchen wir den Fall p = r;+1,
wobel auch r, =1 sein darf.

1. Nach Satz 19 ist 2, < R(u) fur jede streng zulassige Funktion.
Wir wollen zeigen, dall sogar 1,, < R(u) gelten muf, wenn «(x) noch der
Orthogonalititsgleichung (59) geniigt. Wegen (59) kann w«(x) offenbar
nicht Eigenfunktion zum Eigenwert 2, sein. % (x) mufl also einer inhomo-
genen Aufgabe
(63) Mu—2, Nu =r(x),

Wiu)y=0, 4j=1,..,k,
(64) B} (w)— A BY(u) = y;, j=1,..,2m—k
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geniigen, und es darf nicht gleichzeitig 7(x) == 0 und y; = 0 fiir alle j
gelten. Dann gibt es streng zulissige Funktionen »(z), fiir die

(65) (u, U)M—)‘n (u,v)xn # 0, (v, y)n = 0, t=1,.,p-1

ist. Denn bezeichnet v,(x) eine beliebige streng zuldssige Funktion und
setzen wir
p-1

) . (’00, ?/t)v
v(x) = vo(x CiYix mit ¢ = — -
( ) 0( )+1=Z: !?/i( ) i (yt,’l/i)
ist die in (65) enthaltene Orthogonalititsaussage erfiillt.
Wenn 7(z) in (63) nicht identisch verschwindet, existiert im Grund-
intervall ein Intervall a < x < 8, in dem

Mu—2,Nu 5 0

ist und dort ein festes Vorzeichen hat. Wahlen wir oy(z) 2m-mal in
a << x < b stetig differenzierbar, >0 in a < x < ﬂ, = 0 aufBerhalb dieses
Intelvalle% und x(vy) = 0, gilt
4
(2, Vo)ar — Ar, (%, To)y = ] volx) {Mu — A, Nu}dr + 0,

7]

(66) (w, ©)ar —Arlw, V) = (U, o)y — A (%, Zo)v+C
p—1

(67) ¢ = D oil(w, Yohar—Anlu, yi)x} -
=1

Wegen der Orthogonalitiatsgleichung (59) ist ¢ = 0 und damit auch die
erste Aussage von (65) bewiesen.
Ist r(x) in (63) identisch Null, diirfen nicht alle y; aus (64) verschwin-
den. Es ist dann
(, Og)ar — Ary(10y Vo) = — (R (1) — 2, R (1)} 2 (vy) .
Wihlen wir v, (x) in Z beliebig, aber x(v,) # 0, ist
(10, Vo)ar — Ar (U, o)y = 0.

Wieder gilt (66), (67) und ¢ = 0, so dall auch in diesem Falle die Behaup-
tung richtig ist.

Mit % (x) und v(z) geniigt auch u(x)+ ev(x) der Orthogonalititsglei-
chung, und es ist sogar fir hinreichend kleine {¢| die Ungleichung
(u+ev, u4 ev)y > 0 giiltig. Daher ist nach Satz 19 1, < R(u-+ev), d. h.

(u+ev, utev)yy—An(utev, utev)y > 0.
Aus R(u) = A, wiirde

2e{(u, v)y — A, (2, V)N} = — (v, v)ar — An(T, V)5}
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folgen, was zu (65) im Widerspruch steht. Die Annahme 1, = R(u) fiir
eine streng zuldssige Funktion, die der Orthogonalititsgleichung (59)
geniigt, kann nicht aufrechterhalten werden.

2. Analog zum Beweis von Satz 19 soll nun gezeigt werden, dafl im
Interval 4, < A << R mindestens ein weiterer Eigenwert liegt. Dazu
definieren wir eine Funktion r(z) und Zahlen y,, ..., y2m—r durch (52), (53).
Wir diirfen wieder annehmen, dafl nicht gleichzeitig r(x) =0 und
91 = «.= 72m—k = 0 gilt und R kein Eigenwert ist. Durch (54) erkliren
wir eine Funktion v(x, ) und durch (57) die Hilfsfunktion %(1). Dann
ist wieder:

h'(2) = (v(x, A}, v(x, 1)), fir alle 4, die nicht Eigenwerte sind,

h(R) = 0,

h(A) < 0, h'(2) >0, (v(z, A), v (x, A)), > O fir alle 1 aus By < 2 < R,
wenn dieses Intervall frei von Eigenwerten ist.

Weiterhin gilt fiir i =1, ...,p—1

2w,y = Alys, v]— ARV (0) ()
b

= (Wi, > — | yu@)r(@)de— AR (0) 2 (Y1)

= Y1, 0> — Y1, >+ Rlye, u]— ARV (v) x(ys1)
(Y15 Ot — (Y, w)ar+ B{yi, w4+ (R (0) — 2RV (0)} 2 (y:) —
— (R (w) — RRV(w)} x (1)

l

= Ai(v, Yi)n — (Yi, w)ar+ R(ys, u)n

Die Orthogonalititsrelation (59) und A # A, fiihren uns zu
(v, y)v =0, i=1,.,p—-1.

Mit u(x) geniigt also auch v»(xz, 4) fir jedes 4 aus 1,, < 2 < R der Ortho-
gonalitatsgleichung.

3. Beim Beweis von Satz 19 war unmittelbar klar, daf hi(0) > 0
ist, da Null kein Eigenwert ist. Jetzt ist der linke Endpunkt des Inter-
valles 4, < 2 < R Eigenwert, was zusitzliche Untersuchungen notwendig
macht. Es existiert aber in einer gewissen Umgebung des Eigenwertes 4,,
die Greensche Resolvente und v(:c A). Wegen (47) und (56) gilt in dieser
Umgebung

(68) o(x, 4) = vz, 4) +

b 1

+ [ 6z, &, Dste, MHZZ;“" e fm (¢, Ay .

Ay
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vo(x, 1) mubte beim Beweis von Satz 19 eine stetige Funktion in A sein,

die der Gleichung (55) geniigt. Wir konnen v(x, A) offenbar auch so
wihlen, daB

(69) (Vg Yyi)v =0, t=1,.,p-1
ist. Aus (59) folgt
b

[ r@yda)de = i, uy —Rlye, u)

= (Y1, w)ar — R(ye, w)n+ (R (w) —RRY ()} 2 (1)
= {(R"(u) — RR"(u)} x(y4) -

Das fithrt zusammen mit (53), (55), (69) und der Definitionsgleichung
von s(x,A) zu
b b
[ s(z, Hydz)dz = [ {r(@)— Moz, 2)+ ANoyz, 1)} yiz)de
a

a

— {(R™(u) — RRY ()} £ (43) — (¥4, Vo)ar &+ A(Y1, Vo) —

. — (R (0e) — ARV (vy)} 2 (y0)

Mit (68) erhalten wir
b

v(@, 2) = v(@, )+ [ Gofw, & 1)s(¢, 4)de
@
in einer gewissen Umgebung von A, . Die Singularitit an der Stelle 2,
ist herausgefallen, da G.(z, £, 1) dort regulir ist. Der Rest des Beweises
ergibt sich nun wie in K III.

IV. In der bei K ITT geschilderten Weise kann fortgefahren werden,
solange es Funktionen aus Z gibt, fir die (u, )y > 0 und die Ortho-
gonalitdtsrelation erfiilllt sind.

Der Beweis fiir die negativen Eigenwerte ergibt sich wie in Satz 19,
indem das Problem auf das eben behandelte zuriickgefithrt wird.

Wie in K ITT folgt, daf3 dieses Verfahren hochstens nach einer Seite
abbrechen kann, womit die Existenz von unendlich vielen Eigenwerten
gezeigt ist. Damit ist der Satz fiir eigentlich definite Aufgaben vollstandig
bewiesen.

Ist das Problem eigentlich semidefinit, aber nicht eigentlich definit
in Z, kann wieder vollcommen, wie in K III, geschlossen werden.

12. Erweiterung des Bereiches der beim Rayleighschen
Prinzip zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen.

SAtz 21. Ist das FEigenwertproblem eigentlich definit bzw. eigentlich
semidefinit in Z, gelten die Sdtze 19 und 20 sogar dann, wenn die zur Kon-
kurrenz zugelassenen Funkiionen aus Z und nicht nur aus Z entnommen werden.
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Beweis. Von Diick wurde in [3] mittels eines Approximationssatzes
nach einem Gedanken von Lehmann das Kamkesche Prinzip bewiesen,
indem es auf das Variationsprinzip in K ITI zuriickgefiihrt wurde. Dieser
Gedanke fihrt auch hier zum Beweis des Satzes, wenn die Funktionen
aus Z durch geeignete Funktionen aus Z approximiert werden und dann
in der bei Diick skizzierten Weise geschlossen wird. Auf eine Ausfithrung
des Beweises soll verzichtet werden.

Folgerung beziiglich des Kamkeschen Prinzips: Liegen Aufgaben
mit Kamkeschen Randbedingungen vor, ist nach Satz 7 der Kamkesche
Quotient gleich dem Rayleighschen Quotient. Bei Diick [3] wurde das
Kamkesche Prinzip fiir in Z definite Aufgaben bewiesen. Jetzt ist dieses
Prinzip auf in Z eigentlich semidefinite Aufgaben ausgedehnt worden.
Das bei Diick beschrittene Vorgehen hitte sich leicht auf eigentlich
semidefinite Aufgaben iibertragen lassen, weil die dazu benotigen Satze
in V in K IIT bereitgestellt sind. Bei Diick [3] war aber der Vergleich
mit der K-Definitheit das Hauptanliegen der Arbeit.

Bemerkung. Die Erweiterung des Bereiches der zur Konkurrenz
zugelassenen Funktionen durch Satz 21 ist langst nicht von der Bedeutung,
wie die Erweiterung des Prinzips in K III durch das Kamkesche Prinzip
in [7]. Hier liegt nur eine Milderung der Differenzierbarkeitsvoraussetzun-
gen vor, die praktisch weniger ins Gewicht fallt.

13. Bemerkungen iiber das Vorzeichen der Eigenwerte.

SATZ 22, Gibt es in a <z <b etn Teilintervall a < x < f, in dem
(70) gile) >0, +=0,1,..,n

und mindestens eine dieser Funktionen > 0 ist, existieren unendlich viele
positive Eigenwerte.

Gilt in (70) diberall das entgegengesetzte Ungleichheitszeichen, existieren
unendlich viele negative Eigenwerte.

G1ibt es Teilintervalle von beiden Arten, existieren unendlich viele positive
und megative Eigenwerte.

Beweis. Bezeichnet w,(x) eine beliebige streng zulidssige Funktion

und ¥,(x), ..., yp(x) ein im Sinne von (42) orthogonalisiertes System von
Eigenfunktionen, erfillt

P
% - (o, Yi)x
w(x) = uy(x c x mit ¢y — — — <"
() of )+f=>'1' iYi(x) 1 TR

die in (43) enthaltene Orthogonalititsaussage. Beim Bewels von Satz 18
wurde gezeigt, dal durch Wahl von wu,(x) (#, )y # 0 erreicht werden
kann. Jetzt mull bewiesen werden, dal «,(x) so wihlbar ist, dal wegen (70)
sogar (u, u)y > 0 ist, was, wie in K III, geschehen kann.
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14. Festlegung der Eigenwerte nach Courant.

Satz 23. Das FEigenwertproblem sei eigentlich definit in Z. Mit
wy(x), ..., Wy _1(x) wird ein beliebiges System 2n-mal stetig differenzierbarer
Funktionen bezeichnet, die am Rande auch die Bildung R™(w;) gestatien.
Wir bestimmen mit diesen Funklionen die untere Grenze

(71) MWy, ..., wp-1) = fin R(w)

und die obere Grenze
(72) M (1, ..., wp_y) — fin R (u)

(27
des Rayleighschen Quotienten fiir alle Funktionen aus Z, die der Orthogo-
nalitdtsrelation

b
(73) [ w(@) Nwiz)de — R (wi)z(w) =0, i=1,..,p—1

[{4

geniigen und fir die im Falle (71)

(e, u)y >0
und im Falle (72)

(u, u)y < 0
gilt. Es ist

(74) M(Wyy eeey Wp_1) < Ap
(73) M(wey ooy Wp1) = Ay

soweit diese Eigenwerte existieren.
Werden noch die Funktionen w(x), ..., wp_1(x) varviert, gilt

(76) Ap = Maxm(w,, ..., wp—1) ,
Wi

(77) Ap = MIn M (%0, ey Wp_1) -
wi

Ist das FEigenwertproblem eigentlich semidefinit in Z, aber nicht eigextlich
definit, ist 2 = 0 Kigenwert. Dann ¢ilt folgendes:

1) Erfiillen alle we Z mit (u, u)yy = 0 die Ungleichung (u, u)y > 0,
besteht das Variationsprinzip fir die Ay, unverdndert, wahrend wir zur Fest-
leqgung von _, (einschlieflich p = 1) die Variationsaufgabe mit der verdn-
derten Nebenbedingung

b

(78) [ w(@) Nwiz)de—R¥(wq)x(u) = 0, = —r,., 1,1, .,p1
a

zu betrachten haben. Dabet bezeichnet r, die Vielfachheit des FEigenwertes

A=0 und w_,(2), ..., w_{x), w(x), ..., w,_1(x) ein System von r+p—1

Funktionen der obigen Art.
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2) Ist fir alle weZ, fir die (u,u)yy =0 gilt, (v, u)y <0, besteht
das Variationsprinzip fir A_, unverdindert, wihrend die Aufgabe fir i,
jetzt mit der Nebenbedingung (78) z2u begleiten ist.

Beweis. Zum Beweis von (74) geben wir eine zulissige Funktion
u(x) an, welche die geforderten Eigenschaften besitzt und fir die R(u) < 4,
ist. Dazu bilden wir

Y4
u(x) = th?/i(a?) y

wobei yi(x) die im Sinne von Satz 15 orthonormierten Eigenfunktionen
bezeichnen. Die ¢; werden so bestimmt, daB die Orthogonalititsrela-
tion (73) erfullt ist, was zu dem linearen homogenen Gleichungssystem

p b
Dol [ w@) Nodz)de — RV @)y} =0, i=1,..,p-1

j=1 a
fiihrt. Das sind p—1 Gleichungen fiir p Unbekannte, die durch nicht
samtlich verschwindende c; erfiillt werden konnen. Wie K III, bestatigt
man noch (u, u)y > 0 und (v, u)y < 1 (v, )y, womit (74) bewiesen ist.

Wihlen wir nun wy(x) = yi(x), haben wir zuldssige Funktionen zu be-

trachten, fir die (%, «)y > 0 und wegen (73)

(uyyi).N:O’ ’i:l,...,p—l
gilt. Nach dem Rayleighschen Prinzip ist fiir dieses System w;(x)

7"’(?/11 ceey yp—l) = )*2’

und damit auch (76) bewiesen. Entsprechend kann (75), (77) gezeigt
werden. Ebenso folgt bei Beachtung des Rayleighschen Prinzips die
Behauptung fiir den eigentlich semidefiniten Fall.

Wir werden im folgenden noch eine andere Form des Courantschen
Prinzips bendtigen:

SaTz 24. Das Courantsche Prinzip in Satz 23 behdlt fiir in Z eigentlich
definite Aufgaben Giiltigkeit, wenn unter wi(x) ein System 2m —mal stetig
differenzierbarer Funktionen verstanden und an Stelle von (73) die Ortho-
gonalititsgleichung

b
[ w(@) Mwy(z)de—R¥(w)x(w) =0, i=1,..,p—1
a

gefordert wird.

Beweis. Der Beweis von (74) und (75) kann wie in Satz 23 erfolgen.
Um (76) zu zeigen, wihlen wir wieder wi(2) = yi(x) und haben alle zu-
lassigen Funktionen zu betrachten, fiir die (%, #)» > 0 und

(4, Yy =0, it=1,..,p-1
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gilt. Aus
(%, yo)u —Ae{u, y)y = 0

und 2; # 0 bei eigentlich definiten Problemen folgt
(%, 9) =0, i=1,..,p—1
und der Rest der Behauptung aus dem Rayleighschen Prinzip.

15. Vergleichungssitze.
SATZ 25. Die beiden natirlichen Eigenwertprobleme

My—ANy =0, My—A*N*y =0,
(79) Wiy) =0, (80) Wiy)=0, j=1,.,k,
Ri'(y) = AR{'(y) R (y)=1R"(y), j=1,...,2m—k

seien eigentlich definit in Z. Beide Aufgaben besitzen dieselben wesentlichen
Randbedingungen, dieselben Operatoren M und Randoperatoren R}'. Wir
bezeichnen die zweite natirliche Produktbildung der Awufgabe (80) mit
(u, u)y und die Eigenwerte mit Af. Ist fiir jede zuldissige Funktion

(81) (u, u)N = (U, U)n,
gt fiir die Eigenwerte
(82) M<h, 1=41,+2,..,

soweit sie existieren. Dabei sollen die Eigenwerte beider Aufgaben im Sinne
von Satz 14 in einer Folge angeordnet sein.

Beweis. Es moge (79) positive Eigenwerte A; besitzen. Dann exi-
stieren zulidssige Funktionen % (x) mit (%, %)y > 0 und wegen (81) mul
auch (4, )N > 0 sein. Damit ist der Bereich aller Funktionen % (x) aus Z,
fir die (%, u)~ > 0 ist, im Bereich aller Funktionen u*(z) aus Z ent-
halten, die der Ungleichung (u*, u*)% > 0 geniigen. Weiterhin ist

—

Uy U)y < (u, u)

R*(u) = < M R(u
R U A O
und
A = Min R*u*)< Min R*(%) < Min R(%) = 4,
utezZ uezZ ueZ
(fu‘.u.‘)l‘v >0 (u,u)y >0 (u,u) >0

also (82) bereits fiir ¢ =1 bewiesen.

Fiir die hoheren Eigenwerte ziechen wir das Courantsche Prinzip in
der Form von Satz 24 heran. Es ist wieder der Bereich aller Funktio-
nen #(z) aus Z, die

(uyu)y >0, (u,w)y =0, i=1,..,p—1
geniigen, im Bereich der Funktionen u*(z) aus Z enthalten, die
(u*, w*)¥ >0, (w*,w)y =0, +=1,..,p—1

Annales Polonici Mathematicl XVII 8
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erfilllen. Die Orthogonalititsrelationen sind dabei fiir beide Aufgaben
gleich, da sich (79), (80) nicht in M und R} unterscheiden. Somit fin-
den wir

m*(wyy .y Wp—1) = fin R*w*)< fin R*wu)< fin R(u)
. uteZ ueZ ueZ
(u®,u*)* >0 @wy>0 (2, u)py >0
(u®,w;) =0 (w,0)) =0 (u,0;) 3 =0
= M(Wyy ooy Wp—1) < Ap.

Das gilt fiir beliebige w¢(x), also kann A} < 1, gefolgert werden. Der Be-
weis fiir die negativen Eigenwerte ergibt sich entsprechend.

Folgerung: Ist bei den Aufgaben (79), (80) auch noch Ny = N*y,
so daB sie sich nur in den Randoperatoren R, RY unterscheiden, re-
duziert sich die Voraussetzung (82) auf eine Annahme beziiglich der
natiirlichen Restteile

F(u)Nrx(u) = x'(u)Nx(u) .

Damit ist insbesondere auch ein Vergleich der Aufgaben mit Kamke-
schen Randbedingungen mit solchen moglich, bei denen natiirliche Rand-
bedingungen vorliegen.

SATz 26. Betrachten wir zum Vergleich die in Z eigentlich definiten
Eigenwertprobleme (79) und

. M*y—A*Ny =0,
Wiy) =0, j=1,..,k,
R (y) = A*R}(y), i=1,..,2m—Fk
und ¢ilt fir jede zuldssige Funktion

(u, '“')7!4 = (u, u)n,
18t im Sinne von Satz 25

<A, =41, 42,..,
soweit diese Eigenwerte existieren.

Beweis. Es ist offenbar RB*(u) > R(u) und der Bereich der u(z),
#*(x) in Sinne von Satz 25 gleich. Wie in Satz 25, folgt die Behauptung,
wenn man sich auf das Courantsche Prinzip von Satz 23 bezieht.

Somit ist es gelungen, das von Kamke entwickelte Vorgehen auf
natiirliche Eigenwertprobleme auszudehnen und sich von der einschnei-
denden Voraussetzung zu befreien, daB in den restlichen Randbedin-
gungen der Eigenparameter nicht auftreten darf. Die Ausdehnung dieser
Gedankenginge auf das Ritz-Galerkinsche Verfahren, die Entwicklung
nach Eigenfunktionen und das Iterationsverfahren. soll in besonderen
‘Mitteilungen erfolgen.
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