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Sur la détermination numérique des points extrémaux
de Fekete-Leja

par W. KLEINER (Krakow)

1. Les points extrémaux 7, ..., #an (au sens de Fekete-Leja) de la
frontiére ¢ = 0D d’un domaine plan D (oo € D), définis par la condition
de maximaliser le produit

(1) Vi sz = [ [lzi—anl, #ecC,

i#k

fournissent une expression approximeée pour la fonction w = 7(z), f'(o00) = 1,
qui donne la répresentation conforme de D sur le cercle |w| > d(C)
(d(C) = d désigne le diamétre transfini de C):

d ~dp=V(guy .o Nua)/"@D
1(2) ~ fal2) = lﬂ/(z_ﬁnl)---(z_"?nn) ’ Jiloo) =1.

Pour déterminer les points 7, par calculateur électronique, on doit
donner un réseau E, de N = N (n) points sur C, pour lequel la machine
doit 1° former toutes les combinaisons de n points, 2° calculer pour la
k-éme le produit (1), 3° le retenir dans la mémoire (ainsi que les # points
correspondants) s’il dépasse le dernier produit retenu (qui est alors
a oublier), ou bien 4° ’oublier dans le cas contraire. Quand toutes les
combinaisons seront examinées, on trouvera dans la mémoire un systeme
Yuly --oy Yun de points extrémaux de E,.

Quel doit étre E,, et, en particulier, quel doit étre le nombre N (n),
pour que la convergence f, >f — et dans la mesure du possible le degré
de convergence et l’exactitude de l’approximation (2) — subsiste?

Cette question importante et trés discutée aux séminaires de M. Leja
a été enfin résolue par M. Siciak; sans aucune condition supplémentaire
sur C, M. Siciak démontre (dans une note a paraitre) que pour N (n)¥?» —oo,
I’ensemble E, réparti uniformément sur C, la méthode converge. Mais
ce N étant trés grand, une machine énorme devrait alors étre employée
pendant un temps trés long.
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Nous allons voir que pour Ce C?, N = O(n?) est suffisant pour
conserver non seulement la convergence, mais aussi son degré.

La maximisation du produit (1) équivaut & la minimisaticn du loga-
rithme de son réciproque, ce qui nous amene & la théorie du potentiel
(voir [2], [3], [7]), dont nous nous sommes servis dans cette note.

2. Soit alors ¢ une courbe simple (ou bien un arc simple) de courbure
bornée, réprésentée par l’équation 2z = z(s), z(s+|C|) = z(s), ou s dé-
signe le parameétre naturel et |C| la longueur de C, que nous supposons < 1.
Il existe une mesure positive » sur C, de masse totale n(C) = 1, pour
laquelle ’énergie

inlz = f [ loglz—¢|-tdndn

est minimale. 7 est dite mesure d’équilibre; d = exp(—|l5|{?). On a sur C
|f'{ = 2n7’, et par le théoréeme de Kellog ([1], X, 1) il existe deux con-
stantes positives ¢, ¢, telles que

(3) O0<e<niRI<e,< oo, z2eC.

8. Partageons C en n ares C,..., Cs, tels que %(Ci) =1/n; on
a alors par (3)

(4) 1/en <\ Ol < 1feyn .

Soit 2 le point central de C; (par rapport & la longueur de ’arc), et 7, une
mesure discerete positive sur C, portant la masse 1/» en chacun des points 2;:

fg(z)dr,, = Zg(zi)fn—l .

Posons
logr-t (r>0),
log,r—! =
o8 {0 (r=90),
(6) lealls = J [ logele—¢1 7 deaden = D)0 log|oi— |

i#k
=n""10gV (21, «.-y %) -
Soit E, I'ensemble de N = [an?] points 2(s;), répartis sur C presque uni-
formément, a savoir

(6) |C|/0an? < 8;—8;—y < |C|Bfan?, i=1,..,N,

oll 6 >1 et a > 0 sont des constantes arbitraires. Soit 2f le point dans
E, ~ O; le plus proche de 2; (donc |2;—27| < |C|6/an®) et 73 la mesure
portant la masse 1/n en chaque z7:

[g@drt = g@tm.
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Par (4), |ze—2xl, [2F —2k| > 1/2¢,n (¢ # k, n suffisamment grand). Par la
formule de Lagrange nous avons alors pour un 7 compris entre ces deux
distances

(1) |loglat —2k|™t —log|zi— ™|

= “z?—zzl — |les— 2] "r“l < 2-|Cj0a"n"2-2¢,n = ¢t
done

8) izl —llmalle]| < egn™

4. Désignons par G(Q) la classe de toutes les mesures discrétes posi-
tives, de masse totale unité, dont chacune porte des masses 1/n en n
points de ’ensemble @ C C: pour chaque y ¢ G(@Q) il y a » points distinets
Qyy ..., Gp € Q tels que pour toute g continue

Jo@ay = Dl glagn.
Soit y, la mesure minimale dans G(E,), c’est-a-dire

”)/nuo ||}’||o pour y e G(Eq)

(Iyllc est défini par Vintégrale de la forme (5)); une telle mesure existe,
puisque |ly|s est (dans G(E,)) une fonction continue des points a; sauf
pour le cas ou deux de ces points se confondent; si nous posons dans ce
cas [|y||3 = oo, ’existence de la mesure minimale est évidente. Désignons
PAr Va1, ...y Yan les points a; pour y,.

5. Posons dans le lemme [4] ¢ = 7, ¢ = 0. Nous en tirons
Il + 0 (n"logn) > italls ;
par (8) et par la définition de ya,
9) Il + 0 (n™"logn) = lille = vl -

Soit 7, la mesure minimale dans G(C); les points a; correspondants
sont justement #p1, ..., Han. On a y, € G(C), done

(10) ”7’1z||0 |[77n“0 =n IOgV(ﬂnu veey Nam) o

Nous avons démontré dans la note [5] que

(11) In = lialls = |Inlf — O (n ™" logn);
done, par (9), (10) et (11)

(12) Il —llyalls] < O(n™"logn) .
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6. Or, la relation |||77I|Z—H’]n||3‘ = O{n 'logn) nous a suffi dans [3)]
pour obtenir des estimations quant & la convergence u,—>% et f,—f.
Nous pouvons alors répéter toutes les considérations de [3] en y rem-
placant 7, par vz; nous obtenons ainsi les résultats suivants ().

THEOREME T.

(13) [yn—n] < en2logn, n>=mn,,

ol ¢ et ny, dépendent de C, a et 0, et
[yn—u) = sup [ya(L) —(L)|

ot L parcourt la classe de tous les arcs partiels de C.
THEOREME II. Les fonctions

(14) In(2) =T (z=7m)-.(z—ym) , ¢(c0) =1,
convergent vers f(z) presque uniformément dans D; plus précisément

1 | log»
(15) log g—i<ec—=V(2), n=n
() f@)] v v

V(2) = Var{log(z—¢)t, CeC}.

THEOREME III. Les polyndmes Sy(w™1) de degré n de la variable w1,
définis par les conditions

2mikin

(16) S;—l(wgkl) = Yuk — Wk » War =d-€ ’
d = d(C) = exp(—|l?*),

convergent vers la fonction z = f~Yw)—w (o j~! donne la veprésentution
conforme de K = {w: |w| > d} sur D, fV(oo) =1); la convergence est
uniforme dans le cercle fermé K. Pour wune courbe C analytique,

(17) iSh(w™) —fYw) ~wi < O(nlog2n), welkK.

La démonstration des théoremes II et IIT est analogue a celle des
théoréemes II et III de [3].

(*) ¥ni—Vael = ¢sn~?, on peut donc éviter les difficultés de [3] en s’appuyant
directement sur [6]. Soit y:f,- la mesure de densité constante sur 1'are C; de centre y,;
et de longueur =", telle que 32i(Ci) = v,(C;), et yn = Zy:a. On a [lyal = Xyml’

1

+ 22 (v, yik) (voir [6]); la premidre somme est O(n~‘logn), la seconde differe de
Tk

lly,!3 par O(n~") (ce que 'on vérifie par la méthode du n° 3). Par conséquent illy;’fflz—
—lvalR] < O(m7'logn), donc par (12) jy%k—ni* < O@n'logn) (on doit se rappeler
que le potentiel de n est = ||»|? sur C; pour les détails voir formule (9) [3]). La densité
de cette derniére mesure est O (n?); par (32) {6] on obtient par un calcul élémentaire
[yn—7] < O(n™* logn). Done [y,— 7] < O(n ™" logn).
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Remarque 1. Pour les calculs numériques, nous choisissons un
a > 0, trouvons [an?] points sur €, qui partagent notre courbe en arcs
»6gaux” ('exactitude n’en vaut pas la peine) et nous cherchons » points
Valy »-y Yun parmi les [an?], tels que le produit V (yni, ..., yas) soit le plus
grand. Ce sont justement les points demandés. Nous ne nous occupons
pas des Cy: ils se forment & notre insu au cours de la construction que
nous venons de réaliser.

Pour les calculs numériques, on remplacera dans (16) la quantité
inconnue d par

(18) di =V (Yu1y eeey Vo) M0-1) = eXP(_”}’nH%”’/(”—l)) )

Perreur qui en résulte est O(nllogn) (voir (12)).

Remarque 2. On ne doit pas prendre un a trop petit, car la valeur
numérique de l’erreur en augmente; a = 1 ou a = 3 est 4 recommander.

Remarque 3. Si nous substitutons pour a la quantité (dépendent
de n) a = a*/logn, les théorémes I-IIT restent vrais sans aucun chan-
gement.

Si nous n’avons en vue que la convergence, il suffit que E, soit formé
de N*(n) points, ol N*(n)n~'log=2n —>oco. Nous avons alors hu(z) >f(2)
presque uniformement dans D. Les estimations (13) et (15) et le théo-
réeme III ne sont plus valables. '

Remarque 4. Posons a = 1/logn; pour 6 =1 on calcule alors
aisément
0 < llynll—linalls < 207 '(logn+en),  en—>0.

Dans la note [53] nous avons obtenu l'inégalité

lialls < Il* < llallo +2 (0 —1) " (logn +1) .
Il ’ensuit que ’on a dans ce cas 'estimation suivante de ’erreur (voir (18)):
(19) [logdn/d| < gn~'(logn +1+¢3), &e—>0, ¢<2.

L’approximation du diametre transfini d de la courbe C par la quantité d,
est maintenant meilleure (en général) que par d, (2), ol ¢ = 2. De méme,
Papproximation de f par k., et de f~!—w par S semble étre meilleure;
en tout cas, les estimations de [3] (th. I-III) restent en vigueur sans
changer les constantes ¢, ¢g. Toute la remarque est valide a fortiori pour
un @ constant et » suffisammment grand (par example a = %, n > 9).

Remarque 5. M. Bach et ’auteur ont énoncé 1’hypothése selon
laquelle |71 — k| = O(n2) (¢ # k) pour C compact arbitraire. Il en ré-
sulterait que N (n) = O(n®) soit suffisant dans ce cas général.
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