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Ensembles pluripolaires exceptionnels
pour la croissance partielle des fonctions holomorphes

par AuMED ZEeriAHI (Rabat, Maroc)

Résumeé. Soit Q un espace de Stein (irréductible) de dimension n > 1, E < Q un sous-
ensemble pluripolaire de Q. Soit ¢ > 0, ¢ > 0 on donne des conditions sur E pour qu’il existe
une fonction holomorphe f: 2 x C — C dont E soit 'ensemble exceptionnel des points z €Q. ol
la fonction entiére w — f(z, w) a un ordre g,(z) < g (resp. un type o,(z) < ¢ pour l'ordre partiel
maximum g, = sup \g,(2): z€Q} = o).

On montre en particulier que c’est le cas si E est pluripolaire complet de type F, et on
donne un encadrement de E par de tels ensembles dans le cas général.

1. Introduction et enonce du probleme. Rappelons tout d’abord quelques
définitions classiques.
Soit f: C = C une fonction entiére. Pour r > 0, on pose

M (r) = sup i[f(w): |w| < r}.
On définit alors I'ordre de f par la formule

. Log™ Log M,(r)
=1 1=
o(f) im sup Logr

Si f est d’erdre fini o = o(f) > 0, on définit le type de f par la formule

i Log M (r
o=o0c(f:0) = llmsup—g—eﬁ.
rea r
Nous aurons besoin des formules suivantes de Lindelof pour le calcul de
I'ordre et du type d'une fonction entiére a I'aide des coefficients de sa serie de

Taylor a l'origine:

ProposiTioN 1.1. ([3]). Soit f(w) = Y aw* une fonction entiére sur C.
k=0
On a alors:
. ) kLoghk
(1) o(f) = lim sup—g.
k-x — Log|a
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Si de plus f est d’ordre fini ¢o(f) =¢ >0, on a:

(ii) a(f)= RS limsupk |a,|?*.
€0 k-x

Considérons maintenant une fonction holomorphe f: C"xC — C. Pour
chaque ze(", on peut considérer I'ordre g (z) de la fonction entiére w
— f(z, w) que l'on appellera I'ordre partiel de f au point z (par rapport a la
seconde variable).

Si f est d’ordre partiel maximum g, = sup {g,(z): zeC"} < + 0, alors
I'ordre de la fonction entiére w — f(z, w) est égal a g, sauf pour un ensemble
exceptionnel de valeurs de z, cet ensemble exceptionnel

(1) E,(f) = 1zeC" 0,(2) < 5]

est un ensemble de type F, et pluripolaire dans C" d’aprés un résultat de
Lelong [11].

Si ¢0,€]0, +oo[, on définit le type partiel de f au point z pour l'ordre
0;, comme le type de la fonction entiére w — f(z, w) pour I'ordre g,.

Si 9=0,€]0, +0[ et si f est de type partiel maximum o,
= sup ig,(z): zeC"} < 4+ o, alors I'ensemble exceptionnel

(2) E.(f:0=1zeC" 0,(2) <oy

est un ensemble de type F, et pluripolaire dans C" ([11]).

Les premiers travaux dans ce sens sont ceux de Sire [16] et Lelong [10]
qui ont considéré des fonctions entiéres de deux variables complexes.

De fagon plus geénérale on peut considérer des fonctions holomorphes
sur Q x C, ou Q est un ouvert de C". Les résultats les plus généraux et les
plus précis dans ce sens sont ceux de Kiselman qui a considéré des types de
croissance plus variés (voir [8] et [9] ou 'on trouvera une bibliographie plus
compléte sur le sujet).

Dans ce travail nous allons étudier le probléme inverse. Soit € un
espace de Stein irréductible de dimension n > 1.

ProeLEME. Caractériser les sous-ensembles pluripolaires de type F; de Q
qui sont de la forme (1) (resp. (2)).

Pour n=1 et Q = C, des résultats partiels ont été obtenu par Ronkin
([13]) pour le type et Stavskii ([17]) pour lordre.

Pour n > 2, Loksin ([12]) a montré que si E est pluripolaire de type F,,
il existe une fonction holomorphe f: C" xC — C telle que ¢, = sup i¢,(2):
ze(C" =1 et g,(z) =0 si €E, autrement dit E < E,(f) avec ¢ = 1.

Dans ce travail nous considérons des ensembles pluripolaires de type F,
d’un espace de Stein Q (irréductible) de dimension n > 1.
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Nous montrons que si E est un tel ensemble, alors pour tout ensemble G
de type G, dans Q tel que E < E} 5 = G (ou E} g, est défini par la formule
(1) cidessous), on peut trouver une fonction f: Q x C — C holomorphe telle
que Ec E(f) <G (resp. E < E_(f) = G). Cela généralise les résultats de
Loks$in d’une part et ceux de Ronkin et Stavskii d’autre part.

2. Ensembles pluripolaires. Dans tout ce qui suit © sera un espace de
Stein de dimension n > 1 que 'on supposera irréductible pour simplifier.

Un sous-ensemble E — Q sera dit pluripolaire si pour tout a € E, il existe
un voisinage U, de a dans Q et une fonction u plurisous-harmonique (psh)
sur U, telle que u(z) = —oc si zeENU,.

Désignons par P(Q2) le cone des fonctions plurisous-harmoniques (psh)
sur Q (par définition si ueP(Q) on a u # —oo sur Q).

D’aprés le théoréme de Josefson (voir [2] et [7] pour @ = C" et [1]
pour le cas général) si E est pluripolaire dans Q alors E est P(Q)-polaire i.e.

il existe ueP(Q) telle que u(z) = —oo st zekE.
Nous dirons qu’un ensemble E c Q est P(Q)-polaire complet s’il existe
ueP(Q) telle que E={z€Q: u(z) = —oo}, un tel ensemble est néces-

sairement de type G;.
Si E est un ensemble P(Q)-polaire, on définit 'ensemble suivant

(1) Efp = 1z€Q: u(z) = —oo pour tout ueP(Q) telles que u/E = —oc|.

Si E est P(Q)-polaire complet alors Ef, = E, mais la réciproque n’est
pas vraie. Pour le voir notons que dans le cas ou Q = C, pour tout ensemble
polaire E < C, on a E} =E.

Par exemple E = Q (ensemble des rationnels de la droite réelle) n'est pas
de type G; dans C, ce qui prouve que E n’est pas polaire complet, pourtant
on a E=E}qg. Si n>2, lensemble E=Q xC""! est P(C%-polaire non
complet (car non G,) et vérifie E = E}¢ny.

ProposiTion 2.1. Soit E un ensemble pluripolaire dans Q, F un ensemble
de type F,, G un ensemble de type G; dans Q tels que F c E c E§ = G. Alors
il existe un ensemble E — Q, P(Q)-polaire complet tel que F c E c G.

En particulier, tout ensemble E — Q, qui est a la fois de type F, et G; et
qui verifie E = E¥ g, est P()-polaire complet.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant:
LeEmMME 2.1. Soit E un sous-ensemble pluripolaire de Q, F et K deux
compacts de Q tels que F c E, K c Q\E}, et w €Q. Alors pour tout

nombre réel A >0 il existe v psh, continue sur Q et veérifiant les proprietés
suivantes:

(1) v(z) < —A, VzeF,
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(i1) v(z) > —1, VzeKk,
{ni) supv(z) = 0.

Zew

Démonstration. Soit aeK < Q\ E} g, il existe alors par définition de

E}, une fonction u psh sur Q telle que u|E = —oc et u(a) > —oc. Posons
M = max u(z)—u(a), 0! alors: la fonction
zem Uk

w(z) = (u(z)—u(a)—"' pour zeQ,

2M+1
est psh sur Q est vérifie: w|E = —o0, w(a)= —1} et w<0 sur w.

Comme Q est un espace de Stein, il existe une suite |w;, de fonction psh
continues sur Q qui décroit vers w ([6]). Soit 4 > 0, en appliquant deux fois
le lemme de Dini classique on trouve un entier j, > 1 pour lequel la fonction
t, = w;, verifie les deux propri€tés suivantes:

(1) v,(z2) < —A, V:zeF,
(2) v,(2)<0, Vzew.
Comme v, est continue sur Q et que v,(a) > w(a)=—31> —1, on peut

trouver un voisinage U, de a tel que:
(3) v(2)= -1, VzeU,.

Par un argument de compacité, on construit facilement a partir des
propriétés (1), (2) et (3), une fonction v psh et continue sur Q telle que
t<Osur w, vt < —Asur Fete>—1 sur K; ce qui prouve le lemme.

Deémonstration. Soit (Fj);>, une suite croissante de compacts telle

€
que F = (] F; et (K));>, une suite croissante de compacts telle que Q\G

i=1
x

s
= (J K; et (w;) une suite croissante d'ouverts telle que w; €2, Q = {J w;.
i=1 _ . =1
En appliquant le lemme 2.1 4 F;, K;, w; et 4; = 2/, on obtient une fonction

psh continue v; sur Q telle que:

(4) v; <0 sur w;,
(5) v;< -2  sur F,
(6) v;=—1 sur K.

X
La fonction v = ) 27/v; est alors psh sur Q d’aprés (4). De plus d’aprés
j=1

(S)on a r(z)=—oc st zeF = U F;. Enfin d’aprés (6) on a v(z) > —x si
i=1
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a

zeQ\G = |J K;. En posant E ={z€Q: v(z) = —o0}, on a FcEcQ\G.
j=1

Si G est fermé, on peut choisir la suite (K ) telle que K; = K,+1 et Q\G

o

= |J K. Les conditions (4) et (6) impliquent alors la continuité¢ de v sur
j=1

Q\G. Dou le corollaire suivant qui compléte un résultat de ([5)):

Corou1AIRE 2.1. Soit E un sous-ensemble pluripolaire ferme dans Q. Alors
E est P(Q)-polaire complet si et seulement si E = E} ,,. Dans ce cas, on peut
trouver v psh sur Q, continue sur Q\E telle que E = z2€Q: v(z)= — v .

Signalons egalement la propriété suivante:

CoroLLAIRE 2.2. Soit (Ej);>, une suite de sous-ensembles P(Q)-polaires
ac

complets dans Q telles que E = () E; soit de type F,. Alors E est P(Q)-polaire
ji=1
complet si et seulement si E est de type G;.

Démonstration du Corollaire 2.2. Il est clair que la condition est
nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, il suffit de prouver, d’aprés la

proposition 2.1, que E = E},. Soit a¢E= [J E;, alors pour tout j
j=1

21, a¢E;.
Puisque E; est P(Q)-polaire complet, il existe v; psh sur Q telle que
l"j|Ej = —2C Cl l’j(a) ?4 0
Soit (w));>, une suite croissante d'ouverts relativement compacts de Q
au

telle que Q = () w;. Posons M; = supuv;(z), j = 1 et soit (g;);>, une suite de

j=1 TEwj
™,
nombres réels strictement positifs telle que ) ¢;{M,| < +oc. Alors la fonc-
j=1
tion définie par
€xX
j=1
X
est psh sur Q et vérifie v|E= —x et v(a) > — ) ¢;M; > —x. Cela prouve

i=1

que a¢E}q. O

Pour conclure ce paragraphe on démontre le lemme suivant qui sera
utile dans la suite:

LemME 2.2. Soit E un ensemble pluripolaire de tvpe F, dans Q et E un
ensemble P(Q)-polaire complet tel que E < E < Q. Alors il existe une suite
(hj)j> de fonctions holomorphes sur Q et des suites (¢});> ., (d});>, strictement
croissantes d’entiers positifs telles que les proprietes suivantes soient veriflees:
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1 .
(i) La suite (—Loglhjl) est localement majoree sur Q.
c.

j Jiz1
(ii) lim c;/d; = 0.
(iii) Jh_;: suplh;(2)'"9 >0, Vz¢E.
(iv) Jp;x;sup|hj(z)|l"f =0, VzeE.
(v) J1:1;‘10 suplhj(z)lw""‘)gdj =1, VzeQ.
o

Démonstration. Par hypothése il existe une fonction v psh sur Q telle

que E = {z€Q: v(2) = —o0}. Comme Q est de Stein, on peut trouver une
suite décroissante |v;; de fonctions psh continues sur Q telle que v = lim v;
joe

([6]). Soit F un compact de E, K un compact de Q et ¢ > 0.
D’aprés le lemme de Dini classique, on peut trouver un entier j = j, > 1
tel que si on pose u =v;, on ait:

(7) u(z) < Loge, VzeF.

Appliquons a la fonction continue u sur 'espace de Stein Q un raisonne-
ment classique comme dans le lemme de Bremermann (voir [15]) pour

trouver des fonctions holomorphes f;, ..., f, sur Q et des entiers j,, ..., j, > 1
tels que
1
(8) u(z)—e < sup —Log|f, (2) <u(z), VzeKuUF.
1<kss Ji

Choissons un entier g > 1 tel que 'on ait

) u(z)—e > —cLog(q-j,), VzeK, Vk=1,...,s.

En posant g, = f#, m, = q-ji pour k=1,...,s; on obtient a partir de
(8) en tenant compte de (7) et (9) et du fait que v <u < v;:

(10) exp(v(z)—e) < sup Ig,,(z)ll/""‘Sexpv,(z), Vzek,
1<k<s
(11) exp(v(z)—€) < sup lg (2™ <&, VzeF,
1<k<s
(12) sup |g(z)'"™" ™ > exp(—¢), VzeK.
1<kss

Les fonctions holomorphes ainsi obtenues dépendent de la donnée du
compact F < E, du compact K c Q et du nombre réel ¢ > 0.

a0
Soit (F}),>, une suite croissante de compacts telle que E = |) F, et
1=1
@
(K)):>, une suite croissante de compacts de Q telle que Q = |) K.
=1
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En appliquant ce qui précéde pour chaque /> 1a F=F, K=K, et ¢
= 17!, les inégalités (10), (11) et (12) permettent de construire par récurrence
sur / > 1, une suite (p);», strictement croissante d’entiers positifs, une suite
(h);>1 de fonctions holomorphes sur et une suite (c;);», strictement
croissante d’entiers positifs vérifiant les trois propriétés suivantes:

(13)  exp(v(z)—1") < supilh@)|": poy <j<p) <expv,(2), Vzek,,
(14) Sup {Ih;)": poy <j<p)<IT', V:zeF,

(15 Sup{h@)|"**: b, <j<p)zexp(~17h, VzekK,

Ces inégalités étant satisfaites pour tout /> 1.
Posons d; = l-c; pour pj_, <j<p, [=>2etd;=c;sij<p,.Ilest clair
que lim (c;/d;) = 0, ce qui prouve la propri€té (i}) du lemme. La propriété (i)

inde &
résuite de (13).

La propriéte (iii) du lemme résulte de (13) si 'on tient compte du fait
que v(z) > —oo si z¢E.

La propri€té (iv) résulte de (14) compte tenu de la définition de d; et
enfin (v) résulte de (15) compte tenu du fait que lim (c;/d;) = 0. Le lemme est

j—®
démontre.

3. Ensembles exceptionnels pour Pordre partiel. A I'aide des résultats de la
Section 2, nous allons prouver:

THEOREME 3.1. Soit E un ensemble pluripolaire de type F, dans Q et G un
ensemble de type G; tel que E} o < G.

Alors pour tout ¢ >0, il existe une fonction holomorphe f: Q xC —»C
telle que o, =9, 0,(2) =0 si z€E et g,(z) = o, lorsque z€Q\G. En parti-
culier, on a: EcE,(f) =G.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.1, il existe un ensemble
EP(Q)-polaire complet tel que: Ec E = G. On peut alors appliquer le
lemme 2.2 pour obtenir une suite (h;);>, de fonctions holomorphes sur
ayant les propriétés (i)—(iv) du lemme.

Considérons alors la fonction définie par

(1) f(z, w) = f d” P [hi (27w, (2. weQ xC,
j=1

ou /; est l'unique entier vérifiant [, < Logd; <I;+1.

Montrons que la série du second membre de (1) converge normalement
sur tout compact de Q xC.

Soit K un compact de Q et U, = lweC: |wj<r!, r>0.
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Drapres la condition (i) du lemme 2.2, il existe une constante M > 0 telle
que
lhjllx = max|h;(2)) < M7, Vj=1.

zeK
On en déduit que

-d: [. d: —d; g ods .
2) a, =d; P \hilir <d; M Vit

Des inégalités (2) il résulte:

. . 1 Logd;
(3) a;/d’Srexp(lj(c—JLogM—- g ’)) P>
Comme [; ~ Logd; et que !im (c;/d;) = O (voir lemme 2.2), on en déduit
. jox
que lim a}/d’ =0. Ce qui prouve que la série (1) converge normalement

Jj—®
sur K x U,. Par suite elle converge normalement sur tout compact de Q x C
et définit donc une fonction holomorphe sur Q x C. Calculons son ordre
partiel en chaque point z€Q en appliquant la proposition 1.1. On a alors
pour z €Q2:

0s(z) = lim sup {[ — Log(d; " |h;(2)|}] ' d;- Logd,).
ji—x

Ce qui implique la formule suivante:

1. l; !
4) or(2) = (Z’ —hmsuijL(’)gdj Loglhj(z)|> , z€Q.
D’aprés la condition (i) du lemme 2.2, on a pour tout z e, sup(l/c)),

j2 1

Loglh;(z)] = M(z) < +0o0. Comme /; ~ Logd; et que d’aprés la conéiition (11)
du lemme 2.2, lim ¢;/d; = 0, on déduit de la formule (4) que pour tout z €@,
on a ¢,(z) < QJ-

D'aprés les conditions (ii) et (iii) du lemme 2.2, on a pour tout z€k,
lim suplhj(z)ll’dj> 1. De 1a on déduit en appliquant la formule (4) que si
z¢E, ona 0,(2) = 0.

En tenant compte de ce qui précéde. on en déduit que ¢,(z) = ¢ si
zeQ\G:

Enfin, il résulte de la condition (iv) du lemme 2.2 et de la formule (4) que
pour tout zeE, on a ¢o,(z) =0.

Ce théoréme a une conséquence intéressante:

CoroLLAIRE 3.2. Soit E un ensemble P(Q2)-polaire complet de type F, dans
Q. Alors pour tout ¢ > 0, il existe une fonction holomorphe [ Q x C = C telle
que 0,;(z) =0 si zeE et ¢,(z) =90 si ¢ E. En particulier E = E,(f).
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Dans le cas ou 2 = C, 'enoncé du théoréme se simplifie puisque dans ce
cas, on a toujours E = E} g

CoRrOLLAIRE 3.2. Soit E un ensemble polaire de type F, dans C et G un
ensemble de type G; dans C tel que E < G. Alors pour tout ¢ > 0, il existe une
fonction holomorphe f: CxC — C telle que ¢, = ¢, 0,(z) =0 si z€E et 9,(2)
= si zeC\G.

En particulier on a E c E,(f) = G.

Ce corollaire donne comme cas particulier lorsque G = E, le théoréme
de Stavskii ([17]) (voir aussi [14], p. 149).

4. Ensembles exceptionnels pour le type partiel. Nous allons démontrer
des résultats sur le type partiel, analogues & ceux obtenus pour ['ordre
partiel.

THEOREME 4.1. Soit E un ensemble pluripolaire de type F, dans Q et G un
ensemble de type G, tel que E} <= G. Alors pour tout ¢ >0 er ¢ >0, il
existe une fonction holomorphe f: QxC —C telle que ¢, =9, G, =0,
o,(z)=0sizeE et a,(z) =0 si zeQ\G. En particulier, ona E c E,(f) = G.

Demonstration. D’aprés la proposition 2.1, il existe un ensemble
EP(Q)-polaire complet tel que E E<G.On peut alors appliquer le lemme
2.2 pour obtenir une suite (h;);>, de fonctions holomorphes sur Q vérifiant
les conditions (1)—(v) du lemme 2.2.

Considérons cette fois-ci la fonction définie par

(1) flz,wy=) (d;! ceg)' ™ h;(z) wi,  (z, weQ xC.
j=1

On montre comme a la section 3 que la série du second membre de (1)
converge normalement sur tout compact de @ x C et qu’'elle définit donc une
fonction holomorphe sur Q xC.

L'ordre partiel de f se caicule grace a la proposition 1.1. Ce qui donne:

| -1
(2) g,(z):L—)—llmsup(l/djLogd,-)Loglhj(z)l} , zelQ.

=

D’aprés la condition (v) du lemme 2.2, la formule (2) montre que ¢,(z)
= 0 pour tout zeQ.

Le type partiel de f pour Pordre partiecl ¢ se calcule grice a la
proposition 1.1. Ce qui donne:

1 o0\
(3) oy () =—limsup{d, ("’ d Q)f [hj(z,,u/d,}
e o0 | |

i~ d;

= glimsup|h; ()", zeQ.

j—x
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Draprés les propriétés (i) et (i) du lemme 2.2, on a 6,(z) < ¢ pour tout
ze€Q. D’aprés les propri€tés (ii) et (iii) du lemme 2.2 on a o,(z) > ¢ pour tout
zeQ\E. Ce qui prouve compte tenu de ce qui précéde que o,(z) =0 si
zeQ\G c Q\E.

Enfin d’aprés la propriété (iv) du lemme 2.2 on a 6,(z) =0 si z€E. Ce
qui prouve le théoréme.

On a également les conséquences suivantes:

CoroLLAIRE 4.1. Soit E un ensemble P(Q)-polaire complet de type F, dans
Q. Alors pour tout ¢ > 0 et ¢ > 0, il existe une fonction holomorphe = Q xC
— C telle que o,(z) = ¢ pour tout z€Q, 6, =0, 0,;(z) =0 si z€E et 7,(2)
=a si zeQ\E. En particulier E =E_(f).

CoRrOLLAIRE 4.2. Soit E un ensemble polaire de type F, dans C et G un
ensemble de type G; dans C tel que E < G. Alors pour tout ¢ > 0, il existe une
fonction holomorphe f: C xC — C telle que o; = ¢ sur C, 6, =0, 6,(z) =0 si
z€E et 6,(z) =0 si zeC\G. En particulier on a E < E,(f) =G.

Ce corollaire donne en particulier lorsque G = E, le théoréme de Ronkin
[13] (voir aussi [14], p. 151).
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