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1. Introduction. Dans ce travail, qui est une continuation des
articles précédents [5] et [6], nous allons étudier la continuité régu-
liere d’une intégrale concernant la dérivée transversale du potentiel
de simple couche relatif a4 un systéme parabolique au sens de
Petrovsky [1].

W. Pogorzelski [2] a étudié certaines propriétés des intégrales
de I’équation parabolique d’ordre 2 et démontré (v. [2], p. 81-88) la con-
tinuité réguliére d’une intégrale concernant la dérivée transversale dans
le cas du potentiel de simple couche relatif & cette équation parabolique.
Nous employons ici les méthodes exposées dans ce travail [2] et nous
profitons de quelques résultats des travaux [3], [4] de W. Pogorzelski et
du nétre [6].

2. Formules principales et définitions. Soit le systéme para-
bolique, au sens de Petrovsky [1], de N > 1 équations aux dérivées par-
tielles d’ordre M > 2 aux N fonctions inconnues u,(X,1), ..., un(X,t)
de la forme

N M n 3" 5
Do\ — e Ug  _ GUa _
W) =)D D) AL, T =0

=1 k=0 7jy,.., Je=1

(X, 1) étant un point variable de ’espace-temps et X = (#,, ..., zs) dé-
signant un point de 1’espace euclidien E™ 3 n > 2 dimensions.

On admet, sans restreindre la généralité, que
(2) AG™MX, ) = AG™X,Y)  (¢,f=1,...,N, k<)

ou la suite des indices 4, ..., % S’obtient par transposition des indices
jly seey jk-
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Supposons que les ccefficients du, systéme (1) soient continus et
bornés dans la couche E™ x [0, T] et vérifient les conditions

(3) ]AZ},‘"""(X, t)— A% X, )| < consthXl", pour k< M-1,
(4) |ABmM(X, 1) — A MK, §)| < Const (| XX [*+[t—i[")

ou |XX| désigne la distance euclidienne des points X et X de l'espace
E" 0<h<1, 0<k<1.

W. Pogorzelski [3] a construit, sous les hypothéses (3), (4), la
matrice des solutions fondamentales I'(X,?; Y,7) du systéme (1) sous
la forme

(3) NX,tY,7)=W'YX,; Y,2) +W(X,t; Y, 1),

¢
6 WX, Y,0=[[[[W*X,42,002,¢ Y,1)dZd,

v+ E®

o la matrice W%9(X,t; ¥,7) peut étre représentée (v. [5], p. 2283)
sous la forme suivante

W(Z’C)(X, 4 Y, 1)

= (@) [[ [ exp[(t—o)A(Z, ¢, is)] exp [i D, s,(@,—,)| ds; ...dsn ,

(7) R:) r=1
WUZ,C,i0)={ Y AEMZ, 0)is))en (i85} pms s
Fyperesipg=1

R™ désigne Tespace des vecteurs s = (8y, ..., 8) & n dimensions et la
matrice ?(Z,; Y, r) est une solution, donnée par W. Pogorzelski,
du systéme d’équations intégrales de Volterra, que nous pouvons écrire
sous la forme matricielle (1)

8) @X,t;Y,1)

t
— WX, ; Y, o)+ [ [[[¥WEX,4; 2,0)9(Z,¢; Y,v)dzd;.
7 EW®
On peut montrer, en s’appuyant sur un théoréme de Gelfand et Silov
{v. [3], p. 158-159), que les éléments W(af")(X ,t; Y, 7) de la matrice (7),

(*) Conformément 3 (1) le symbole ¥ désigne la matrice des opérateurs diffé-

rentiels du systdme (1) et le résultat de 'opération #W%?% (X,t; ¥, ) s’obtient en
accord avec la régle du produit formel de deux matrices.
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dite matrice des quasi-solution, vérifient les inégalités

P

WX, 4 ¥, )

_ c ]XY]
S (= gt e R exp

ou kg, k..., kn sont des nombres non négatifs entiers arbitraires
a,p=1,..,N, et C, ¢, sont des constantes positives, indépendantes
des parametres Z, ¢.

Des inégalités (9) résultent les limitations & singularités séparées,
(v. [3], p. 161-162) si t >7 et X # Y

(9)

ot oozt . oxkn

ak0+k1+-..+kn

atkooxlr ... ozl

‘ |XY|M]
t—t
(_t— )™ XYlk°M+k‘+"'+"ﬂ+“—Mﬂ-

Const - exp [— c
(10)

WE9(X,t; ¥, r). <
ou u, est une constante arbitrairement choisie & l'intérieur de I'intervalle

(—oo, min(l, k,,—}-L

Mr(k‘ + ... +k,.+n))) .

Dans les travaux [3] et [4] W. Pogorzelski a démontré que les
éléments P,4(X,1; Y, 7) de la matrice (8) vérifient les inégalités

const XY
(11) [Pos(X, t; X, 1) < (t_t).u’IXYIn+M(1—n’)—h° exp [ l/l [

oha,f=1,..,N, h*=min(h, Mh'), et 1—h*/M < p’' < 1.

On peut montrer, en vertu des inégalités (10) et (11), que les élé-
ments Wap(X »t; ¥, 7) de la matrice (6) et les éléments Is(X,?; Y, )
de la matrice des solutions fondamentales (5) admettent les limitations

suivantes:
k1+ tkn Const-exp[ l/lXYI

(1 ) ‘T_ Wﬂp(X t Y ) \(t_r)!‘r’r‘#'—llxylﬂ-i'kl'i' Hhp—M(l—pe—p’)—h*?
ak]_"" +k1|

(13) l—-— (X, t; Y, 1)
3:1:1 7

const |XY[
< (t_T)ylxyln+k1+..-+kn—Mp exp

oulytet+ba<M—-1,1-1/M<p, <1, 1—(1+2*)M<pu<l.
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Soit dans I’espace E™ une surface fermée § & n—1 dimensions satis-
faisant aux conditions de Liapounoff (v. [2], p. 66-67), dont 1'une con-
cerne l’angle (np, ng) entre les normales intérieures np et ny en deux

points arbitraires P et @ de cette surface 8. Cette conditions a la forme
suivante

(14) (np, ng) < const |PQ[",

ol I’exposant constant x» satisfait a 1’inégalité 0 << x» < 1.

DEFINITION. Nous appellerons potentiel de simple couche relatif au
systéme parabolique (1) une colonne U(X,t) de fonctions U,(X,t),...,
Un(X,t) donnée par Yintégrale de surface

i
(15) U(X,t)= [ [[T(X,t9,1)9(Q,7)dSedr,
0 S

ou les fonctions ¢,(Q, 7), ..., on(@, ) de la colonne ¢(Q, ), dite densité
de simple couche, sont bornées et intégrables sur la surface cylindrique
S x[0, T

Remarquons ensuite que le produit I'(X,t; Y, 1)p(Q, 7) est figurant
dans l’intégrale (15) en accord avec la régle connue du produit d’une
matrice par une colonne.

Dans les travaux [5], [6] nous avons démontré, en supposant la den-
sité ¢(@,r) continue, que la dérivée transversale d’ordre M —1 relatif
au systéme (1) du potentiel U(X,t), donnée par les formules

N n

M—1
ae) (DEVUX, 1), =D Y aiux,n? TED o5g, )

O%; oo OX;
B=17u0ip=1 1 M-

(¢e=1,..,N),

ol (;,, np) désigne Pangle que fait avec I’axe z;,, la normale intérieure np
a la surface § au point P, admet la limite (?)

(17) 11121)‘}1‘, VU(X,t) = —}3o(P, 1)+ fff DOI(P,1;Q,7)9(Q ,7)dSedr
X—»

>0

en tout point P de la surface 8 pour 0 <t < T; en outre la fonction
sous le signe intégrale au second membre de 1’égalité (17) admet la limi-

(?) Conformément 4 la formule (16) le symbole D%’"l) désigne la matrice des
opérateurs différentiels d’ordre M — 1. Les résultats des opérations D‘T‘I{'”U(I ,t) et

D%‘I’I’(P, t; Q, ) s’obtiennent en accord avec les régles du produit d’une matrice par
une colonne et du produit de deux matrices respectivement.
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tation & singularités faibles (3)

1 Const - |¢(Q, 7)
(18) |IDE(P, 459, 1) (@, 1) | < (t_t)”[per‘fMﬂ-z)L-x"

ou x* = min(h, Mh', x), » est Pexposant de Liapounoff et u une con-

:u
stante arbitrairement choisie &4 l’intérieur de l’intervalle (1— I 1)
donc cette intégrale est absolument convergente.

La démonstration de cette propriété limite (17) et la limitation (18)
est basée sur le lemme fondamental, démontré dans le travail [6], que
nous rappelons ci-dessous.

LEMME FONDAMENTAL. On a la décomposition suivante:

(19) DEIIX, 4@, 7) = — TUGHOT Ar) yy@nx, 4, g, )+

+(DF, " —*Dif WX, t; @, 7) + D PW(X, 1 Q,7)
o, d’apres la formule (16),

n

M-1
DD { Z A;g--’M(x,t)a—a—a cos(‘”my’”'P)}
Ly

XT3 ,f=1,...,.N
"l 00000 jM'=1 1 ’M 1

et Vopérateur matriciel "‘.Dsf-';_” s’oblient de Uopérateur D(M D par la sub-
stitution X =@, t =1.

Nous démontrerons, sous la seule hypothése de l’'intégrabilité de la
densité ¢(Q, ), que l’intégrale qui figure dans la propriété (17),

t
(20) HP,t)= [ [[ DFr(P,t; Q,7)9(Q, 7)dsodr
0o S

est holderienne par rapport aux variables (P, t) sur la surface cylindrique
8 x [0, T, c’est-a-dire que cette intégrale vérifie la condition de Holder
par rapport aux variables spatiales et a la variable du temps sur la sur-
face cylindrique S x [0, T17.

3. Continuité réguliére. Notamment on a le théoréme suivant:

THEOREME. Si¢ la densité de simple couche ¢(Q, v) définie et intégrable
sur la surface cylindrique S X (0, T'], vérifie Vinégalité

(21) [9"(@’ T)l S Myt Hp

(*) Nous désignerons par |4| la norme d'une matrice 4, c’est-a-dire le plus grand
module de ses éléments.
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ot my, u, sont des constantes positives données (0 < u, < 1), alors Vinté-
grale H(P,t) vérifie une condition de Holder de la forme
(22) |H (P, t)—H(P, )| < =2 (| PP 4 Jt— "M
pour tout point P et P de la surface S et pour 0 <t <i< T; les con-
stantes 0, u sont fixées & Vintérieur des intervalles
%*

0< 0«1, 1—ﬂ<y<1

et liées par la relation

(23) .u—l——(l 6),

o »* =min(h, Mh', %), x étant Vexposant de Liapounoff.

Démonstration. Tout d’abord il est clair que la limitation (18)
assure l’existence et la continuité de l’intégrale H(P,t) sur la surface
cylindrique 8 x (0, T'] sous I’hypothése (21) de la densité ¢(Q, 7).

Pour démontrer la continuité réguliére nous pouvons exprimer,
d’aprés le lemme fondamental, ’intégrale H(P,t) sous la forme d’une
somme
(24) H(P,t) =*H(P,t)+*H (P, t)+H (P, 1)
de composantes

i

(25) *H(P,t) = [ [[*B(P,t;Q,v)p(Q, 7)d8qdr,
[T
t

(26) “H(P,t)= [ [[*B(P,t;Q,7)9(Q,7)dSqdr,
0 S
t

(27) AP, t)= [ [[EP,t;9,7)9@Q,1)dSedr,
[

ou *E(P,t; Q,7), *E(P,1; Q,1), E(P,t; Q,) désignent les matrices
| PQ|cos(QP, up)

(28) *E(Py1;Q,7) = — = o= WP, 15.¢,7)
(29) “H(P,;Q,7) = (Dfy "—*D, YW (P, 1; Q,7),
(30) EP,4;Q,v) =DFW(P, 4 Q,7).

Nous étudierons d’abord la composante (25). Dans ce but considé-
rons deux points quelconques P, P de la surface 8§ et un cylindre
W (P, 2|PP|) d’axe np (np désigne la normale intérieure & la surface S
au point P) et de rayon 2|PP|.
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Il nous suffit d’étudier le cas 2|PP|< d/3, ou d est la constante
dont il s’agit dans les conditions de Liapounoff (v. [2], p. 65). Nous dé--
composons l'intégrale (25) relative aux points P, P en trois parties

*H(P,t) = *H™(P, t) +*H> (P, t) +*H (P, 1),

31
- *H(P,t) = *H™(P, t) +-*H**(P, t) +*H°~*(P, 1)
étendues 4 la portion X, de la surface § située &4 l'intérieur du cylindre
W (P, 2|PP|), & la portion Z,— X, de la surface § extérieure au cylindre
W (P, 2|PP|) et situde a l’intérieur du cylindre W (P, d/3), et 4 la partie.
88— 2, de la surface S extérieure au cylindre W (P, d/3).

Considérons d’abord les premiers termes des sommes (31). D’apreés.
les conditions de Liapounoff et les limitations (9) et (21) nous avons.

¢
dr ff as
* 1 . Q
(32) |*H"Y(P, t)| < const ’mwafﬁp(t_r)ﬂ ) | P T

2| PP] n—2
const-m, - B(1— u,, 1 —u) f o odr
0

<

tp,p-f-n—l rn-l-M(l—,u)—l—x

 Const-m,- (2|PP|y Mt ’

t”¢+”_1

4
— * dt d.SQ
Z . - _ —
(33) |*B*(P, t)| < const mq,ojT,,‘p(t_T),,!f]PQI,HM(I_,,)_l_x

_ Const - m, - (3|PP|) M-
== tu,p+/1-1

ou B(1— p,,1— u) est la fonction B A’Euler, 1 +(1—p)M —x < let p < 1.

En profitant des inégalités résultant des conditions de Liapounoff
et en utilisant le théoréme des accroissements et les limitations (9), (21),
nous concluons que la différence des seconds termes des sommes (31),
admet les limitations

(34) [*H™7N(P, ) —*H™ (P, 1)|

as —
- Const-my-B(1— p,,1—u) ( |PP[r+4r*|PP|
== tﬂq)+#—1 8 ,',71«+M(1—Il)
2| PP|
_ const - m,- (|PP|y~Ma-#
tllq,“l'#—l

rr=2dp

ou 1—»/M < u<1.
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Pour la différence des troisiéemes termes des sommes (31) nous obte-
nons d’une fagon tout pareille les limitations

Const-m,- (| PP|)"

tﬂw'i'#—l

(35) |*HS~5(P, t) —*H %P, t)| <

ou u<1.
En réunissant les résultats obtenus (32), (33), (34), (35) nous arri-
vons & la conclusion

(36) "H (P, t)—*H (P, t)] < 2225t ™

Forss” (PPl

ou 1—»/M < pu<1.
Pour montrer que lintégrale (25) vérifie la condition de Holder
par rapport & la variable ¢, en admettant 0 <t < ¢, écrivons

{
(37)  *H(P,H—H(P,t)= [ [[*B(P, T Q,v)¢(Q, 1)dSedr +
t S

4
+ [ [[*BP,%Q,v)—*E(P, ;Q, 1)1p(Q,7)dSedx .
o S

En vertu des limitations (9), (21) nous avons, par la méthode pré-
sentée dans le travail [7], la limitation
_ const - m, - (F—ty™

(38) |fff‘E(P, 5 Q,7)9(Q, 7)dSedr| < .
t S

Pour étudier le second terme de la somme (37) nous considérons
un cylindre W (P, g) d’axe np et de rayon g, que nous ne fixons pas
pour le moment, et la portion X de la surface § située & l'intérieur de
ce cylindre. Tout & fait comme dans le cas de la limitation (32) nous
aurons la limitation

(39) | f [[ @ 50, 0—B,1Q,0(Q, dseds

< const- m,- gx—M0-u
t,u,p+p—1

ou l—x/M<pu<l.
En appliquant le théoréme des accroissements & la fonction et en
répétant le raisonnement relatif & l’intégrale (34) et (35) nous avons

[
o) | [ [[rB®, 50,0 E®, 0, 7lp@,dseds
0 S-Z

const - my,- (—1)
o protu -1, M@—u)—x

e
ou u’' <1, et la constante const ne dépend pas du rayon p.
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Choisissons maintenant
o =ali—1tf
ou lexposant positif ¢ est un nombre, inférieur & 1’'unité, tel que

6(M(2—pu)—x) <1 et a est une constante positive suffisamment petite

pour que Pensemble X, dans le cas oul le rayon est ¢ = aT"™, soit situé
& l'intérieur de la spheére de Liapounoff. Le plus avantageux est de choi-
pir § de fagon que l'on ait

1—-8(M(2—p)— ) = 8(x— M (1— u))

d’olt 6 =1/M.
Nous en concluons, d’aprés les inégalités (38), (39), (40), que la dif-
férence (37) admet la limitation

Const-m,,- li_tl"lM'H‘_l CODSt-m,P'Ii—-tI"’M

trote-l t*o

(41) |-H(P7 i)—*H(Pyt)l <

ol 1—x/M < u<l.
D’une maniére analogue on peut montrer que la seconde compo-
sante (26) de la somme (24) vérifie les inégalités

(42) ]“H(Py t)— "H(P, t)l < M (IPPI)”—M(l—F) ,

t,u,p+p—1

const - m, [ — ¢ te? . Const-m, [t

(43) |[*H(P,t)—**H(P,t)|< = e

ol x* =min(h, Mh'y x), 1—x/M < p <1.

Il reste a étudier le dernier terme (27) de la somme (24). Pour dé-
montrer la condition de Hoélder par rapport aux variables spatiales, on
fera une décomposition analogue & la décomposition (31). En vertu des
inégalités (12), (21) nous avons

const - m,, - (2[PP|)* ~HM1-#

(44) [H*(P, t)| < o |
(45) BB, 4] < OmSt me (BIPPYMTHE™

t""’+”_1
ol 1—x*/M < u < 1.
Passons ensuite a ’étude des différences
H® (P, t)—H* *(P,1), HS 5P, t)—H*(P,1).

D’aprés les inégalités (9), (10) nous remarquons que si Q e S—2Z, et
Z ¢« E—K,, ou K, désigne une sphére K (P, 2|PP|) de centre au point P

Annales Polonici Mathematicl XV 21
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et de rayon 2|PP|, on a

aM-—l aM—l

— WP, 4; Z,¢
ox; ... dx;,, (P, 4 Z,8)

_ eonst-|[PP| [—cM'l-l/ |PZ IM]
= (t_c)#thZ |‘n-+M(1—#-) p t—¢

pour |PZ|> 2|PP| et u, <1, donc, d’aprés les formules (6) et les limi-
tations (9), (11), nous avons

(46) WENP, t; Z, ¢) —

33}:," ces 6:1:;M_l

aM—l aM—l

W(Pa t; Q,7) _M‘_@w_W(P’ t; Q, 1)
Tyttt YYIM—

const az
< (t—‘t)“""“"_l (jix-[flPZ["+M(1—u.)|ZQIn+M(1—#)_h- +

f f f |PP|dZ
T J e ]pZI"+M(1—.u.)I ZQ In+M(l—u)—h‘

ER—K,

(47)

640,-1 .o 3w,'M_l

const | PP|}+ M=) |PP|
= (t__t)#-Hl-—l IPan+M(l—ll)—h' + IPQ In+M(1_")_M("‘_1)—h.

const - |[PP|' =M s
(t _ 1.)n+il.—1 JPQ ll—M(l—p)—h'

oul1-Ar"'M<pu<l, u, <1l.
Il en résulte, en tenant compte des formules (27), (30), et en appli-
quant le raisonnement déja utilisé, 1’inégalité suivante

const - m,
t#t’i’l‘—l

(48) |BS~2(P, t)—HS*(P, 1)| < (|[PP|y"~Ma-m

ou 1—»*/M < pu<l.
Donc, en vertu des limitations (44), (45), (48), l’intégrale (27) vérifie
une inégalité de la méme forme

const - mg
tn¢+#—1

(49) |B (P, t)—H (P, 1)| < (|PP|y" ~M1-»

ou 1—x*/M < p<1.
Enfin nous étudierons d’une fagon analogue la condition de Hélder
par rapport & la variable ¢{. En admettant 0 < t < { nous écrivons done

[
50) HP,H-H (P, 1) = [[[E(P,1;Q,7)9(Q,1)dSeds +
t S

t
+ [ [[ 1B, 5e,n—B(P,1; @, 0)p(Q, 1) dSeds
0 S



Etude de la continuité réguliére d’une intégrale 299

et nous avons, d’aprés ’inégalité (12) et la limitation (12), la limitation
suivante

t)h‘lM

(51) \fffﬁ(P, 5 Q) 7)9(@, ) dSgdz | < RSt M (1=
t S

e

Pour étudier le second terme de la somme (50) on procéde de méme
que précédemment dans le cas des limitations (39), (40). Le second terme,
que nous désignerons par J(P,t,t), sera décomposé en deux intégrales

(52) J(P? Z; t) = Jz(Py ia t)+JS_2(P7 iy t)

étendues a la portion X de la surface S située a l'intérieur du cylindre
W (P, o) et a la portion extérieure S—2X de la surface S.
On a, de méme que pour l’intégrale (39), la limitation

oL RS—M(1-p)
(53) |JE(P, 1, 1)] < SORSE M €

tﬂq, +pu—1

ou 1—r*M < u<1.

Pour limiter la seconde intégrale dans la somme (52) nous applique-
rons le raisonnement déja utilisé dans le cas de la limitation (48). Dans
ce but, en tenant compte des formules (6), (16), nous écrivons

(54) E(P,i;Q,7)—E(P,t;Q,7)

t
~ [ [[[ DE->WEO(p,§; 2, 0)0(Z,¢; Q, 1)dZ L +
t

En)

t
+ [ [[[ DEDWEO (P, 2,0 —WEO(P, t; Z,0)D(Z,8;Q,7)dZ AL +
T K

1
+[ [[] DEWER, & Z, )~ WP, 1; Z,0))9(Z, ¢ Q, 7)AZ

v Em-K
ou Q e S—K, et K désigne la sphere K (P, o) de centre au point P et de
rayon g.

En appliquant le théoréme des accroissements et en nous appuyant

sur l’inégalité (9) nous avons pour la fonction sous le signe de la troi-
sieme intégrale dans la décomposition (54) la limitation

(55) | D7y "WENP,§; Z, L) Dy, PWENP, 15 Z, L))

const - |{—1| Const - Ig_tlh'
= (t— C)#olPZIn"'zM—l—xulh (t__ C)ﬂolPZ!n+M(1——p.)—1 ’
ot Ze E"—K et pe < 1.

21+
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En vertu de la décomposition (54) et d’apres les inégalités (9), (11)
nous obtenons

(56) ]E(Pv i;Q,T)—E(P’ tiQ’T)[

. : . 1-M—p,)
< f const - d n f Const - ¢ ac
y (=
¢

{ E=0r(C—oppQrrieTI T =y QP

¢ 3 1-M(2—pu,) 7 h
+f const-|f—1| g “d¢ +f const - [{—1|" d¢
A (Sl 4] I (S O (ST £
ou p, <1, 1—ha*M < p <1, donec on a
n+M(2—2u)—1—h*< n—1
par conséquent la premiére singularité spatiale et la derniére singularité
spatiale dans cette inégalité sont faibles relativement & l’intégrale -de

surface. Nous en déduisons que la seconde des intégrales (52), étendue
3 la surface §—2Z, admet la limitation suivante

¢
1 f—ttn h*—M(2—pe—p)
1 (l | e "

S—-Z 7 . .
(67)  |J5E(P, 1, 1)] < Const - m, f el S P

_+__

] i—tl . Ql+h‘—5M+M(2p.+y) I i_‘_tlh’ P
(t— .r)llo+lt—1 (t—-‘t’)” T
Nous posons maintenant
o= bli—t[
et choisissons la constante positive y de fagon que
y(R*—M(2—p—p*) = 1+p(L+h*+5M +M(2u* + p)) .

En réunissant les résultats (51), (53), (57), et en tenant compte des
décompositions (50), (52) nous voyons que l'intégrale (27) vérifie la con-
dition de Holder de la forme

const - m, - [i—t[*"*M~1  Const-m,-[i—t[*

t.“@ +u—1 t”‘w

(58) |H(P,1)—H(P,1)| <

pour 0 <t<{, 0 et u étant fixée & lintérieur des intervalles

*

0<b<1, 1—%<,u<1

et liés par la relation
»
M

En rapprochant les résultats (36), (42), (49), (41), (43), (58) nous
arrivons a la conclusion (22) du théoréme.

u=1——(1-20).
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