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Sur la stabilité asymptotique
de la solution d’un systéeme non linéaire d’équations
aux derivées partielles du type parabolique, II

par I. LosczYK-KROLIKIEWICZ (Krakow)

1. Nous présentons dans la suite quelques théorémes qui concernent
le probléme résolu dans la note [4]. Nous allons faire usage de toutes les
hypotheses et définitions de la note [4]; ¢’est pourquoi nous ne les répétons
pas ici. ~

Nous allons considérer un systéeme d’équations différentielles

ou'l i i .
(1) ?‘t—=f(t’a:’ u"qu’qulk) (II’_ 17""m)
. i i i L | i
OU & = (Lyy ocey &n)y Ugy= (Uzyy oy Uz,)y Uzz, = (Uzyz s ooy Ug,g,) dans un

domaine parabolique et borné D, avec les conditions aux limites

dut

(2) ai(t, x) Tdﬁ

— gt, @, u’) ou bien @i(t,z,u)=0 (i=1,..,m)

sur la surface latérale 2 du domaine D.

2. Ensuite, nous allons construire deux systémes de fonctions Vit, =)
et vit, ), régulicres dans D, qui satisfont, pour ¢ =1, ..., m, aux con-
ditions suivantes:

1° Vit, x) > 0, v'(1, ) < 0 dans D;
20 Vit, ) < ¢ et v'(t,x) > —e pour t > T(c) et & e Sp;
3° Dans le domaine D7 ont lieu les inégalités

avi i i i

(3) Ft_>f(t7wrv’ VI,"VijEk)’
ovt B . .

(4) 3t-<fl(t’w’vvv;jivlj$k);
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4° 11 existe des dérivées suivant la demi-droite !’ en tout point
de X7 et on a

4

(5) <p(t x, Vit, (t, x)) = a'(t, x) c?; sur 22,3',
¢'(t, =, Vi, x)) = sur Xp—2X%
et
@'(t, z, v'(t, ) <a'(t, x) _T sur X%
(6) dl |
gilt, z, vi(t, x)) <0 sur  Zp—2%.

11 résulte du lemme, cité dans [4], § 3, que la solution wu(t,x)
de 1’équation (1) avec les conditions aux hmlteq (2), satisfaisant & la
condition initiale

(7) vi(T,w)Qui(T,w)gVi(T,w) pour e Sr,

satisfait aux inégalités
(L, ?) < ui(t, ) < If’i(t, z) dans Dp,

¢'est-a-dire que cette solution est asymptotiquement stable dans D.

3. Dans la note [4], nous avons supposé que les fonctions
fi(t,x,2,q,7r) sont elliptiques au sens de J. Szarski. Nous admettrons
maintenant des conditions plus restrictives, a savoir:

ConpiTioN H. Il existe des fonctions aji(t,x), i =1,..,m, j, k
=1, ..., n, définies dans D et satisfaisant aux conditions suivantes:

1° aji(t, o) = aii(t, ) dans D (i = L, .., m),
2° il existe un indice k, soit par exemple k = 1, tel que
(8) an(t, x) = a'(t) dans D,
ou les fonctions ai(t) sont définies dans {0, co) et positives;
n
3° les formes quadratiques D @jxdjdr, i= 1, ..., m, sont non néyatives
jk=1
dans D,

4° pour chaque systéme de nombres vk, Tix, j, k= 1, ..., m, 0% 1j = Ty;
et T = Tr; tels que

n
D (rie—TFia) Ade < 0

T, k=1
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on a Dinégalité

(9) fi(tﬁ T,2,q,7) —fi(ty Ty2,q,7T) < Z a;k(t—Ty T) (7 — Tsx)

Jik=1
pour (t,z)e Dr, ot T =0, z,q sonl arbitraires (?).

HYPOTHESE A: Il existe un mombre T >0 et des fonctions oi(t, 2)
continues et mon négatives pour t=>0, 27 >0 (j=1,...,m), satisfaisant
a la condition W, (voir I’hypothése B) pour t = 0, telles que
(10) fi(tyw’z’Q:T)“fi(ts‘E)E’Qa"‘)<0i(t_T7z—E) (¢t=1,..,m),
pour 21 =71 (j=1,...,m), (t,2) e Dr, q et r arbitraires, et que z'= 0
(t=1, ..., m) soit Dintégrale unique du systéme d’équations ordinaires

dzt . .
Ezt": o'(t, 2y ..., 2™) (t=1,..,m)
issue de Dorigine.

HYPOTHESE B. (°) Lorsque Uindice 4, est fizé arbitrairement, les rela-
tions 21 <%, j#4y, et zhv=TZ" impliquent Uinégalité f“(t,x,z,q,r)
<ft,z,%,q,r) dans D pour q et r arbitraires.

HyroTHESE C. Sotent fit,z,0,0,0) des fonctions continues dans D.
On suppose que }ngf‘(t, 2,0,0,0)=0(¢=1,..., m) uniformément dans Sp.

HyproTHESE E,. Il existe des fonctions pi(t) > 0 (0 <t < oo) telles que

n
i ~ 1 \ | ~
(a) fi(t’ z,2,q,0)—f(t,z,2,q,0) <u (t_T)Z (g5—¢5)
i=1
ou bien
®  fit,2,2,0,0—f(t, 2,2, 0 > —pt—T) D (¢—F)
i1

pour ¢ ='q, 2 arbitraire, et (t,z)e Dy (i=1,...,m).

HyproTHESE F. Soient ¢i(t, x, z) des fonctions définies pour (t, x) € Z'p,
z arbitraire, strictement croissantes par rapport & z. Supposons qu’il existe
un nombre L > 0 tel que

(11) pi(t, ¢, 2) —¢it,,2) > L(z—7) (i=1,..,m)
lorsque z >7Z, pour (t,x)e Zr, et en outre admettons qu'il existe une con-
stante M > 0 telle que
(12) lai(t, )| <M sur 2y (i=1,..,m).

() De I'hypothese H il s’ensuit que f(¢, z, 2, ¢, r) sont aussi elliptiques, mais pas
inversement.

(*) Dans la note [5] la propriété e
dition W,”".
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HyroTtHESE G. On a lidentité
(13) p¥t, z, 0) = sur Xp (1).

Désignons par R le diametre de l’ensemble Sj.

TUEOREME 1. Admettons qu’il existe un nombre T > 0 tel que dans le
domaine Dy toutes les hypothéses introduites ci-dessus soitent vérifiées. Sup-
posons qu’on ait

(14) ai(t) — Bui(t) —mKoi(t) > y > 0
pour T <t << oo, ot f = exp2R et
{15) K > max (MB/L+8,14p).
Cect étant admis, la solution réguliére et paraboliqgue du systéme (1)

avec les conditions aux limites (2) est asymptotigement stable dans D.
Démonstration. Posons

t
J(t)= [ p(x)exp[A(z—1)]dr
-4

ol p(t), qui a été construite dans [4], p. 4, remplit les conditions
1° p(t) = f(t,2,0,0,0), t=0 (i=1,..,m),
2° p(t) > 0 pour ¢t >0,
3° limp(¢) = 0,

t-»00
4° p(t) est une fonction continue et décroissante dans <0, oo).
Soit w{{zr) = K —exp(R —x,), K étant déterminé par (15). En admet-
tant I’hypothése E (a) (voir [4]) et an posant V(t,z) = w'(x)J (f) et
»(l, ) = —w'(x)J (t), on voit que

i—‘tf > [—AK —oi(t —T)mEK — Bu(t —T') +ai(t —T)]J (£) +

+ 1t 2, V, Ve, Vaz,) -

Pour un 1 assez petit nous pouvons omettre I’expression entre crochets
et en déduire que les inégalités (3) sont satisfaites par les fonctions V'(2, x)
=V(t,x) ({i=1,..,m). Pour le méme nombre A on a aussi

0 i i i i
o < [AK + o't —T)ymE + Bt —T) —a(t— D) (1) +1t, 2, 0, ve;, Veyz,)

<fit,=,v, Va;y Vo)

c’est-a-dire que les fonctions vi(f, z) = v(t, #) satisfont aux inégalités (4).
Dans la démonstration du théoréme 1 de la note [4] on a prouvé que ces

(*) Les hypothéses A, C, E,;, I, G sont identiques a celles de la note [4].
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fonctions remplissent aussi les inégalités aux limites (5) et (6), ainsi que
la condition initiale (7) pour le nombre K assez grand, satisfaisant & (15),
ou M, L vérifient les hypothéses (11) et (12).

Pour démontrer le théoréme 1, sous I’hypothése E(b), on pose V (¢, z)
=wx)J (1) et v(i,x)= —wix)J () ou w*z)= K—exp(R+x,) et en
profitant des inégalités (9), (10), on démontre les conditions (5) et ensuite
aussi (6).

4. Au lieu de I’hypothése G on peut admettre une condition moins
restrictive.

HyYPOTHESE G,. Pour chaque € >0 il existe un T(e) >0 tel que
ipi(t, @, 0)] < &, lorsque t > T, x e Sz,.

En supposant que oi(t) tendent vers zéro exponentiellement pour
t—>o0o on peut démontrer un théoréme analogue au théoréme 2 [4],

en admettant ’hypothése E, et la condition H et en supposant que I'iné-
galité (14) soit remplie. '

5. Les théorémes exposés jusqu'a présent ne contiennent pas le
cas des théorémes 2 dans [1], 1 dans [2] et 2 dans [3]. Nous allons dé-
montrer un théoréme qui en constitue une généralisation.

HyroTHBSE A,. Pour chaque z2>7% on a
fitya,2,0,00—f(t,2,%0,00<0  (i=1,..,m),

ou (t,x) e Dp.

THEOREME 2. Admettons qu'il existe un nombre T >0 tel que les
hypotéses H, A,, B, C, E, soient remplies dans le domaine Dr, et les hypo-
théses T, G, le soient sur Xp. Supposons en outre qu'il existe un P > 0 tel que

(16) PO p powr t>T (i=1,..,m)
- ai(t) p = ’ PARAAS | .
Il en résulte que la solution ui(t,z) du systéme (1) avec les conditions aux
limites (2), réguliére et parabolique dans D, est asymptotiguement stable
dans D.

Démonstration. Admettons I’hypothése E,(a) et posons w’(z)
= K! —exp[o(R —x,)], ou ¢ > P4y pour p >0 arbitraire et K'
> max (Mg/L+ 8,, f+1) pour B, = expp2R. La fonction V (¢, ) = wi(x) X
<J (1) + ¢ satisfait & l'inégalité

v i i d
2 2 JO[—AK —u'(t—=T) o +a' (¢t —T) ) +1(t, 2, V, Vayy Vo) -

En profitant de (16) on peut choisir le nombre 14 suffisamment petit pour
que l’expression entre crochets soit non négative. En supposant E, (b)

2.
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posons V(t, z) = w¥x)J (t) +¢, ou wzr) = K —exp[o(R+2,)]. Les autres
détails du calcul restent invariables.

6. On peut facilement, donner, dans le cas d’une équation linéaire,
des exemples de solutions qui ne sont pas asymptotiquement stables.
Par exemple la fonction

u(t, x) = exp(—12) [sinL+cos—w— &
T ’ 62 6 Vﬁ] 11

est une solution de 1’équation suivante
2t
(2 4-1)
une solution qui s’annule pour z, = 9)/2x/2 et x, =21} 2=/2. La fonction
u(t, #) n'est pas asymptotiquement stable dans la demi-bande (=, #,> X
X {0, o0o). Remarquons que M = 0 et il suffit de poser K =1+-exp12 V2~
et alors la condition (14) prend la forme
1——-§exp121/§n~-§K =y>0.
Cette inégalité est fausse.
Soit @ > 0 arbitraire. Considérons 1’équation

AUy + U — U = (— sin i_) 2t .
Va/ (#+1)?

x @
Wt 4~ 2 us u—u; = —exp(—Lla)|sin——=+ cos——

La solution u (¢, x) = (sinl%) (tzi—l) s’annule pour z, = 0 et 2, = nya
mais elle n’est pas asymptotiquement stable dans <O,1'c]/ a) X <0, oo).
On ne peut pas déterminer de parameétre @ assez grand pour que l'iné-
galité (14) soit remplie.
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