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Une modification de la condition de Liapounov
pour les équations a parametre retardé

par Z. MIKOLAJSKA (Krakéw)

Dans le cas d’une équation a parameétre retardé

(1) w'(t):f(tyw(t)aw(t—h)) ’ h > 01
I’existence d’une fonction V (¢, ) positivement définie, telle que
(2) Vi(t, 2)+Va(t, 2)f(t, z,y) <0,

est suffisante pour la stabilité de la solution z = 0 de 'équation (1), mais
cette condition ne peut étre satisfaite que trés rarement (cf. [1]). Ra-
soumikhine a démontré (dans [2]) qu’il suffit d’admettre (2) pour (¢, z, y)
tels que

(3) V(t_hy y)<V(t1w)’

mais la condition de Rasoumikhine, elle aussi, n’est pas commode dans
le cas ou f(t, #, ¥) ne dépend pas de z. Par exemple, dans le cas ol

(4) z'(t) = bx(t—h),
il n’existe pas de fonction V(zx) satisfaisant a (2) pour tous les ¢, z, 9y
satisfaisant a (3).

Dans la présente note nous avons démontré que ’on peut n’admettre
les hypothéses (2) que pour 2y > 0 et telles qu’on a (3). Dans le cas en-
visagé il est cependant nécessaire d’ajouter certaines évaluations de

{Ve+Vzf(t,x,y)}. Notre condition peut aussi étre appliquée dans le
cas (4) pour |bh| suffisamment petit et b < 0.

§ 1. Envisageons I’équation
(1.1) a'(t) = g{t, 2(2), z(t—h)), h>0,

ou ¢g(t, x, y) est continue pour —h <t < oo, (¥, ¥) quelconque. Admettons
les hypothéses suivantes:

HyproTHESES H.
(1.2) g(t,0,0)= pour 0 <t< .
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Il existe une fonction w(t, z) de classe C!, une fonction U (z) continue
et une constante ¢, 0 < a < 1, telles que

(1.3) sw(t,z)>0 pour zx#0, —h<t< oo,
(1.4) ‘m(t,z)) > U(@)>0 pour z#0, —h <t< oo,
(1.5) wlwdl, )+ o:(t, 2)g(t, 2, ¥} < 0

pour y tel que
(1.6) azw(t, r) < zow(t—h,y) < zo(t,z), 0<t1< oco.

Introduisons les notations suivantes

(1.7) M(t,r)= max [wdt,z)+ wlt,x)g(l,z,y)].
(T v)eZ(t,7r)
(1.8) m(t,r)= min [wd(l, 2)+ wt, 2)g(t, z, y)]

@v)eZ-(t,r)
ou les ensembles Z (t,r) et Z_(t,r) sont définis comme il suit:
(1.9) Zit,r)={(z,y):ar <ow(t,z)<r,|lo(t—h,y)| <7},
(1.10) Z_(t,r)= {{z,y): —r<o(t,z) <<—ar, |lo(t—h,y)| <7}.

Supposons que

t

(1.11) [M(s,1d8 < (1—a)r pour t=0,r>0,
t=h
¢

(1.12) fm(s, r)ds > (a—1)r pour t>=0,7r> 0.
—h

THEOREME 1. Les hypothéses H étant admises la solution & - 0 de
Déquation (1.1) est stable au sens de Liapounov.

Démonstration. En vertu de ’hypothése (1.4) il suffit de prouver
que pour chaque &> 0 il existe un 4 > 0 tel que P'inégalité

(1.13) joft,p(t)| <6 pour —h<t<0
implique
(1.14) lw(t,w(t;zp))'<s pour —h <t << oo

pour chaque solution «(¢; @) de 1’équation (1.1) telle que z(¢; ¢) = ¢(t),
—h <t<0. Soit £ > 0. Nous démontrons que 4 peut étre choisi égal & ae:

(1.16) 0<d=ar<c¢.
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Envisageons une solution quelconque x(t) telle qu’on a (1.13), ou 4
satisfait a4 (1.15). Désignons par 2(t) la fonction composée

(1.16) Q(t) = oft,x() pour —h t.
On
(1.17) @) <d=ae< ¢ pour —h<t<0.

Supposons que pour notre solution z(?) I'inégalité (1.14) ne soit pas
satisfaite dans tout Dintervalle [—h, co). Désignons par ¢, le nombre
t, = min (t: Q(t) = e). En vertu de (1.17) il existe donc une constante
to, 0 <t < 1y, telle que .

(1.18) |Q2(t)) ¢« pour --h<t<t,
(1.19) 12(t)| = &,
(1.20) ae < |2(H)) < e pour 0 <t <t <.

Nous allons démontrer que ?,— ¢, > k. Envisageons le cas ou
(1.21) e=80(t)> 0.
(Dans le cas ou 2(t,) < 0 le raisonnement est analogue.) De la continuité
de Q(t) et de (1.20) il résulte que
(1.22) ae <R()<e pour t, <t<ty.
Evaluons la dérivée 2°(t) dans lintervalle [{,, t,]:
(1.23) Q'(t) = wilt, 2(1)) + ws(t, (t)g(t, z(t), z(t—h)) .

En vertu de (1.16), (1.18), (1.22) et (1.9) pour chaque ¢ e{ty, 4] le
point (z(t), z(t—h)) appartient & Pensemble Z.(¢,e) et par suite, en
vertu de (1.7)

Q)< M(t,e) pour t,<t<{,
d’ou
f i
(1.24) Q) < 2(t)+ | M(s,e)ds = ae+ [ M(s,e)ds pour £, <t <t,.
to o

De I’hypothése que t, < t,--& et de (1.11) on tire

ho+h
e= Q) <aet+ | M(s,e)ds;
to
par suite t, < t,—h < t,, d’ou en vertu de (1.22) on obtient

(1.25) as < Q(,—h)<e.
84‘
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De (1.25), (1.16) et (1.3) il vient pour t= ¢,
az(t) o(t, o(t)) = al(t) = ae < x(t)w(t,—h, z(t,— b))
<z(l)e = m(tl)w(tu w(tl))

et par suite, en vertu de (1.5) et (1.23), on a £2'(¢,) < 0 et Q(f) > Q2(t,)
pour t,—r <t <, ce qui est incompatible avec (1.18). On obtient une
contradiction analogue dans le cas ou (i) = — ¢ et par suite

(@) <e pour —h <t< co.

§ 2. Remarque 1. L’exemple suivant-montre que I’hypothése (1.8)
est indispensable. Envisageons 1'équation linéaire

(2.1) v'(t) = —z(t)+a(t)z(t—1),
ou la fonction a(?) est définie de la maniére suivante:

0 pour 2n+1<i<2(n+1),

alt) = {q pour 2n <t < 2n+41,

n == 0, l’ 2’ var ;
g<—e*—1.

Envisageons une solution z(f) de I’équation (2.1) telle que

g(t)=r pour —h<t<0 (h=1).
On a
z(t) = kpe~t++1  pour 2n+1 <t <2(n+1),
kn=2(2n+1), 2(2n+1)) = kee'.

Pour 2n <t <2n-+1 on a

{
z(t) = et fez""qkn_lds+ ce~t = e~ te™Iqkn_y(t—2n)+ce
2n
z(2n) = kn_1e71 = ce %",
¢ = kp_1e7,
w(t) = e n_ e Ygq(t—2n)+1) pour 2n <t <2n+41.

d’ou on obtient

(20 +1) = € *kna(g41) = koe (g+1)" = Kole *(g+1)",

g+tli<—e, (g+l)e2<—1
et par suite
[z(2n+4+1)| >00 pour n—>oo,
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donc (2.1) est instable. Dans l'exemple envisagé la fonction w(z) = =
satisfait aux hypothéses (1.3), (1.4) et (1.5) dans ’ensemble (1.6) pour
0<a<l,

rlo(t, ®) + oa(t, 2)g(t, &, y)] = m[——m+ a’(t)y] = —2*+a(t)zy ,
a(t) <0

et par suite pour zy > 0 on a
rlwty, )+ wt, 2)g(t, z,y)] < —x2< 0 pour x += 0,0 < ay <a*.

Au lien de linégalité (1.11) on obtient pour t= 2n-+1 l'inégalité
n+1

(1— a)r < e&r < f M(s,r)ds = (—a+]|q|)r < |q|”
2n

et en conséquence, 1’équation (2.1) étant instable, les inégalités (1.11)
et (1.12) dans le théoréme 1 ne peuvent étre remplacées par les inégalités

t [;
fM(s,r)ds<kr, fm(s,r)ds>-—k-r,
t=h t—h
ou k est une constante positive quelconque.

Remarque 2. On vérifie facilement qu’il suffit d’admettre les hypo-
théses H pour ¢t > T (T > 0 suffisamment grand). De la dépendance
continue des intégrales de la condition initiale il résulte qu’il existe un
d > 0 tel que pour |z(f)! < 4, pour —h <t < 0 on a [w(t, m(t))|< o' dans
Pintervalle [0, T], ou 6 = (1—d)e.

§ 3. Du théoréeme 1 on obtient immédiatement le théoreme suivant
pour les équations linéaires:

Envisageons I'équation

(3.1) w'(t) = pB)a(t)+q®)z(t—h), k>0
et admettons les hypothéses suivantes:

HypoTHESES L, .

(3.2) q(t) <0, p(t)<0 pourt=T,
1
(3.3) J tap($)+lg(9)}ds < 1—a.

t—h

THEOREME 2. Les hypothéses 1., étant admises, la solution « = 0 de
Déquation (3.1) est stable.

Démonstration. Il suffit de poser w(z) = 2:

wcor(r)g(t, o, y) = p)x*+q(t)zy .
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Pour
(3.5) O<arr<ay <at.

On obtient, en vertu de (3.2),
p()r*+q(t)xzy < 0.
D’aprés (1.7):
M(t,r) = max(p(t)z+q(t)y) pour ar <z <7,y <r.
En vertu de (3.2)

Pzt qt)y < {ap()—q(t)}r pour ar <z <r,ly| <7

d’ou, & cause de (3.3),

¢
(3.6) [ (s, ras < 1—a)r.
1=h
D’une fagon analogue on obtient (cf. (1.8))
!
] m(8, r)ds > (a—1)7r .
t—h
Ainsi, le théoréme 1 entraine le théoréme 2.
Remarque 3. L’équation linéaire

(3.7) z'(t) = — ax(t)— e~ 2z (1— =/2)
constitute pour
(3.8) a> 2[n

un exemple d’équation satisfaisant aux hypothéses I, pour laquelle il
n’existe pas de fonction positivement définie V (¢, x) & dérivée totale
par rapport & I’équation (3.7) négative pour tous les (x, y) suffisamment
petits. C’est une conséquence du fait que pour la fonction de Liapounov,
dont la dérivée par rapport a I’équation (3.7) est négative, la fonction
composée V(w(t)) est décroissante (pour chaque solution z(f) de (3.7)).
V (toy (%)) = 0 implique z(t,) =0 et V(t,z(t)) =0 pour t>1, et par
conséquent z(t) = 0 pour i > t,. Mais la fonction

(3.9) x(l) = re~%cost
satisfait & 1’équation (3.7),

#'(t) = —ae~%*cost— e~%sint = — ax(t)— ¢ "% - e K- oy (t— wt/2)
= —ax(l)— e "2x(t— x/2) ,
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et par suite il n’existe pas de fonction V({,2)> 0, ¢ 40, V({,0)=0,
telle que V(t, )+ Vz(t, ) (— axr— e*~2y) << 0 pour chaque (z,y) tel que
»+y? < R.
On vérifie facilement que les hypotheses L; sont satisfaites.
On a
qt) = —a <0, p{t)=—e2<0 (cf (3.2)),
!
T T
| tap(s)+la(s)1ds = 7 (— aa-t e =i
=
T

2
<§(—7:-1+e‘1)< —a+1 (cf. (3.3), (3.8)) .

L’équation (3.7) est donc stable, bien que les hypothésas du théoréme
de Liapounov ne soient pas vérifiées.

§ 4. Remarque 1. 11 est évident que les hypothéses L; ne sont pas
nécessaires. Du théoréme 1 on obtient aussi la. condition suivante:

Hyrormkses L,.

(4.1) q(t) <0,
[3
(4.2) [g(s)ds <1-a
t—h
!
(4.3) | p(s)ds <y pour 0 <t < oo,

1]

p(t), ¢(t) continues.
THEOREME 3. Les hypothéses L, étant admises, la solution x = O de
Véquation (3.1) est stable.

Démonstration. En vertu de (4.3) il existe une fonction a(?)
telle que

(4.4) a<0, al)+pl)~0 pourt>
et
!
(4.5) Ja(s)ds>—y>>-co pourt=0.
]
Posons

{

w(t,z) - J;exp(fa(s)ds) .

0
En vertu de (4.5)

lw(t, )] > |zle=r > 0 pour = # 0,
(4.6) zo(l, 2) > 0
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Evaluons w:+ wzg(t, z,y). On a
[4 [}
a(t)exp Ua(s)ds)w3+ exp(fa(s)ds)p(t)m2+
t—h t
-+qu(t)cxp(f a(s)ds)exp( fha(s)ds)
0 t—

t
= :cw(t,m)(a(t)+p(t))+ww(t—h,y)q(t)exp(f a(s)ds’ .
t=h

Pour zw(t—h,y)> 0, (4.4), (4.1) et (4.6) donnent
wi(t, )+ wz(t, 2)g(t, 2, y) < 0.
En vertu de (4.4)

t
M(t,r) < a(a(t)+p(t))r+|q|exp( J;a,(s)ds)r < [a(a+p)—qlr.
i—

De (4.2) on tire

¢ ¢
_}h [a(a(s)+p(s))—gq(s)]ds ~ « Jh (a(8)+p(8))ds+1—a
P t=

d’olt, a causc de (4.4), il résulte

;
[ M(s,r)as < (1—-a)r.
—h

t
D’une fagon analogue on obtient
¢
fm(s, r)ds > (a—1)r .
t—h
On peut donc appliquer le théoréme 1.

§ 5. Remarque 5. Un théoréme analogue au théoréme 1 peut étre
démontré dans le cas des systémes

(5.1) UL = fult, @e(t), ..., Ta(t), Ty(t—h), ..., Ta(t— D)),
P R T IS | I

On peut, par exemple, admettre les hypothéses suivantes:
Hyroruises Hy. Les fonctions fi(t, #,, ..., Zn, ¥y, ..., Yx) sSont continues

(5.2) fit,0,..,00=0, i=1,..,n,t>0.



Condition de Liapounov 111

Il existe des fonctions w,(t, @, ..., Zn), ..., wa(t, &, ..., Tp) telles que
pour chaque i =1,...,n on a

(5.3) Tswi(ly Ty, ...y Zu) > 0  pour zy # 0,
(5.4) lwi(ly Tyy ooy Tn)l = U2y, ..., xa) >0 pour & #0.

Il existe une constante a, 0 < a < 1, telle que pour chaque ¢ I’inégalité

K
(5.5) 0> 2 a'—th(t, Lyy eany a’u)]"‘

n
o
+2I %;-Qt(t, Tyy ey ;Z'n)fj(t, Lyy ooy Tpy Y1y ceny y")

F=1
est satisfaite dans 1’ensemble des (t, z,, ..., Tu, ¥, ..., ¥n) tels que

azi0i(l, By, .oy Tn) < Tiwi(t—h, Yy, ..., Ya) < Tiwi(Ty, ..., Tn)
et
lwi(t—h, Yyy ey Yn)| < |oi(t, 24, ..., 24)| pour j # i,
ity Zyy oeey Ta)| < 0lt, 2y, ...y @n)], J=1,..,m.

‘Posons

n

7] § Y 0
vi(t, r) = max|—- wilt, &, ..., Ta)+ — wi(t, m)fi(tr z, y) ’
ot az;

=1

log(t, z)) <r, loft—h,y) <r

et supposons que

¢
fy;(s, ryds<v(l--a) pour r>0,t=>0,1=1,..,n.
i—h

THEOREME S. Les hypothéses H, étant admises, la solution =0 du
systeme (5.1) est stable au sens de Liapounov.
La démonstration est analogue & celle du Théoreme 1.
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