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Uber eine axiomatische Auszeichnung der Determinanten

von M. KucHARZEWSKI (Katowice)

Diese Arbeit befaft sich mit einer Charakterisierung der Determi-
nanten mit Hilfe von einigen einfachen Eigenschaften. Diese Charak-
terisierung scheint unter allen bisherigen eine der schirfsten zu sein.
Das Problem, das in dieser Arbeit gelost wird, hat Herr S. Golab gestellt
bei der Gelegenheit seiner Untersuchungen ein FlichenmaB bzw. Volu-
menmal in -axiomatischer Weise zu definieren [1]. In der erwihnten
Arbeit wurde bewiesen, dal} eine Funktion f einer Verinderlichen quadra-
tischen Matrix zweiter Ordnung, die die zwei unten angegebenen Bedingun-
gen erfiillt und auBerdem die Eigenschaft besitzt, daB sie das Vorzeichen
wechselt, falls die Spalten vertauscht werden, bis auf eine multiplikative
Konstante der Determinante dieser Matrix gleich ist. Dabei werden iiber
die Funktion f keine Regularititsannahmen gemacht.

Dieser Satz wird in dieser Note auf Matrizen von beliebiger Ordnung
verallgemeinert. Gleichzeitig hat es sich gezeigt, da8 die dritte Bedingung
tberflissig ist.

Satz 1. Es bezeichne A eine beliebige quadratische Matriz von der
Ordnung n (n eine gegebene natirliche Zahl, grifer als 1).

1. Wir setzen voraus, daf

f(4)=f(B),

falls die Matrix B aus A durch Sublraklion einer Zeile (bzw. einer Spalte)
von eitner anderen Zeile (Spalte) hervorgeht.

2. Wir setzen weiter voraus, daf

f(B) = ef(4),

falls die Matrizx B and A entsteht, wenn jedes Element einer Zeile (bzw.
Spalte) der Matriz A mit demselben von Null verschiedenen Faktor o multi-
pliziert wird.

Unter diesen Bedingungen besteht die Formel
f(4)= €4,

wo C eine Konstante st und A die Determinante der Matriz A bedeutet
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Dieser Satz ist der von C. Carathéodory ([3], 8. 318) angegebenen
Kennzeichnung der Determinanten 4dquivalent. Ich mochte aber diesen
Satz hier mit Hilfe eines von M. Kuczma herrithrenden Satzes beweisen.
Da dieser Beweis sehr einfach und kurz ist, glaube ich, es lohnt sich ihn
zu verifferentlichen. Zuerst definieren wir die sogenannten elementaren
Umformungen T, und T, der Matrizen ([2], S. 199).

Folgende Umformungen der Matrizen nennen wir elementare Um-
formungen T, bzw. T,:

T,: Multiplizieren einer Zeile (Spalte) mit einer beliebigen Zahl und
Addieren zu einer anderen Zeile (Spalte).

T,: Multiplizieren beliebiger Zeile (Spalte) mit einer beliebigen von
Null verschiedenen Zahl g und gleichzeitiges Dividieren einer anderen
Zeile (Spalte) durch dieselbe Zahl p.

Der zitierte Satz von M. Kuczma lautet folgendermafen:

SATz 2. Jede Mairiz
A= layl, 4,j=1,2,..,n,
kann unter Anwendung der Umformungen T, und T, auf die folgende kano-
nische Form |dg;
d{j =0 fiur 1#7,
dy=0 oder dy=1 fir 1=1,2,..,n—1,
dnn = A = Det |layl|

zuriickgefiihrt werden. Im Falle A # 0 muf dy=1, fir i=1,2,..,n—1
gelten.

Wir zeigen jetzt, daB eine Funktion f(4), die die Bedingungen 1
und 2 (Satz 1) erfiillt, bei den Umformungen T; und T, der Matrix 4
ungeidndert bleibt.

Aus der Bedingung 2 folgt, daB f sich bei der Umformung T, nicht
andert. DaB f auch bei T, ungeindert ist, zeigen wir wie folgt. Wird die
Matrix 4 in der Form

(a1, ..., @a]

geschrieben werden, wo mit a¢ die ¢-te Spalte der Matrix 4 bezeichnet
ist, so haben wir auf Grund der Voraussetzungen:

(1) fllayy ..., an]) =$f([a1, ooy Gy coey @01y oeny Gn))

(2) =%j([a1, cory B4~ Qhjy vy @8fy wery An])

3) = (o1, ...y Gi— @ayy ..., g, vy @a]) -
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(1) folgt aus der Bedingung 2, (2) aus 1 und (3) wieder aus 2.

Die Relation (3) zeigt, dafl f sich nicht dndert, wenn man die mit o
multiplizierte j-te Spalte zur ¢-ten addiert. Ganz analog kann man ent-
sprechende Relation fur die Zeilen beweisen.

Jetzt wollen wir den Satz 1 beweisen. Bezeichnen wir mit ¢(u) die
Funktion
ll
ull
so erhilt man aus dem Satz 2, daBl f folgende Form
(4) fld)=9¢(4) fir A0

haben mufl, wo 4 dic Determinante der Matrix A ist.
Fir 4 = 0 erhalten wir aus dem Satz 2

o,

(5) fiay=g1 ) )
n—1
0
wo ;=1 oder §; =0 fiir 1 =1, 2,...,n—1 sind.
Die rechte Seite von (5) muf3 aber gleich Null sein. In der Tat, multi-

plizieren wir die letzte Zeile der an dieser Seite auftretenden Matrix
mit g, so ergibt sich aus der Bedingung 2

&, oy !

) _
(6) f Sy of On_1 ’

0 0 Il
was nur mit

0
7 h =0
@ d bna

0

vertriaglich ist.
Aus (5) und (7) erhidlt man weiter

(8) f(4)=0 fir 4=0.
Dariiber hinaus ergibt sich aus (4) und aus der Bedingung 2

(9) ¢(ed) = og(4).
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Setzt man in (9) 4 =1 ein, so haben wir

(10) p(e) = Co,
wo C = ¢(1) ist.
Mit Hilfe von (10) kann (4) in folgender Form

(11) f(Ay=04 fir A4#0

geschrieben werden.
Die Beziehung (11), die fiir 4 :# 0 bewiesen wurde, bleibt wegen (8)
auch fur 4 = 0 richtig. Der Satz 1 ist auf diese Weise vollstindig bewiesen.
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