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Sur la stabilité des solutions d’un systéme
d’équations différentielles a paramétre retardé

par Z. MikorAJsxkA (Krakéw)

Dans la présente note nous établissons une condition suffisante pour
la stabilité (au sens de Liapunow) de la solution # = 0 du systéme d’équa-
tions

(1) m’(t):f(t,m(t),m(t—h)), h>0’

® = (wu *e) m'n)y .f= (fl) "-)f?b)y f(trw»’ 'y) GQIlti\DIlE.

La démonstration du théoréme en question est basée sur la méthode
des évaluations des solutions du systéme (1) par les solutions d’une équa-
tion différentielle sens retardement (cf. [3]). Dans la suite de ce travail
nous allons donner un simple exemple d’une équation différentielle & para-
métre retardé pour laquelle la méthode de Liapunow ne peut pas étre
utilisée, tandis que 1’application de notre théoréme donne la stabilite de
la solution « = 0.

Dans la note [1] Elsgole a remarqué qu’il serait intéressant de cher-
cher de nouvelles méthodes dans 1’étude de la stabilité des solutions des
équations & paramétre retardé, car la méthode de Liapunow ne peut
étre utilisé dans certains cas particuliers. Une modification de la méthode
de Liapunow a été donnée par Krasowski (dans [2]), mais la nétre est
tout & fait différente.

§ 1. Admettons les hypothéses suivantes:

Hyporuises H,. 1) f(¢, »,y) est une fonction continue pour t = 0,
@,y quelconques.

2) Il existe une fonction V (z) positive pour x = 0 telle que
(1.1) V(iey=2P>0 pour || = R, .
V(z) est une fonction de classe C*
(1.2) Vao(@)](t, @, y) < E(V(2) +R(t,V (1))

ou les fonctions K (u) et R(t, #) satisfont aux
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Hyrvoraises H,. 1) K(u) est de classe C' pour —oo < U < +oo et
R(t, w) est continue pour t >0, u >0, v >0 et de classe C* pour t >0,
u>0,v>0,

1.3) K(0)= R(t,0)=0 pour 0<it< oo,
(1.4) limR (%, ») = oo,
P00
c1.5) Ryt,u)>0, Rft,u)<0 opour 120, u>0,
(1.6) Kuw+R({t,u)y<0 pour u>0,1t=20.

2) La solution w = 0 de Dégquation
1.7) uw' = K(u)

est stable au sens de Liapunow. Supposons que W (u) soit la fonction de Lia-
punow de. Déquation (1.7) avec une dérivée compléle par rapport a (1.7)
négativement définie, et qu'on ait

(1.8) uWy,(u)>0 pour u+#0, W(u)>oo pour |u|-—>oo.

THROREME 1. Sous les hypothéses H, et H, la solution x == 0 du sys-
téme (1) est stable au sens de Liapunow.
La démonstration est basée sur les lemmes suivants:

§ 2. LEMME 1. Supposons que
H,. La fonction non négative v(t)
(2.1) (@A) =0 pour 120
satisfait & Dinégalité suivante
(2.2) v'(t) S K[t o) +R(t,v(t—h) pouwr t=0,
(2.3) v(t) = @(t) > 0 pour —h-1:20,
lp(t)| < M pour —h<t=10.

H,. K(t,u) est de classe C' pour t>0, —oco< u < oo, R(f,n)
est continue powr 1= 0, u = 0, et de classe ' pour t =0, 4> 0,

(2.4) K(t,0)=R(,00=0 powr (=0,
(2.5) lim B(t, u) = oo,
H—00
(2.6) Ry(t, u) >0, Ry(t,n)-50, Kiflt,u)-20 pour t=0, w30
(2.7) H(t,u)+R{E,u) <0  pour 10, uw=0.

Sous les hypothéses H, et I, il existe pour chague M > 0 suffisamment
petit un r> 0 tel que

(2.8) v(t) <w(t) pour 0<i< oo
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ot w(t) est la solution de équation

(2.9) w = K(t,w)+r—K(t, M),

(2.10) w0)=M>0,

r peut élre défini par la relation

(2.11) r=max(M, RB(0, M +n)+E(0, M),

7y quelconque positif.

LEMME 2. Sous les hypothéses H, il existe pour chague e > 0 un My> 0
tel que pour 0 < M < My la solution w(t) de I’équation (2.9) (avec (2.10))
satisfait & Vinégalité

0<cwl)<e pour 0<I< o0,

La démonstration du Lemme 1 est analogue & celle du théo-
réme 1 de la note [3].

Nous démontrons que l'inégalité (2.8) a lieu dans un intervalle
<0, 8)(6 > 0). La deuxiéme étape de la démonstration consiste a prolon-
gement 1'inégalité (2.8) de l'intervalle {0, 4) sur un intervalle plus large.

Considérons la fonction »(t) pour 0 <t < h. Nous avons

0<Lo(l—h)=¢p(l—h)<M pour 0<Lt<<h
et par suite en vertu de (1.5) et (2.2)
(2.12) V() < K(t,v(t))+R(¢, M) pour 0<ti<h.
Désignons par o(?) la fonction suivante
(2.13) o) = Rt r—K (1, M)).
En vertu de (2.4) et (2.7) on a

—K(t, M)>R({,M)>0 pour {=0,u=0

et par suite en vertu de (2.5) o(t) est défini par (2.13) dans tout I'intervalle
{0, oo0). On a C

R(t, o(t) = Bt B(t, r—K (1, M))) = r—K (2, M)
et par suite en vertu de (2.9)
(2.14) w'(t) = K{t,w®)+R(, o)) .
On a
o(0) = R7(0,r—K(0, M)
> R0, R(0, M +3)+K(0, M)—K(©0, M)]= M+ > M,
d’on il vient

v'(0) < K (0, »(0)) +R(0, M) < K(0,v(0)) +R(0, o(0)) .



156 Z. Mikolajska

v'(t) et K (t, () +R(t, o(t)) étant continues nous avons
(2.15) v'(t) < Eft,v(t) +R(t, a(t)) pour 0<t<9
d'olt en vertu de (2.14) et de l'inégalité
, v(0) < M = w(0)
nous obtenons (cf. [4])
v(t) <w(t) pour O0<i<d.
Dans tout Pintervalle (0,8) ol v(t—h) < w(t—h) nous avons
vty < K(t,v(t) +R (¢, w(t—h)) .
Nous démontrons que w(t—h) < e(t—h) < o(t). Ainsi nous ohtenons
V(1) < E(t, (1) +R(t, o))

d’ou il résulte 1'inégalité en .question pour ¢ = 4.
. Démontrons que o(f) est croissante. Considérons o'(¢). En vertu
de (2.13) on a

o'(t)y= Ry '(t, r—K(t, M))—Ry'(t, r—K(t, M)) Eit, M).
De la définition de R™(f, u) il vient
R, w)+Ry M, w)Rt, Rt u)]=0
et par suite '
o'(t) = —Ry*(t, r~K (t, M))[Relt, R7}(t, r—F (t, M))) +Kult, )]
= —R't, r—K (t, M)} [Relt, o (1) + K, (2, M)
d'ou en vertu de (2.6)
(2.16) ) d(t)=0 pour >0

et par suite o(t) est croissante (au sens large).
Envigageons la fonction o(t) = o(t)—w({)

w(0)=0c(0)—M > n,>0.
Prenons la dérivée de w(t)
w'(t) = o'(t)—w'(t) = a'(t)—[K(t, 'w(t)) +R(t, o(t))]

d’olt pour chaque ? tel que w(t) = o(t) on a [en vertu de (2.7) et (2.16)]
w'(t) > 0 pour chaque t tel que w(t) = 0. La supposition que

(2.17) o) =0 et w(t)>0 pour 018,
implique
w'(ty) > 0
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et par suite _
w{t) <0 pour t—e<Li<,
ce qui est incompatible avee (2.17) (cf.[4]). Nous avons ainsi démontré que
(2.18) w(t) < a(?)

dans tout intervalle ot w(t) > 0.
Nous démontrons que w(t) > 0 (pour M suffisamment petit) dans
tout l'intervalle <0, oo). En vertu de (2.4), (2.6) et (2.7) nous avons

(2.19) K(t,uy<0 pour =0, u>0.
M et r étant positifs nous avons
w'(t) = K (¢, wt) +(r—EK(t, M)) > K(t, (D)) ,

d’ot en vertu de la théorie des inégalités différentielles (ef. [4]) nous
avons

(2.20) o(t) > w(t)>¢((t) pour t>0
ou {(1) est la solution de I’équation -

(2.21) £ =K(,¢)

telle que

[(0)=w(0)=M>0.

La fonction K (¢, u) étant de classe €' il y a pour ’équation (2.21)
et chaque condition initiale £(f,) = & > 0 unicité des solutions et par
suite en vertu de (2.4) l'unique solution £(2) telle que &(f) = 0 est £(¢) = 0,
d’ott il vient que £(f) > 0 pour ¢ > 0, d’ou en vertu de (2.20) et (2.18).
£(t) est défini (pour M suffisamment petit. dans tout I'intervalle (0, oo)
el par suite nous avons.les inégalités (2.18) dans tout I'intervalle <0, co).

En vertu de (2.18), o(t) étant croissante, nous obtenons

(2.22) v'(t) < K(t, (1)) +R(t, o(t))
pour tous les ¢ > 0 tels que v(t—h) < w(t— h).
La supposition que # () < w(t) dans un intervalle fini (0, ) implique
(2.23) v(a)=w(a)>0, w»(t)<w() pour 0<Li<a
d’olt il vient que pour = a sont satisfaites les inégalités
v(a—h) < w(a—h)
et par suite, ent vertu de (2.23), les iﬁégalités
v(e) < K (a, w(a)) -i-R(a, a(a)) = w'(a),

d’on
v(t) > w(l) pour a—e<i<au

ce qui est incompatible avece (2.23). Nous avons ainsi démontré que a = co.
La démonstration du lemme 1 est ainsi terminée.
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§ 3. Démonstration du lemme 2. Nous démontrons que pour
chaque ¢ > 0 il existe un g, > 0 et 8, > 0 tel que pour M < 6, et r—K (M)
< g, on a linégalité

O<w(t)<e pour 0:<t< 0.

Envisageons un g > 0. La dérivée compldte %Y- étant négativement
(1.7)

définie, il existe une fonction non négative W (u) telle que

(3.1) W(u)>0 pour u+#0, WO)=0,
(3.2) d—“%u) = Walu) K (u) < — W (u) .
L an

Posons par définition
a= min W(x)= min(W(—zs), W(sg)) .

[u|=e0

Désignons par § l'ensemble ou W(u)= «a et

f=minjul, y =min W(u), y,=max|Wu(u)l, 0 = n/2y,.
ues [ul=p [ =p

Nous avons ainsi pour l’équation

\(3') 1(,'=K(’M)+Q, 0<9§"007
d - W (u)+|¥
th(u)(a n Wo(u) K (u) + Way(u) g < — W (u) +|Wa(u) o .

Nous avons pour |u| = f

|Wa(u)] <y, —W(u)< N
et par suite

adW (u) ) w1 ‘ o
di (3.3)‘\_?’1+7'22—h——ry1<0 pour || =48, 0< o< g,
doit il vient que pour chaque solution u(1) de (3.3) telle que

ulty =p (= 0)
on a
Wu(t)) > Wlu(ty) pour ty—n <t <ty,

W) < Wut) pour ity <t < ty-+7,.
La fonction W(u) étant croissante pour w > 0, on a

ut)>uty) = pour tf—-n<Li<y,
w(t) <u(t)=p pour <ttt
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et par suite pour chaque solution telle que

u(0) < f < g
on a
u(t) <p<e pour 0<I< oo,

11 suffit donc de prendre
o = Y1/2¥2, 6 = B2,
c’est-a-dire
M <2 et r—K(M)<p/2y
et par suite il suffit de choisir M et », de telle maniére que
M B2, M—K(M)<yf2py, R0, M41) < 91/29y,
K (u) et B(0, M) étant continues par rapport & M et K(0) = R(0,0) = 0
la démonstration du lemme 2 se trouve terminée.

§ 4. Démonstration du théoréeme 1. En vertu du lemme 2
pour chaque ¢ > 0 on peut choisir M > 0 tel que la solution w(?) de 'équa-
tion

w = K(w)+r—K(M), w0)=M
satisfait & 1'inégalité
O<w(t)<e.

En vertu du lemme 1 nous avons pour chaque solution z(t) et pour

la fonction v(t)

(4.1) v(t) = V(o(t)

tels que

(4.2) ()< M pour —h=It<0
Pinédgalité

(4.3) 0<Lv(t) tw(t)<e pour 0KLI< o0,

Considérons un 0 < uy, < R, tel que
(4.4) V(iz)< P pour |zr|<<pu

Posons
g= min V(r).
oSz <Ro
Choisissons un M, tel qu'on ait (1.3) avee M = M, et ¢ = ¢. La fonction
V(r) étant continue, il existe un 6 > 0 tel que 8 < uy et Vir) < M, pour
\z| 2 6. Pour des a(t) tels que

lz(t)] <6 pour —h <10
on a

0<Lo(t)y=V{z(t)) <M, pour —h<t<O
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et par suite
0<ot)=Vie@) <w(t)<eg= min V(i

(1) =V @) <wlt)<e= min V)
d’ot1 il vient que

e ()] < g pour 0 <Lt< oo;
4y étant queleonque, la démonstration de la stabilité est terminée.

§ 5. ExemMpLE. Considérons 1’équation

(5.1) &'(t) = f(t, z(t) +g(t, x(1—h))

Ol & = (@y, ooy Tn)y [= (f15 ey fu)y = (g1, s gn)y B> 0.
Supposons que

ft,0)=g(,0 =0 pour ¢t>=>0
};, g continues et telles que '
zf(t,2) < —alx®, a>0,
lg (&, 9}l < b)Yl
0<bt)<a, Db()<O.

Posons V(x)= |/ D #3i= [z|. Nous avons
ie=1

xf(t, x .
G D) L2 o)< —als) + b0yl = —aV () + OV (1),
at (5.1 iz ||

Ku)4+R(l,u)= —au+b(t)u< 0 pour u>0.
L’équation (1.7) est de la forme

w = —au

et par suite z = 0 est une solution stable au sens de Liapunow de 1’équa-
tion (5.1).
Remarque 1. Pour ’équation

(5.2) w'(t) = —au(t)+bu(t—h)
il n'existe pas de fonction de Liapunow avec une dérivée complite né-
gative pour |u| << R,, car de Dinégalité

Vilt, u) +Vaulty, w) (—au+bv) < 0
il vient

Vult, uyan >Vy(t, )+ Vu(t, u)vb
d’ol, v étant quelconque, il vient que’

Vut,u)=0 ou b=0
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et, par suite, b étant différent de zéro, V (¢, u) = V (¢, 0) = 0. La fonection
V(t, u) n’est done pas positivement définie.
§ 6. Le lemme 1 permet d’obtenir aussi d’autres théorémes con-
cernant la stabilité. Nous démontrons les théorémes suivants.
THEOREME 2. Admettons les hypothéses H,, H,1) et les Hypothéses
suivantes:

HyproTukses H,. La fonction K (u) est strictement décroissante. Dé-
signons par u,' la solution de équation

(6.1) K(u)+o=0
el supposons que pour chaque 0 < wu, # 4, on ait

7]
\ ) du
(6.2) Lf K(u)_l_—é)‘—oo:
(6.3) U > 0.

Sous les hypothéses H,, Hy,1) et H, la solution x = 0 de équation (1)
est stable au sens de Liapunow.

Démonstration. En vertu des hypothéses H, et H,1) nous avons
pour chaque solution (), telle que V{x(t)) < M pour —h < ¢ < 0, iné-
galité (2.8) (cf. lemme 1) et, par suite, pour démontrer la stabilité, il
suffit de prouver que

w(l) < Wp—pan pour t=0,
Umwy_xan = 0.
M~—0

La deuxiéme relation résulte de la continuité de K (u), (K(0)=0.)
De ’hypothése (6.2) il s’ensuit que les solutions u(t) de 1’équation

(6.4) w=K(u)+eo, u(0) 1,

ne coupent pas la droite « = u, pour ¢ fini. La fonction K (u) étant de-
croissante, on a

K(u)+po<0 pour o> u,,

Ku)y+o>0 pour u <,
e, par suite, dans le cas ol 0 < u(0) << u,, la solution u(l) de (6.4) est
croissante pour ¢ > 0 et on a
(6.5) 0 <u(0) < u(t)y <u,.

Posons g =7r—K(M). En vertu de (2.11) on a p=r—K(M)>
= M—K(M)> M et en vertu de (6.3)

Ue> 0> M
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et, par suite, w(t) est la solution de (6.4) telle que w(0) = M < u,, d’olt
en vertu de (6.5), on »

O< M<w(t)<<uy= gy pour 0=it< oo
et par suite
0 =S (1) < w(t)< Ur-r0NH;
de la convergence u,-x—>0 pour M -0 il résulte que pour chague ¢ > 0
on peut choisir un M; > 0 tel que
‘ 0<ut)<wt)<e pour t20,0< M < M,.

La stabilité est ainsi démontrée.

§ 7. TukoritME 3. Admettons les hypothéses H,, H, et les hypothéses
suivantes:
HyroTHESES Hy. Pour chaque e > 0 il existe un M, > 0 tel que

(7.1) K(t,e)+r—IC(t, M) <0 pour O0< M= M,.

Sous les hypothéses H,, H, et H; la solution x == 0 de (1) est stable (an
sens de Liapunow).

Démonstration. De l'inégalité (7.1) il résulte que (cf. [4]) pour
chaque ¢>> 0, 0 << M << M, on a

0= Vie@) <w(t)<e

(o w(0) = M, V(:r-(’t)) < M pour — 1 <t < 0) d’olt on obtient facilement
que pour chanque &> 0 il existe un 6 > 0 tel que |x(t)] < & pour ¢ >0
et lz(t)] <46 pour —h <t <0,
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