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Zur quasikonformen Spanne

Von ReiNer KUHNAU (Halle an der Saale)

Zum Gedenken an Franciszek Leja anlisslich seines 100. Geburtstages

Zusammenfassung. Fir die quasikonforme Spanne werden Abschitzungen und
asymptotische Entwicklungen angegeben, dazu geometrische bzw. physikalische Interpretationen
der auftretenden Grdssen.

§ 1. Einleitung. Es sei py(z) =1 eine flir alle komplexen z = x+iy
erklirte und z.B. stiickweise glatte Funktion mit py(u) £ 1 aber py(z) =1 in
einer Umgebung von z = co. Betrachtet werden alle quasikonformen
Abbildungen w =w(z) der z-Ebene, deren Dilatation p(z) (= 1) stets
p(2) < po(2) erfullt, so dass Konformitit in Umgebung von z = oo vorliegen
muss. Inz = co liege dabei hydrodynamische Normierung

a, a
(1) w(z)=z+—l+—§+...
z z

vor. Dann ist der genaue Wertebereich der so anfallenden Koeffizienten a,
nach [3] (vgl. auch [2], S. 98) eine abgeschlossene Kreisscheibe, deren
Durchmesser S in [6] “quasikonforme Spanne” genannt wird in Anlehnung
an eine bei konformen Abbildungen iibliche Terminologie. Ist m der
Mittelpunkt dieser Kreisscheibe, dann ist genau dann a, = a, = m+3Se**®
(@ reell), wenn w(z) diejenige eindeutig bestimmte Abbildung g,(z) ist, fiir die
die Differentialgleichung

Po=1——5—
Po + 1 (e gO)z

(e” e 9o)r =

erfiille ist.

Fir den Fall, es ist p,(z) =1 ausserhalb einer negativ orientierten
stlickweise analytischen Jordankurve & ohne Nullwinkel in den
Knickpunkten, p,(z) =Q > 1 im Inneren G derselben wurde in [10] bei
Kenntnis der Riemannschen Abbildungsfunktion zum Ausseren von € ein
Algorithmus zur Berechnung der quasikonformen Spanne dargestellt. Im
folgenden soll gezeigt werden, wie sich daraus die Mdglichkeit ergibt,
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Abschiatzungen der quasikonformen Spanne zu erhalten, wobei mit €
verbundene geometrisch bzw. physikalisch interpretierbare Grossen auftreten.
Anhangsweise wird noch angegeben, wie sich die quasikonforme Spanne
selbst physikalisch deuten lasst.

§ 2. Abschiatzungen der quasikonformen Spanne. Bei schlichter konformer
hydrodynamisch normierter Abbildung { = {(z) des Ausseren von € aufs
Aussere eines Kreises stellt sich bei letzterem ein gewisser Radius
R (= konformer Radius) und Mittelpunkt M (= konformer Mittelpunkt) ein.
Wir setzen zundchst von € voraus, dass R =1, M =0 wird. Nach [10] gilt
fir diesen Fall

(2) ls<1—n(-]-—¢)i oty |2
2 \q q I"=l 1nl >

wobei N eine beliebige natiirliche Zahl ist, ¢ = (Q—1)(Q+1) gesetzt wird
und fiir die ersten Summanden gilt

a%l = m(l _qu“)}— !

3) 2 2 -1
1-q*Dy, —q° Dy,
2 4D2 . | - ZD .
X2 =4 Uy %Tf( 4°Dyy) |—412D21 1—¢%D,,
mit
| T
(4) Dmn= .—_J¢md¢" fUr m# n,
2ni \/mn

¢

®,,(z) die Faber-Polynome (vgl.z.B. [12]). Fiir m = n ist in (4) rechts noch 1
zu addieren. (In [10] findet sich fir die D, noch eine andere Darstellung in
Form einer unendlichen Reihe in den zum Ausseren von € gehdrenden
Grunsky- Koeffizienten.)

Wir errechnen nun leicht

(5) D, =1-1I/n.
Das bringt aus (2) mit N =1 die schon in [10] angegebene Abschitzung

I -1
(6) iS <q—-{l—q2(l—!—)} )
118 T

wobei I den Inhalt von G bezeichnet. Hurtig geht’s weiter mit

_ 1 //i
™) Dy =Dy = ———= szfz = —¥1r5,
27[i\/ 2 n
¢
wobel
L
(8) s = i JJ zdxdy = Schwerpunkt von G.

G
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Hier und im folgenden ist niitzlich der Gausssche Integralsatz in der Form

1— Jgdﬁ = Jjg’ﬁ’dxdy
2i

¢ G

mit regulidren g und h. Schliesslich wird noch

I 2
(9) D22=l+_.JEZd22=1_—T;
4mi T
<
wobei
(10) T={f |z|? dxdy = Trigheitsmoment von G um z =0
G

(genauer: Tragheitsmoment einer dreidimensionalen zylindrischen Scheibe
der Dicke bzw. Zylinderhhe 1, wobei G Grundflache ist und die Dichte 1
sei).

Damit errechnet man aus (2) bei N =2

1—g?(1=2n"'T+2r" ' 1|s]?)
(1-¢*(1-n"'DI[1-¢g*(1=2n""' T)]-2rn"2¢* I*|s|*
Lasst man die Voraussetzung R =1, M = 0 fallen, ergibt sich aus (6) bzw.
(11) durch Ahnlichkeitstransformation der
SATz. Bezeichnet I den Flicheninhalt des Inneren von C, T das
Trdgheitsmoment in bezug auf den konformen Schwerpunkt, R den konformen

Radius des Ausseren von €, d den Abstand zwischen konformem Schwerpunkt
von & und geometrischen Schwerpunkt des Inneren, so gilt

|
11 1S <q-—-
(I 3 qn

(12) Squé-{l—qz(l—n_lR”ZI)}",

(13) S§<

5 I 1—-¢*(1=2n" 'R *T+2r" 'R *1d?
-0 -n 'R 2D - (1=2n 'R *T)]-2n 2*R CI°d*

Die Abschidtzung (13) ist niemals schlechter als (12). Die rechten Seiten
beider Ungleichungen stimmen genau dann Uberein, falls d = 0, also z.B. fiir
zentrisch symmetrische €. Durch Hinzunahme weiterer Summanden in (2)
lasst sich (13) weiter verbessern, wobei aber die Abschitzung natlirlich
entsprechend komplizierter wird. Fur eine Ellipse € steht nach [4] in (12)
und (13) das Gleichheitszeichen. Ob dies noch fir weitere € zutrifft, scheint
nicht auf der Hand zu liegen.
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§ 3. Vergleich mit anderen Abschiitzungen fiir S. Ungleichung (12) (und
also erst recht (13)) ist fir 0 < g < 1 echt schirfer als die unter (6) (rechts) in
[11] steckende Ungleichung (dic allerdings auch bei mehreren Kurven €
giiltig ist), in der der Fredholmsche Eigenwert von € benutzt wird. Dies folgt
mit Ungleichung (142) auf S. 78 in [1] (vgl. auch [8], Zeile 8 auf S. 126).
Man kann auch nachrechnen, dass (12) filr 0 < g < 1 echt schérfer ist als (8)
(links) in [11]. Andere noch unschérfere Abschitzungen von S finden sich in
[7]. Abschitzungen der Differenz beider Seiten in (12), (13) folgen mit den
Fehlerabschitzungen in [10].

§ 4. Entwicklung von S fiir kleine ¢q. Der Darstellung (22) in [10] fiir S
kann man unmittelbar entnehmen, dass S als Funktion von g fiir |g| < 1
komplex-analytisch ist (bei analytischem € mit Fredholmschem Eigenwert A
sogar fiir |g| < 4; vgl. auch [5]). In der zugehdrigen Potenzreihe treten nur
ungerade Potenzen auf. Fiir die ersten Glieder ergibt sich dabei

1 1 o
lS:—*(_"Q){'——*‘q“ IDn |2+0(q6)}s‘
2 q \4q 1-¢>Dy, n§2 1

' (19) , i
318 = ‘1;+‘13 {Dy1— Y IDul*}+0(q°).
n=1
Falls hier die unendliche Reihe in den iiber (4) zu berechnenden D,; als listig
empfunden wird, kann man diese so nach den geméss [8] verscharften
Grunskyschen Koeffizientenbedingungen zumindest abschitzen:

Q
(15) Z Dy |? = Z IZ CuCul’<i72 Y (Cul? <
n=1 k=1 k=1
Dabei ist A der Fredholmsche Eigenwert von €, und C,, seien wie in [10] die

reduzierten Grunsky-Koeffizienten. Das erste Glied rechts in (14) ist schon
nach [7] bekannt.

§ 5. Physikalische Interpretation. Es erscheint wilinschenswert, auch den
iibrigen in (13) auftretenden Grossen, nimlich R, d und S selbst, eine
geometrisch bzw. physikalisch evidente Deutung zu geben. Bei R ergibt sich
diese unmittelbar in bekannter Weise als modifizierte Kapazititsgrosse eines
Kondensators im Vakuum, wobei neben € ecine weitere Elektrode in Form
cines grossen Kreises genommen wird, dessen Radius tiber alle Grenzen
wichst. Der konforme Schwerpunkt ist der Schwerpunkt der Kurve €, wenn
die sich dabei auf @ einstellende Ladungsdichte ¢ als gewthnliche Dichte
verwendet wird. Mit der oben genannten hydrodynamisch normierten

konformen Abbildung (= {(z) ist nimlich bekannthch bis auf einen
unwesentlichen konstanten Faktor

dl -
ot = 108 M]'
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Hierbei wird

f oldz = -2 jdlog[t(z) M1 = 2n

[\ €

und also tats&chlich

—jgzldzl szlog[((z) M]——-I—J C(ﬁ)(Z)Md =M.

¢

Damit ist auch d physikalisch gedeutet als Abstand zwischen dem
gewtShnlichen (geometrischen) Schwerpunkt der Fliche G innerhalb € zu
diesem “elektrostatischen” (= konformen) Schwerpunkt von €.

Nicht so trivial ist eine solche physikalische Deutung bei S selbst. Dazu
betrachten wir das elektrostatische Feld, das in der z-Ebene entsteht, wenn in
ein urspriinglich homogenes " Feld (Dielektrizititskonstante 1) mit
Feldstidrkevektor (0, 1) ein Dielektrikum eingebracht wird, das das Innere
von & darstellt und die Dielektrizitidtskonstante Q besitzt. Das zugehorige
komplexe Potential im Sinne von [2] (S. 152/53) ist dann gerade mit den
eingangs genannten Abbildungen die Funktion igq(z).

Untersuchen wir nun den Energieinhalt dieses elektrostatischen Feldes
innerhalb eines Streifens |Imz| < h mit anschliessendem Grenziibergang
h— + 0!

Beginnen wir mit dem Energieinhalt W des Gebietes G- > G innerhalb
der (z.B. sttickweis analytischen und wie € negativ orientierten) geschlossenen
Jordankurve C:

W =3 ([ po-grad®(Reigo(2))dxdy.
Gc

Hier ist der Integrand offenbar die Funktionaldeterminante der Abbildung
do(2), so dass 2W den Bildinhalt von G, darstelit und also auch gilt

(16) W =4i| godgo.
(o

Nun sei C die Rechteckslinie mit den Ecken +!+ih (h hinreichend
gross). Wegen der Entwicklung go(z) =z+a, 0z '+ ... um z = o0 wird,
wenn noch analog zu (16)

den Energieinhalt innerhalb C fiir den Fall angibt, die Dielektrizitits-
konstante ist =1 in der ganzen z-Ebene,

(17) lim (W—W*) = —nRea, o+c-h™ 2

=+
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Dabei ist ¢ eine Funktion von h, die fir h - + oo beschrinkt bleibt; vgl. eine
fhnliche Rechnung in [9], wobei der Gronwall-Bieberbachsche Flichensatz
zur Abschatzung der Koeffizienten bei g, verwendet wird. Durch (17) wird
also die Anderung des Energicinhaltes des Streifens |Jmz| < h fiir den Fall
angegeben, innerhalb € wo urspriinglich auch die Dielektrizititskonstante 1
vorliege, wird ein Medium mit der Dielektrizitdtskonstanten Q eingebracht.
Also gilt: Die Anderung des Energieinhaltes des Streifens [JImz| < h strebt
fur h— + o nach —nRea, 5. Entsprechend strebt die
Energieinhaltsédnderung dieses Streifens fir h— +cc nach —n'Rea, ,,, wenn
innerhalb € die Dielektrizitdtskonstante 1 durch 1/Q ersetzt wird.

Damit ist die angestrebte physikalische Deutung filr die quasikonforme
Spanne § gefunden: Wenn man von der Dielektrizitdtskonstanten Q¢ > 1 zu 1/Q
iibergeht innerhalb Q, dann vergrissert sich der Energieinhalt des Streifens
|Imz| < h um einen Berray, der fiir h— + xx gegen nS strebt.

Ubrigens bringt es nichts ein, die Energieinhaltsinderung innerhalb eines
grossen Kreises |z| =r zu betrachten. Hiervon wird ndmlich nach (16) der
Grenzwert = 0 fir r — co.
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