POLONICI MATHEMATICI
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Propriétés des intégrales de I’équation parabolique
dans un domaine non cylindrique

par A. PISKOREK (Warszawa)

1. Introduction. Soit Dy un domaine non cylindrique [4] & n+1
dimensions (» > 2) situé dans ’espace-temps de points (X, t) = (2,, ..., Za, t),
ou X désigne un point variable de I’espace euclidien E™ & n dimensions,

la coordonnée du temps.

La frontiére du domaine Dy est composée des domaines bornés 2,
et 27 & n» dimensions dans les hyperplans ¢t = 0 et ¢t = T, et d’une surface
latérale sr située entre les hyperplans ¢ =0 et ¢ = 7.

Nous supposons que le domaine Dy est borné et la surface latérale sz
posséde l’orientation du temps (*) par rapport & 1’équation aux dérivées
partielles du type parabolique:

n 32

n
on 0
Q) PIu(X, 0= 3 el X, O gz + 30X, g +o(X, u—7r =0

i,7=1 k=1

ol les coefficients a;(X,?), bi(X,1?), c(X,?) sont continus dans le do-
maine cylindrique (produit cartésien) {2 x <0, T'>, contenant le domaine
fermé Dr dans son intérieur, et vérifient la condition de Holder:

|ais (X, ) —aiy (¥, 7)| < const(| XY+ [t—<t),
(2) [be(X,t)—bu(X,1)] <const(| XX, 4<,5,k=1,..n,
le(X,t)—ec(Y,t)] <const(|XYP*), O<h<l, O<HK<1

ou |XY| désigne la distance euclidienne des deux points X et Y.
La forme quadratique Z,:‘ a;i( X, t)£;E; est supposée définie-positive

4i=1
dans le domaine cylindrique 2 x (0, T'). Cette hypothese implique 1’exi-
stence des nombres positifs a et A tels que

(3) 4a(§£§) g;fi 0 (X, 1) Ej < 44 (2&)

() C'est-a-dire, la surface latérale s, n’est tangente & aucune caractéristique
t = const de I'équation (1).
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Sous les hypothéses (2) et (3) W. Pogorzelski a démontré dans le
travail [1] P’existence de la solution fondamentale I'(X, t; Y, ) de 1’équa-
tion (1).

A Daide de cette solution fondamentale I'(X, ¢; ¥, 7) on peut définir
les intégrales de l’équation (1), appelées potentiels généralisés relatifs
a cette équation et analogues aux potentiels relatifs a ’équation du type
elliptique.

W. Pogorzelski (v. [1], [2], [3]) a étudié plusieurs propriétés et établi
les évaluations de ces intégrales dans le voisinage de la frontiére du do-
maine cylindrique 2 x <0, T).

Griace & ces évaluations W. Pogorzelski (v. [2], [3]) a pu résoudre,
sous des hypothéses plus générales, plusieurs problémes aux limites pour
I’équation parabolique quasi-linéaire dans le domaine cylindrique £ x
x {0, T.

Dans cet article nous établirons des évaluations des potentiels géné-
ralisés relatifs 4 1’équation (1) dans le voisinage de la frontiére d’un do-
maine non cylindrique Dy et dans le article suivant nous les appliquerons
a la résolution du probléme aux limites pour ’équation parabolique quasi-
linéaire dans ce domaine non cylindrique Dr.

Par conséquent cet article est une continuation de mes articles pré-
cédents [4], [5].

L’auteur tient a remercier M. W. Pogorzelski de ses remarques au
cours de la rédaction de ce travail.

2. Définitions et formules principales. Rappelons (v. [1])
que la solution fondamentale I'(X, t; Y, ) de 1’équation (1) est donnée
par les formules suivantes:

(4) 'x,t Y,r) =w?X,t; Y,7)+w(X,t; Y,?),

i
5) WX, ¥,1)= [ [[[wMoX,t; M, 0)®(M, 6; ¥,7)dMdo
T Q

ou la fonction

n"

D> abi(M, 0)(@i—y) (2 —Y;)
(6) wMNX,4; ¥, 1) = (t—7)~"* exp| — 1=

4(1—7)

est la quasi-solution, bien connue, X = (2, ..., Zs) ot ¥ = (Y1, ...s ¥n)
sont deux points arbitraires du domaine 2, 0 <7t <t < T, a¥(X,t) dé-
signent les éléments de la matrice inverse de la matrice [ay (X, t)], et la
fonetion &(X,?; Y, 1) est une solution de 1’équation intégrale:

¢
(1) O(X, Y, 1) =H(X, Y,0)— [ [[[N(X,;M,0)0(M,06; Y,7)dMd6
T Q
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ou 'on a:
N(X,t; M, 0) =[det(a”(X, )] "PL™?(X, t; M, 0)],
f(X, t; Y7 T) = (2"/’7‘)-RN(X5 t; Ya 7).

Le premier terme de la somme (3) est infiniment dérivable en
tout point (X, t) # (Y, ) du domaine 2 x (0, T) et ses dérivées d’ordre
arbitraire vérifient des inégalités, que nous écrivons pour abréger de la
facon suivante:

3k0+k|+---+kn

const
w(MIO)('X’ Y, 7)< (t__,r)lllXY'n+2ko+k1+...+_kn—2u

(8)

8t"°8w{" e 8a>ﬁ"

u étant une constante positive arbitrairement fixée.

La solution &(X,?; Y,7) est définie pour tout point X # ¥ du
domaine 2, et 0 <7t <t < T (v. [1], p. 41-44) et vérifie une inégalité
de la forme suivante:

const
(9) |D(X, 8 Y, 1) < (t— | X Y pomte=w

ol h* = min(h, 2h') et x est un nombre positif arbitrairement fixé a 1’in-
térieur de l’intervalle (1— }h*, 1).

D’aprés [1], la fonction I'(X,t; Y,t) donnée par les formules (4),
(8), (6), (7) est la solution de I'équation (1) pour tout point X # ¥ du
domaine 2 et 0 <7t <t T.

Remarquons que la solution I'(X, ?; Y, ) est bien définie pour deux
points différents quelconques (X,?) et (Y, r) du domaine Dy, puisque
le domaine cylindrique 2 x <0, T'> contient dans son intérieur le domaine
non cylindrique Dy.

Admettons que la surface latérale s7 du domaine non cylindrique Dr
vérifie les conditions connues de Liapounoff (v. [4], p. 126), dont 1’une,
concernant P’angle (Np, No ) entre les normales intérieures Np, et Ng
aux deux points arbitraires {P, t) et (@, 7) de la surface sr est de la forme
suivante:

(10) (Np,, No) =const(|PQ* +[t—7), 0<d <1, O0<a<l.

Rappelons (v. [4], p. 125-126) que nous désignons par S, la variété
a n—1 dimensions formée par l’intersection de la surface latérale sr et
du plan ¢ = v et par {2, la variété a n dimensions, formée par ’intersection
du domaine D7 et du plan ¢t =1, pour 0 <7< T.

D’aprés les formules (4), (5), (6) et les résultats obtenus dans les
travaux [1], [5], les dérivées de la solution fondamentale I'(X,t; @, 7)
de la forme:

ot krtetka

W—a—m-k—nf(x,t; Q,T) pour 2ko+k1+...+kn <2
... 02p
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sont continues pour X #Q et 0 <7t <it< T, ou (X,1) désigne un point
du domaine Dr et (@, t) un point de la surface sr.

Dans ce domaine D7 on peut, en s’appuyant sur les propriétés de la
solution fondamentale I'(X, ¢; Y, ), définir les intégrales suivantes de
I’équation (1).

I. Le potentiel de simple couche, défini par l'intégrale

t
(11) UX,t) = [ [[T(X,1Q,7)¢(Q,7)d8dr,
° S,

ou la fonction intégrable ¢(Q, r) — dite densité de la couche- est définie
sur la surface latérale sr.

II. Le potentiel de charge spatiale
¢
(12) VX, )= [ [[[ X4 ¥,v)e(¥,v)d¥ar,
¢ o

ou la fonction intégrable o(Y,7) — dite densité de la charge — egt
définie dans le domaine Dyp.

I11. L’intégrale de Poisson-Weierstrass
(13) J(X,t) =[[[I(X,4 ¥,0)§(¥)dY,
29

ou la fonction intégrable f(Y) est définie dans le domaine £,.

3. Evaluations des potentiels dérivant d’une densité non
borneé. Considérons d’abord le potentiel de simple couche U(X,t)
dérivant de la densité non bornée ¢(Q,7). On a le théoréme suivant:

THEOREME 1. 87 la densité ¢(Q, v), définie et intégrable sur la surface
latérale sy satisfaisant aux conditions de Liapounoff, vérifie Vinégalité:

(14) 19(@,7)] <% (@, 7) €52

ol M, est une constante positive et u, une constante non négative inférieure
a Dunité, alors le potentiel de simple couche U(X, t) et ses premiéres dérivées
spatiales admetient des limitations de la forme:

const M
(15) U, 0] <5550,
kl+u-+kn
(16) 0 U, 1)< const M,

ozs* ... owy" gt Y X PP

o }<p<l, ky+...+ka <1, p* est une constante arbilrairement choisie
dans la partie commune des intervalles {(}, %> et {},1—4imax[%, (1 + u,)])
c'est-a-dires {},%> ~<},1—1imax(%, 1(1+p,)]), e |XP|= g:isn (1 XQ1),

cest-a-dire: P est un point de la variété S; le plus rapproché du p'oint X.
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Démonstration. Démontrons d'abord la limitation (16). La dé-
monstration de la limitation (15) est analogue et plus facile, ¢’est pourquoi
nous 'omettons.

Soit ¢ assez petit pour que les inégalités de Liapounoff (v. [4], p. 131)
pour la partie of de la surface sz soient vraies (2). Supposons que le point
intérieur (X, ?) du domaine Dy soit situé dans le voisinage de la surface sy,
de sorte qu’il existe un nombre positif 7z, tel que 'on ait (X, t;) € St,
c’est-a-dire X € 8,,. Supposons que 0 <71, <t, car dans le cas 7, >1
la quasi-solution w@(X,¢; @, ) et ses dérivées d’ordre quelconque sont
réguliéres.

Pour trouver ’évaluation de la dérivée premiére spatiale du potentiel
U(X,t), décomposons l'intégrale de surface sous le signe de l’intégrale
simple en deux parties étendues a la portion D? et & la variété restante
8. -2, ot ) désigne la portion de la variété 8, découpée par le cylindre
W (P, d/3) dont ’axe est la normale 4 la variété S, au point P et le rayon
est d/3, conformément aux conditions de Liapounoff, ol le point P est
déterminé par la relation |XP| = ;Onig (|@X|) et d est la constante dont

€ 14

il s’agit les conditions de Liapounoff.
Nous pouvons alors écrire cette dérivées sous forme d’une somme
d’intégrales:

(17) Uil X, 1) = I(X, ) + I(X, )

oll
¢

(18) (X, = [ [[ X, 40,7)0(Q, v)dSedr,
0 g
¢

(19) LX,t)= | [[IX,4Q,7)9(@,7)dSedr.
0 S,—Z.':

Remarquons qu’en vertu des formules (4), (6), (5) et des limitations (8),
(9) Vintégrale I,(X,t) admet la limitation:

const M,
t#+u¢—1

(20) [ I(X, t)| <

ou u est choisi dans ’intervalle (g(l—h'), 1). Grace a la formule (4), on
peut écrire la premieére intégrale I,(X,?) de la somme (17) sous la forme
suivante:

(21) Il(XJt) =i(Xat)+;(X7t)

(*) 8i ¢t n'est pas suffisamment petit, nous décomposons le potentiel U (X, ) en

deux termes:
=5

¢
(i) UX,ty=(f+ [)[JI(X,t:Q,7)9(Q,7)dSeds
° -6 S,

ol ¢ est un nombre positif assez petit pour que les inégalités de Liapounoff soient verifiées,
8i {—d < t. Le premier terme de la somme (i) est borné et le terme restant exige des
considérations plus délicates.
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en posant
(22) ‘i(X t fffaw(q")(xx“t Q’T) Q’ )dSQdT,
(23) HX, 1) = fffa“ (X, & Q"’qa(q,r)dsodr.

Remarquons que, d’aprés les conditions de Liapounoff (v. [4], p. 126),
on a les inégalités:

S P. 1 | XP|
(24) 0<y IXQI <y, xeonst < X~] ,
ol Q' est la projection du point @ sur le plan tangent au point P de la
variété S,, P — le point d’intersection de la normale & la variété S; au
point P, déterminé par la relation |XP| = m1n (| XQ)), avec la variété S,,

enfin const et y sont des constantes pos1t1ves dépendant de la surface
latérale sr.

En nous appuyant sur les conditions de Liapounoff, les formules (5),

(6) et les inégalités (8), (9), (24), nous avons:
t dfs
r*—2drdv
(25) |1(X, t)| < const M, [f TR

ou r = |PQ’|, et u est choisi dans l'intérieur de l'intervalle (}(1— h*), 1).

Grice & la représentation localement analytique de la surface laté-
rale sr, remarquons que pour le point P de la portion ¢ on obtient (v. [4],
p. 127) les égalités suivantes:

~ a 0 XX 0 2 ?9 - iz

(26) 1xp|=| 9{0, - ’;+ (v—2) lt—r| (0<#<1),
ogl0, ..., 0, 1.+ 0(t—12

(27) | XP| = 900, ’;+ (t— ) t—7.] (0<6<1).

L’intégration faite, nous pouvons, en vertu de la formule (26) écrire
I'inégalité (25), sous la forme:

const M,
(28) I’G(X t) ( f|6g(0 ,rx+19(‘r—‘rx))/3‘r|)2_2“—h‘ X

f'r"'f’t T r—r M

Choisissons la constante u de telle maniére que u<<1 et 2—2u—h*+
+ #tp < 1, c’est-a-dire choisissons x 4 l'intérieur de l'intervalle (}(1—h*+
+ p,), 1); alors Vintégrale simple dans linégalité (28) est bornée.
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Grace 4 ce choix de la constante u, I’intégrale (X, t) admet la limita-
tion suivante:
‘const M,
. 2—2u—h* X
(inf|2g (0, ..., 0, 7z + B (v —172))/x)

. _1_ P .1
y (Ti"+h 1-ug (t_Tz)Zy-t—h 1 ,uq,)

29) |i(X,1)| <

(t—12)* t (t—7z)™

ou }(1+4pu,—h*) <pu<l.

Pour trouver une limitation de l’intégrale i(X, t), nous remarquons
que la condition (3) implique ’existence de deux nombres positifs b et B
tels que:

(30) XYL < D ail(Y,7)(@i—yi)(@;—y;) < 4B| XY .
4i=1

D’aprés les inégalités de Liapounoff, la formule (6), I'inégalité (30)
et 1’égalité (24), nous avons:

2| X P2
¢ const M exp [— —Gb(;"E)P 5l as byt
. n—1
(31) |z(X,t)]<f p (f r exp[ T )]dr)dr

0 0

ol r =|PQ'l, C est la constante figurant dans la deuxiéme des inéga-
lités (24).
En posant dans ’inégalité (31) sous le signe de ’intégrale intérieure:

(32) =1 ]/t_’)mR

nous ramenons l’inégalité a la forme:

% ‘exp[—

(33) |i(X,t)| < const M, (f Rﬂ—lexp(_Rz)dR)f (t—17)
0 ]

PR(E—T)
Pour trouver une limitation de l’'intégrale ¢(X, t), il suffit d’évaluer

Pintégrale en z, que nous désignerons par i(¢, r;), et que nous pouvons
écrire, grace 3 la relation (26), sous la forme:

) ; (G’(t——‘rﬂf)l—u exp [_ _(P-(t—rz)z] d

Cbxﬂlxﬁlﬂ]
d

t—1 t—t
G2 (T — )2t — )

(34) i(t, 7z) =

oun @ =z(b0)1/2inflag(0,...,O,rz—ﬁ(r—rm))/ar], et y est une constante

positive non supérieure a 'unité, c’est-a-dire 0 < u < 1.
Décomposons ’intégrale i(f, ;) en trois parties étendues aux inter-
valles (0, ), (7z, $(t+72)), (3(t+72), 1)
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Pour la premiére et la seconde, que nous désignons par %(t, ;) et
i5(¢, Tz), DOUS aurons:

sup(...) “exp[— (...)] B(1— p, 2u—1) 1o #~"
(35) ‘i1(t,fa=)‘ < =

G =)

36 : 2“!‘*“*’8‘31» () “exp[—(...)] (t—z)* "7
(36) l”z(tr 73)' < (2”—,1,’—1)(;2_2” ) (t—Tz)"

ou pu,+2—2u <1, et B(1—u,,2u—1) est la fonction B d’Euler.
Pour limiter la troisieme partie, que nous désignons par i,(t, 7z),
nous écrivons, d’aprés 1’inégalité de Holder:

$

(37) [ia(t,rz)|<6i_%( f( dv )l/px

2_
T— _rz)li(#¢,+ 2p)

(t+zz)/2
— 2\ g(1—pu) — 2 \ 1
¢ (Gz(tt— ::I:) ) A exp [_ qut(f_ TT::) ] a
x (t—7)am dr
(¢+1z)/2

ol 1/p+1/g=1 et ¢ > 2.
Aprés avoir intégré le premier facteur, en posant pour le second
facteur:

Gl —1z) e
1—(v—12)/(t—72)
nous avons:
—2,—a8 /g
b1 \gyp | sa-%¢=e2 ds)
(38) Iis(t;'lf:)'g( 1-2 ) 2 T pp—1/
1-p(pe+2—2p) G2t —15) "™

const
T (g=1)1 (-

En réunissant les résultats obtenus (35), (36), (38) nous auroms:

Const -t #~'  const-t#* ' Const-t* ¥

(XL <
(39) [iX,) < ) F (1 — ) (I— )"

ou $(1+4p,) <u<1l.

D’apreés les résultats (29) et (39), l'intégrale I,(X, t) admet la limita-
tion suivante:
const M > #o ™"

X, <
(40) !Il( H t)l < G2—2M(t_,r:)ll
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En profitant maintenant de la formule (27), nous arrivons a 1’iné-
galité:
const wy(t, 7;) M 4™ e~

(41) L(X, 1) < P

ol .

|2g(0, ..., 0, 7o+ 0(t—z))for "

elt; Ta) = (inf'@g(o, ey 0, t¢+15‘(r—1z))/3r|)2—2_";

u est une constante fixée arbitrairement dans l'intervalle (}(1+ u.), 1).
Si p est choisi dans l’intervalle (max(g, 31+4u)),1>, clest-a-dire

(42) max (§, 3(1+p,)) < p <1

nous voyons que la fonction w(t, ;) est bornée pour tout 7.

En posant dans la limitation (41) g = 2—2u*, ou " est choisi dans la
partie commune des intervalles {},1—}max(§,3(1+u,)) et 4,2,
c’est-a-dire u* vérifie les inégalités:

(43) I<p*<l—imax($, 3(1+pu)), 3<p<3%;

nous pouvons écrire:

const M wt* ™"

ou w = Sup ws(?, 7z).
0€1@<‘

En nous appuyant sur l’inégalité (20), nous arrivons ainsi & la limi-
tation (16), c.q.f.d.

Remarque 1. Dans le cas ¢t <1, < T (v. p. 305) les inégalités (25)
et (33) donnent des limitations de l'intégrale I,(X,t) du type (16).

Remarque 2. Pour la démonstration, on peut remplacer la con-
dition (10) par la condition plus générale:

(45) (¥p,y Ng,) < const| PQ|*

et en demandant que la surface latérale s, soit de classe C.

Remarque 3. Les valeurs limites du potentiel U(X,t) et de sa
dérivée transversale (v. [4], p. 128 et 136) dans le cas d’une densité con-
tinue ¢(Q, 7), satisfaisant & la condition (14), sont valables pour ¢ > 0.
Les démonstrations de ces propriétés sont analogues 2 celles de I’article [4].

Dans le travail [3] W. Pogorzelski a établi quelques théorémes sur le
potentiel généralisé de charge spatiale dérivant d’une densité non bornée
dans un domaine cylindrique 2 x {0, 7). Nous établirons une évaluation
de ce potentiel dans le voisinage de la frontiére du domaine non cylindri-
que Dz. Nous avons le théoréme suivant:

Annales Polonici Mathematici XII 21
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THEOREME 2. 8¢ la densité o(Y,t) est intégrable dans tout domaine
fermé situé a Vintérieur du domaine non cylindrique Dy et vérifie Vinégalité:

(46) (Y, )| S—2 . (Y,r)eDs

Ho P
T IYle e

ou M, est une constante positive, u, et p, sont des constantes non négatives,

inférieures a Dunité (0 < p, <1, 0 < p, <1), Qr est un point de la va-

riété 8, le plus rapproché du point Y (|YQy| = min (| YQ|) et la surface sr
QES‘

de Liapounoff vérifie la condition suivante:
(47) (Np,, No,) = const (| PQ|+|t—1[")

alors le potentiel de charge spatiale et ses premiéres dérivées spatiales ad-
mettent les propriétés limites suivantes:

akl+-..+k” akl+~--+k,,
(48) X->P awflmamﬁ,, (X,1) 3.’1:{“...6.7:;‘," (P, t),

uniformément par rapport @ P e S;, t > 0 étant fizé, et les limitations sui-
vantes:

Const M
(49) lV(X’t)lg_ty_ﬁFTg!
ak1+...+ kyp CO]lSt M‘
= <0
(%) et oy Y| S R

ol pf2 < p<l, 3(14p) <p*<l, k+..+ks =1.

Démonstration. Eu égard & la densité non bornée o(Y, ) dans le
voisinage de la frontiere du domaine D7 on peut définir le potentiel de
charge spatiale et ses dérivées premiéres spatiales en tout point (X, ?)
du domaine Dy par les intégrales singuliéres de la fagon suivante:

3k1+'"+k" k1+ tkn
1y L ffffg S (Xt ¥,v)aYdr
aw{"...aa:,, =0 ..oz

ou Q7 est I’ensemble de tous les points Y du domaine £, qui satisfont
a la condition:

[ ¥Qr|>n>0, |¥YQy|= min (YQ]).

Nous désignons la frontiére du domaine 27 par S7. En vertu de la
condition (47) la variété S7 admet presque partout un plan tangent; en
outre, grace & la condition (47), il existe un nombre positif é tel que les

normales aux points de la variété S, ne se coupent pas & une distance
de la variété S, plus petite que 4.
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Nous rappelons [4] qu’en tout point P; = (P,t) de la surface sy on
peut construire un systéme de n 41 axes rectangulaires P¢,, &,, ..., &z, ¢
(admettant le point P, = (P,{) comme origine).

Dans ce systéme, la représentation analytique d’une portion de la
surface sy, au voisinage du point P;, est, d’aprés les conditions de Lia-
pounoff, la suivante:

(52) dn = 9(Qy ey Qn—1,T)

ol la fonection g(qy ...y gn—1,7) admet des dérivées premiéres, vérifiant
une condition de Hoélder du type (47), et quy ...y @n—1,qn, T désignent
les coordonnées d’un point @, = (@, r) de cette portion.

Per conséquent, au lien du systéme rectangulaire (&), ..., &n_1, &r)
nous considérons un systéme curviligne (4,,...,4,-1, ). Par rapport au
systéme (4, ..., 4,—1, 1) on peut déterminer la position du point ¥, & une
distance de la portion D, plus petite que 4, par les coordonnées
Qis ooy Grn—15 Y, OU Gy ..., Gn—1 SoNt les coordonnées du point @y par rapport
au systéme rectangulaire (&, ..., &u—1, &) et y est la distance du point Y
a la portion D), cest-d-dire y = |¥YQy|.

Done, en vertu de la représentation analytique (52), nous avons:

Y09 (qsy -y @n—1, 7)[0¢;
n—1
Vit 3 bota s ooy o

Yn =9(quy vy Gn—1,7) + — Y .
]/1+ kg{ (ag(!h; evey Gn—1y 7)/aqk)2

Grice & la condition (47), le déterminant Y1y veey Yn-1) Yu) de cette
(qry ooy Gn-1,Y)
transformation existe presque partout et par suite on a:

Yi =qi— , t=1,..,n—1,

(53)

0 cery Yn—
(54) Ay, ... QY n—10yn = 3(?5111,, ...’,yqn_ll’, ?;/")) dg,...dq,—dy .

Pour prouver l’existence de l'intégrale (51) nous considérons 1’inté-
grale suivante:

k1+...+kn
(55) VX1 f ff é DX 4 7, 7)0(¥, 7)Y

3:0"‘

et nous allons démontrer que cette intégrale est bornée pour tout ¢ et
7 <ad.

Soit (X, ) un point intérieur fixé du domaine Dz ; posons pour ab-
réger x(r) =|XP|. D’aprés le théoréme de Borel, il existe une famille

21*
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finie d’ensembles {0.} qui recouvre 'le domaine Q7 —0°. On peut déter-
miner ces ensembles de la facon suivante:

(56) 0.~8 =3,
car
(57) Or={Y=(QY7y):QY€2$yO<y<a}.

Pour démontrer P’existence de 1’intégrale (51), nous considérons le
cas ou k,+...+ ks =1, la démonstration dans le cas restant étant ana-
logue et plus facile.

D’apres la formule (4), nous décomposons I’intégrale étudiée V3 (X, t)
en deux parties:

(58) VX, t) =InX, 1)+ 10(X, t)
ol

08) LT, —J fff am W, 6 ¥, 1) e(¥, D,

(59) I'(X,1) =f Jffa—hl (X,8 Y, v)o(Y,r)d¥dr.

: 9;'-9': ozt ...aw,,
’fl+.-.+lﬂg a
En posant —k——— = — et en profitant de la limitation (30) nous
3 ! aa: ox;
avons
|1 XY
,. a1, 307, 0) (@ yilosp [ - LELL]
(60) I(X, t)<2f fff | dYar,
©3 ¢ g1”gno, 21— )" | X Qe

61) DR&X,n < Zf fff Const M,d Ydr

{0;} » -QﬂO 1—)“ IYQ I"QIXYP-H oud—n’

(Z; désignant la sommatlon des intégrales étendue & tout ensemble
03

Q1 — 22~ 0, pour 0, ¢ {0,} et 3(1—h*) < u* <1.

Pour étudier ’existence des intégrales (51) il suffit, dans les sommes
figurant aux inégalités (60), (61) de considérer les intégrales étendues
au domaine Q7 — Q% A 0, contenant le point X.

Nous désignons ces intégrales par Jf,(X , 1) et Jo(X, t) respectivement.

Remarquons que, d’aprés les conditions de Liapounoff et les for-
mules (53), nous avons:

(62) | XY[ > C|PQ[ + gh+ y*(1 — cos® (&, Tgy)) + (@(r) — y cos (£a, Tigy))’

ot XeQ1—2~0,, Ye21—22~ 0,, C est une constante positive qui
ne dépend que de la surface s7.
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Pour limiter Vintégrale J5(X,t) il suffit d’appliquer une transfor-
mation des variables y,, ..., ¥» d’aprés les formules (53) et 1a limitation (62).
Nous aurons alors:

(63)  |J7(X, 1)
dis
! const M, M, by®\ [ a1 ( bOr?\
Foli— )n/2+1{ﬂfy [(" l)cyexP( t—'r)j roexp (= At
as
by? B bCr2
+(n—1)exp (— tz‘t)_f ™ lexp (— E:-E)dr-l—

2 2
-+ cexp (— tb—y-r)f r"exp (— fc’;)dr +
]

t—1

+ (z(r)— y)exp( M)J‘ya r"_2eXp( bor )d r -+

dais

2 . 2
+cyexp (— tbf )J r"exp(—- %) dr}dy}dr

T

ol r =|PQ%|, O est la constante dont il a été question dans la
relation (62), ¢ la constante figurant dans les conditions de Liapounoff et
M, = sup|aii(X, 1)|.

En posant:

nous aurons:

4
Const M dr
ot — r)u+.u;)rz )

Si $(1+p) < p* <1, lintégrale Jy(X, t) vérifie 'inégalité suivante:

(64) (X, t)] <

¢
Const M dr

65 ’ < :
( ) ]J'I(X! t)’ < Tye(t__,r)#

Par conséquent, l’intégrale lﬂ(X , t) est bornée et admet pour tout
e, <d et t >0 la limitation suivante:

const M,

+,u -1

(66) DX, 1)] <

obt }(1+p) <p* <L
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Passons & ’étude de la- seconde, Jo(X,t), des intégrales (57). En
profitant de la limitation de la fonction w (X, t; Y, r) et des inégalités (8),
(9) et (62), nous avons:

] n—2
67) |JUX, )| < fc‘mStM f #o” r_dr ]dydr.

Te(t—1)" (g 4 92y F 12t =R

En choisissant la constante p** dans lintervalle (}(1-+ p,—h*), 1),
c’est-a-dire: 3(1+ p,—h*) < u** <1, nous obtenons, aprés l’intégration,
la limitation suivante:

T Const M,
(68) ’J:(X’ t)| gW‘T—T‘?

Par conséquent lintégrale I°(X,t) est bornée pour tout e,7 et
t > 0, et admet la limitation suivante:

- Const M
(69) X, 1) < st
ot 3(1+p) <p*<1l

Donc les limitations (66), (69) assurent ’existence des intégrales (51)
pour ¢t > 0.

Dans le cas ou le point (X, t) coincide avee le point (P, t) de la fron-
tiere du domaine D7, la démonstration de ’existence des intégrales (51)
est analogue & la démonstration donnée plus haut.

Grice aux limitations (66), (69), on peut démontrer la formule (48)
par la méthode classique de la théorie du potentiel et nous la ne repro-
duisons pas.

Dons, en réunissant les résultats obtenus, on arrive & la conclusion
du théoréme 2, c.q.f.d.

Remarque 1. Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 2
et sous la condition que la densité ¢(Y, 7) soit continue et vérifie la con-
dition de Holder:

(70)  |o(¥,7)— Y)\<-K— L o+ 1 Vixere, o<w<1,

e \|TQrle | TQwle

le potentiel de charge spatiale, dérivant de la densité o(Y,t), vérifie
I'équation suivante:

_ @V e(X,)
(71) T[V(X7 t)] - (det[a”(X, t)])uz

en tout point intérieur (X, ?!) du domaine non cylindrique Dz.
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Remarque 2. Si la frontiere du domaine Dz satisfait & la méme
hypothése qu’au théoréme 2, V’intégrale de Poisson-Weierstrass dérivant
de la densité intégrable f(X) satisfaisant & la condition

M,
(72) If(X)| < \|XP”" o< <1, |XPI= glel;: (1 XQ])

et ses premiéres dérivées spatiales admettent les limitations suivantes:

const M
(73) |J(X,t)| <-—7—’,
it tkn Const M,
(74) aa:fl...aw,’:"J(X’t) S TR

o fuy<p ky+...+k =1.

La preuve de ces limitations résulte immédiatement de la démon-
stration du théoréme 2.

Nous avons encore le théoréme. suivant.

THEOREME 3. Si la densité imtégrable f(X), satisfaisant & la condi-
tion (72), vérifie la condition de Holder:

1 1
75 X—-f(H<K - Xyt
(75) 1) =D < B {50 + 7)1 XY

et la frontiére du domaine Dy vérifie la condition (47), alors les dérivées

premiéres spatiales de Vintégrale de Poisson-Weiersirass admettent les limi-
tations:

(76)

grit--tkn _ Const(M, + K,)
oy’ ax;" Hh|< D¢ JE

ot pyf2—3min(h*, v)) < u < wy/2y by +kn=1,0 <, <1,
Démonstration. D’aprés la formule (4), nous décomposons la

premiére dérivée spatiale de l'intégrale de Poisson-Weierstrass en deux
parties:

(77) J-’R(X7t) =j‘(X,t)+;‘(X,t)
ou:
" aw'"(X,t; Y, 0)
(18) X, 0 = fo [ O (T)aY,

(79) (X, t)_fffaw(xa; L O)f(Y)dr









