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Sur une caractérisation de la fonction sinus

par L. DUBIKAJTIS (Torun)

Dans [2] M. Kuezma considére le probléme de la caractérisation
des fonctions trigonométriques a 'aide d’équations fonctionnelles. I1 y pose
le probléme suivant: caractériser la fonction cosinus comme la solution
unique d’'une équation a une variable vérifiant des conditions supplé-
mentaires aussi simples que possible. Dans ce but il remplace I'’équation

(a) ¢(2z) = 2¢*(z) —1

(considérée par H. G. Forder [1]) — par une autre équation, quoique
plus compliquée, mais telle que ¢(x) = cosz soit son unique solution
continue, de période 2w, déterminée pour tout x.

Il est facile de vérifier que la résolution-de ce probléme, proposée
par M. Kuezma, peut étre représentée sous la forme suivante:

La fonction ¢(z) = cosx est la solution continue unique de ’équa-
tion (a) ayant la péricde 2w, déterminée pour tout = et vérifiant les con-
ditions suivantes:

(b) p(#)>0 pour —p<o<g,
(c) p(z) <0  pour ggmg%.

Les conditions concernant la fonction ¢(z), quoique assez simples,
sont ici bien nombreuses.

Nous allons résoudre d’une maniére semblable, mais moins com-
pliquée, un probléme analogue concernant la fonction sinz.

THEOREME. ¢@(z) = sinz est la fonction unique vérifiant les conditions
suivantes:

(1) @(x) est déterminée pour tout x et vérifie Uéquation
: 7
2¢2(m)+¢(§ —2m) =1,

(2) p(x) est une fonction impaire (c'est-a-dire ¢(—x) = —@(2)),
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(3) @(x) est positive pour 0 <z < 5,

k1Y
(4) ¢(x) est continue dans un eniourage du point 0.

Remarque 1. Nous verrons plus tard (lemme 2) que les condi-
tions (1) et (2) impliquent que

(5) la fonction ¢(x) est périodique avee la période 2r.

Mais la condition (2) ne peut pas étre remplacée par (5), car il existe
une fonction: ¢(z) = §, vérifiant les conditions (1), (3), (4) et (5) et ne
vérifiant pas la condition (2).

Remarque 2. La condition (3) joue aussi un rdle essentiel, car
pour chaque % entier les fonctions

(6) p(@) = (—1)sin[(2k 4 1)2]
vérifient toutes les conditions (1), (2) et (4).
Remarque 3. La condition (3) peut étre remplacée par la suivante:

wSl 0 < 2 < g-, 0<gx)< ]—/1,——_.”, car cette condition implique en vertn
de (1) la condition (3).

Remarque 4. La condition (4) peut étre remplacée par la suivante:
»9(x) est continue (') dans un intervalle <0, ¢) (ot ¢ > 0)”’, car cette con-
dition implique en vertu de (2) la condition (4).

Pour prouver notre théoréme nous démontrerons quelques lemmes.

LEMME 1. Les conditions (1) et (2) impliquent
(7) p(r—a) =p(2).

. b
Démonstration. En mettant: y = —2 = - — nous obtenons

d’aprés (1) les égalités:

et
)= N R . B A S W
o(m w)-_cp(rr 5 a~) _-cp\2 .N) = 1—2¢%*2).
Comme d’aprés (2) on a ¢*y) = [—e(—¥)]? = ¢**), nous en concluons

que ¢(r—a) = ¢().
LEMME 2. Les conditions (1) et (2) impliguent que

(8) ¢(z+27) = @(z).

(*) Cela veut dire que @ (x) est continue dans (0, ¢) et continue & droite au point 0.
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Démonstration. En se basant sur la condition (2) et sur le lemme 1
on obtient les égalités suivantes:
¢(2r+ ) = plr— (2r+2)] = p(—7—2) = —¢(r +2)
= —¢lr—(n+a)] = —p(—u) = p(x).

LEMME 3. Le conditions (1), (2) et (3) tmpliquent que pour chaque x
le signe de la fonction @(x) est déterminé d’ume maniére univoque.
Démonstration. En vertu de (2) on a ¢(0) = —¢(—0), d’olr résulte

(9) ¢(0) =0.

Dongc, en mettant = 0 dans (1) on obtient tp(g) = 1. Nous avons done

p(z) =0 pour 0 <z < On en conclut, d’aprés le lemme 1, que

ol A

@(x) = 0 pour 0 < # < =, done d’aprés (2) on a ¢(z) < 0 pour —nw < 2 < 0.
Le signe de ¢(x) étant déterminé dans l’intervalle {(—mx, n), elle est dé-
terminée pour chaque z en vertu du lemme 2.

LEMME 4. Les conditions (1), (2) et (3) impliquent que la fonction ¢(x)

kr
n—1

est déterminée d’ume maniére univoque en tout point de la forme x =

(0% k et n sont des entiers et n = 0) (3).
Démonstration (induction par rapport & =).

1° Pour n =0 nous considérons ‘P(gi)’ c’est-a-dire ¢ (2kw). D’apres

le lemme 2 on a ¢(2krn) = ¢(0) donc d’apres (9): ¢(2kw) = 0.
2° Supposons que pour un nombre fixé n et pour tous les entiers k,

211-—1

les valeurs q)( kn) sont déterminées d’une maniére univoque. L’équa-

tion (1) entraine la condition suivante:

VAR

qui avec le lemme 3 donne la conclusion de notre lemme.

LeMME 5. Les conditions (1), (2) et (4) tmpliquent que la fonction
p(x) est continue en chaque point.

Démonstration. La fonction ¢(x) étant continue dans (—e, &), est

2
Pour prouver notre lemme il suffit donc de démontrer que notre fone-

continue aussi dans Pintervalle (E —2¢, -275 —|-28) d’aprés la condition (1).

(®) 11 est facile de démonirer (ue le lemme est aussi vrai pour » négatifs.
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tion, étant continue dans un intervalle (g —9, g +6), doit étre continue

également dans Pintervalle (g - 26,% + 26) .

Supposons que ¢(z) soit continue dans '(g—a,g+a). La condition
7T T . . . k1Y ™
5~ << g+ 0 étant équivalente aux inégalités — 5 —-26< 5 2z
13

< — g + 24, nous voyons que la fonection ¢(z) = qa(— 2:1:) = 1—2¢%x)

2
est continue dans ’intervalle (—;—t —24, ——g + 26). On en conclut d’apres
(2) que ¢(z) est continue aussi dans lintervalle (3—26, g +26).

Pour démontrer notre théoréme il suffit de remarquer que d’apres
le lemme 4 la fonction ¢(z) assujettie aux conditions (1)-(4) est déter-
minée d’une maniére univoque dans un ensemble dense et d’aprés le
lemme 5 elle est continue, d’ou résulte qu’elle est univalente en tout
point. La fonction sina vérifiant toutes les conditions du théoréme, nous
avons: ¢(x) = sina.

On peut encore poser le probléme suivant: toutes les solutions de
Péquation (1) vérifiant les conditions (2) et (4) ont-elles la forme (6)?
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