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A la mémoire de Franciszek Leja

Résumé. Un ensemble borné E de C” est L-réqulier en un point ¢ si et seulement si pour
tout ensemble pluripolaire X, E\X vérifie la condition polynomiale (L,) en a.

1. Introduction. J. Siciak a introduit deux notions de régularité dans C".
Soit E < C", et soit ae C".

DeriniTion 1 [9]. On dit que E vérifie la condition polynomiale de Leja
(Lo) au point a si pour toute famille F de polynémes sur C” telle que

Sup{|f(2): feF} <o, VzeE,
et tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de a et une constante M tels que
If @) < M-exp(ed°f), VfeF, VzelU.

DEerFiNITION 2 [10]. E est dit L-regulier au point a lorsque Vg (a) =0,
avec

Vg = Regsup[sup {ue ¥; u <0 sur E}]
ol & est 'ensemble des fonctions plurisousharmoniques u sur C” vérifiant

u(z) € C,+Log(l+|z]), VzeC~

La premiére définition est directement inspirée des travaux de F. Leja de
I'année 1933 ([4] et [5]), la seconde est I'extension naturelle de la notion
classique de non effilement dans C. Ces notions jouent un réle important
dans l'approximation et la théorie du potenticl en plusieurs variables
complexes. Elles sont équivalentes lorsque E est compact (Siciak [9],
Théoréme 1.2 et Cegrell [2]). On considére ici le cas od E est borné.

THEOREME 1. Soit E un ensemble borné de C".

(1) Si E est L-régulier en a, alors E vérifie (Ly) en a (voir aussi [3],
Théoréme 6.5).
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(1) Si pour tout ensemble pluripolaire X, E\ X vérifie (Ly) en a, alors E
est L-régulier en a.

Comme préliminaire pour la preuve de ce théoréme, nous allons établir
une extension du Lemme de Hartogs.

2. Une extension du Lemme de Hartogs.

THEOREME 2. On suppose que E soit borné et vérifie (Ly) au point a.
Soient (4,) une suite de nombres > 0 et (f,) une suite de fonctions holomorphes
sur un ouvert Q contenant I'enveloppe polynomiale convexe de E.

Si les conditions suivantes sont satisfaites:

|

7 log|f,(2)l < M (constante finie)y Vn, VzeQ;

(1)

1
(1) lim supA—log|f,,(z)| <0, V:zeE,

n—ao n

alors pour tout € > 0, il existe une constante % et un voisinage U de a tels que
|fa(2)l < €expled,), Vn,Vzel.

Démonstration. Nous avons besoin d’une version forte du Théoréme
de Bernstein-Walsh die a W. Plesniak.

LemMME (Plesniak [7], Lemme 2.1). Si Q est un ouvert de C" et si K est un
compact polynomialement convexe dans Q, alors il existe des constantes C > 0
et r > 1 telles que pour toute fonction f holomorphe dans £,

Inf{llf—Pllx: Pe P} <Clifiler™% VqeN,

ou P, désigne I'ensemble des polynomes de degré < q et || ||k, || o les normes
uniformes sur K et Q.

Puisque Q contient I'enveloppe polynomiale convexe de E, on peut
choisir un compact polynomialement convexe K dans Q tel que E — K. Soit
r > 1 comme dans le Lemme. On peut supposer e <r, quitte 4 remplacer
les A, par A4, avec une constante 4 > 0 suffisamment grande. Pour tout n il
existe un polynéme Q, de degre < [4,] (partie entiére de 4,) tel que

fa—Qullx = Inf{l| = Pllx: Pe Pyl
I/~ Qillx < € < CeM = C,
10,2 < 1LA(2)— Qa2+ < C+If,(2), zeK.
Soit u > 1 arbitraire, en raison de la propriété (ii) de 'énoncé on peut écrire
pour zeE:
(@) < H(z, wu'™,  Vn,
ou H(z, u) est finie. Par conséquent

10,2 u "< C'+H(z, u <0, VzeE, Vn.
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Soit maintenant v > 1 arbitraire. Puisque E vérifie (Ly) en a, l'inégalité
précédente entraine I'existence d’'un voisinage V' de a et une constante € tels
que

1.1y < (o)™
Sur U=V K qui est un voisinage de a, on a
@) < 12— u@I+10,(2)] < C' + G (ur)™ < € (o),  Vn,
d’ou la conclusion, car pour tout ¢ >0 on peut choisir u et v > 1 tels

que uv < €.

Remarque. L’origine de ce résultat remonte a F. Leja [5]. J. Siciak [9]
a démontré le Théoréme 2, en reprenant 'argument de Leja, dans le cas ot E
vérifie la condition (L) en a, c’est-a-dire: pour tout voisinage V de g, EnV
vérifie (Ly) en a. Cette hypothése est plus forte: en effet on sait d’aprés
A. Sadullaev [8] qu’il existe un compact polynomialement convexe vérifiant
(Lo) en chacun de ses points qui ne vérifie pas (L) en un point lui
appartenant.

3. Démonstration du Théoréme 1.

Démonstration de (i). Soit F une famille de polyndmes de degré > 1
telle que
(%) Sup{|f(2)): feF} <o, VzeE.

Pour tout entier kK > 1 on pose:

1
d),‘:SupéiloglfI:feF, d°f=k}.

Puisque E est non pluripolaire (E L-régulier en un point) un résultat de
Lelong [6], Théoréme 4 (voir aussi Siciak [10], Théoréme 3.5) montre que
&F est un élément de £. Soit X =U{xeC™ P¥(x) > &, (x)}, X est
négligeable au sens de Lelong donc pluripolaire d’aprés Bedford et Taylor
[1]. On a

Sup®P¥(x) <o, VxeE\X (non polaire)
k
donc [Sup @f]*e ¥. On pose maintenant

¥ = limsup &}
k— o
alors y* est plurisousharmonique et < [Sup®?]* donc ¥*e Z. Soit Y
I'ensemble pluripolaire {ze C": ¥*(z) > ¥(z)}, & cause de (*) on a:
Y*(x) <0, Vxe E\(XUY), donc: ¥Y*(x) < V&uxur)-
XUY cétant pluripolaire, on a Vg&yyy, = V& daprés Siciak [10],
Proposition 3.11, donc: ¥Y*(a) < Vg¥(a) = 0.
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La semi-continuité supérieure de ¥* et le lemme de Hartogs classique
donnent immédiatement: pour tout &£ > 0, il existe un voisinage U de a et

une constante M tel que |[|f|ly < M-¢4% Y feF.

Démonstration de (ii). E est non polaire (sinori E\E = () ne vérifie
(Lo) en aucun point) Vg est donc plurisousharmonique sur C" et X
= {zeC": V(2) > Vg(z)} est pluripolaire. On a évidemment: Vg¥(z) =0,
Vze E\X. La conclusion découle immédiatement du lemme suivant.

LeEMME. Si E est un borné de C" verifiant la condition (Ly) en un point
ac EnvE et si ¢ est une fonction plurisousharmonique sur un ouvert Q > EnvE
telle que ¢(z) <0, VzeE, alors ¢(a) <0.

Démonstration du lemme. Soit D un ouvert d’holomorphie tel que
EnvE c Dc Q. On sait d’aprés un théoréme bien connu de Bremermann
qu’il existe une suite (f,) de fonctions holomorphes sur D telle que

(a) {ilogl f,,]} est localement majorée sur D,

1
(b) ¢ = [lim supzlog lfgl]',

1
donc: Iimsupiloglf,‘(z)l <0,V:zeE.
Soit ¢ > 0, d’aprés le Théoréme 2 il existe un voisinage U de a et un
1 .
entier k, tel que: Eloglf,,(z)l <e¢, VzeU, Vk = kg, par conséquent ¢(z) < ¢,

Vze U, ce qui prouve que ¢(a) < 0.

Remarque. On sait d’aprés Siciak [10] que si E borné est L-régulier en
a, alors E\X est L-régulier en a pour tout ensemble pluripolaire X. On ne
sait pas si cette assertion reste vraie quand on remplace la L-régularité par la
condition (L,).
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