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Uber Differentialkomitanten erster Ordnung
von kovarianten Vektorfelder

von I. MAKAT (Debrecen)

Herr S. Topa hat sich in seiner Arbeit [2] mit Bestimmung solcher
Differentialkomitanten erster Ordnung von zwei linear unabhingigen
kovarianten Vektorfelder #; und v; in X, beschiftigt, die differential-
geometrische Objekte (hochstens) zweiter Klasse sind. Herr Prof. Golab
hat in [1], falls die gesuchten Komitanten Vektoren, bzw. Skalaren sind,
einen neuen Beweis der Ergebnisse von S. Topa gegeben. Seine Methode
ist analytisch, er hat die Differenzierbarkeit der gesuchten Funktionen
vorausgesetzt.

Wir werden uns in dieser Arbeit ebenfalls mit diesem Problem
beschiftigen. Beziiglich unserer Bezeichnungsweise weisen wir auf die
Arbeit [1] hin.

Unsere Resultate sind die folgenden.

SATZ 1. Ist das differentialgeometrische Objekienfeld erster Klasse k,
(A=1, .., N) eine Differentialkomitante erster Ordnung von zwei linear
unabhdngigen kovarianten Vektorfelder w; und v; in Xn (n > 2), s0 ist k;
eine algebraische Komitante der Grissen ug, viy Uik, Vi, wo die Tensoren
Uir, Vi wie folgt definiert sind:

at at
Ui = s, Ve = vy .

Satz 2. Ist das Fkovariante Vektorfeld k; eime Differentialkomitante
erster Ordnung der Vektorfelder u, und v, in X,, so hat k; die Gestall

kr= ai(01y 02) %51 as( 01y 02)0; (j=1,2),
wo

dat 0, %; — 01Uy at 0,0, — 0,7,
Uy Vg — UV, 2T U0y — Uy,

sind wnd fiir a(o,, 0,), ay(0,, 0,) kann man beliebige Funkiionen mehmen.
Beweis des Satzes 1.
Aus unseren Voraussetzungen ergibt sich folgendes.
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1. Die Grosse k; ist ein differentialgeometrisches Objekt erster Klasse,
ihr Transformationsgesetz hat also die Form

(1) Filk (&), A1 = Ea(E)
(A} = P s. (1], S. 82), wo das Funktionensystem F; die Relationen
Fi(ku, Y X3) = FiF(k,, X%), Y],
Filky 8%) = ks
fiir beliehige Werte X };, Y{,, die der Bedingung
det (X%)-det(Y%) # 0

geniigen, erfiillen.
2. k; ist eine Funktion der Gestalt

(3) ks = @alug, ve, Crug, 0xv4) .

3. Das folgende Funktionalgleichungssystem muss nach (1) und (3)
hestehen:

7' L
(4) Fil g, 01y O, 0x01), Akl = @a(Ws, 0iy Opts, 0s)
wo

g S AT A™ '

U = Aiuj y 61;%{ = AiAk 3mui+A;‘iuj ’

Ty = Abu;, Orvi= AJAYOpv;-+A%v;,

. at 327
(44 2 3—5,;2‘—5 5. [1], S. 82).

An dieser Stelle sei bemerkt, dass das Funktionalgleichungssystem (4)

in einem Punkt P, des Raumes X,, 'ra.2+n(n ;_1) unabhingige Para-
meter A%, A}; hat, die den Relationen
(5) FE det (4) £ 0, Al — 4l

geniigen.
4, Die Vektorfelder w; und o; sind voraussetzungsgemiss linear
unabhingig, folglich ist im Punkt P, der Rang der Matrix

M= (’ulo..un)
Vy.oeVp

gleich 2, d.h. es existiert eine von Null verschiedene zweireihige Determi-
nante

Ug Uy
v 0;

| I<i<ji<n

Aij=
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der Matrix M. d;; # 0 folgt vi--v5> 0, z.B. sei v; # 0. Wenn j > 2 ist,
80 werden sich die Komponenten der Vektoren u; = ui(P,), v¢ = v4(P,) im
Falle einer zulissigen Koordinatentransformation vom Typus

£ = (&), Matix (An(Py) = By

(mit K bezeichnen wir die Matrix, die durch Vertauschung der ¢-ten
und der k-ten Zeile in der Einheitsmatrix entsteht) nach

() Mgy ery Wiy Uiy Ujg1y ooy Un) = (Ugy Uny cevy Ujoyy Uyy Wjt1y ey Yn)
(Ury Uay oeey Vjoty Uiy Bjiy wony Un) = (Vgy Vay weny i1y U1y Vjig1y ooy Vu)

transformieren. Wenn % nach

Up = Ui, Ty = g 2<k<mn)

definiert ist, so konnen wir durch eine zulissige Koordinatentransformation
vom Typus

LM

i L . f
M= EM(EY Matrix (E=_ P ): E,,.
(£, 2 51,( o) 2k
im Punkt P, die Giiltigkeit der Ungleichungen

p— =t=: _ =
v, #0, A= u0,—usv, #0

erreichen. Folglich kann man in einer Umgebung des Punktes P, ein
solches Koordinatensystem wiahlen, in welchem die Relationen -

(6) v, = 1 (FPy) # 0, A = 4;(Py) 5 Py) — s Po) 0y(Py) # 0

gelten.
In Ubereinstimmung mit den Relationen (5) und Voraussetzungen (6)
setzen wir in (4) die Werte

1 .
i . Aji = —,Fack’v,;) (4, k=1,..,n),
A;C = 61‘ ’ . 1
ki=0 (1=2,...,m)
ein; so erhalten wir aus (4) mit Beriicksichtigung von (2) wegen

Filgu(wiy iy Ox%sy Ox0¢), 0%] = @aUe, Vi, Exi, Oxy)

die Relationen

- , 1 R . .
@alui, viy Gxug, Opvg) = tm[ut, Uiy o (Vy€Us) — Uk Cy) + Uiy Vil
1
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Diese Gestalt von ¢, sei in (4) eigensetzt; dann wahlen wir fiir Aj
wieder die Werte A} = 6}, so geht (4) in die Gleichungen

() @alwe, Ve, Oxue, Oxvs)

1
= %[ut, Vg, o (020 iy — s 200 Vi + AR Uy — %y Om)) + Ut th]

iiber.

Hier werden der Reihe nach die unabhiingigen Parameter A}; wie
folgt eingesetzt:

. 1
A}“' beheblg, A?“ = -Z- (‘013(),’!&{)“ ula(kv.-)) y

Am=0 (m=3,..,n);
dann gelangen wir auf Grund von (7) zu den Relationen
oa(Uy Ve, 0w, OxVs) = @a(Usy Vey Uriy Vi),

die nach (3) zeigen, dass das Objekt k, tatsdchlich eine algebraische Komi-
tante der Grossen wi, vi, Ugi, Vii ist, w.z.b.w.

Beweils des Satzes 2.

Wegen des Satzes 1 ist das Vektorfeld %; eine algebraische Komi-
tante der Vektoren u:, v und der Tensoren Upg;, Vi

ki = @i(ue, v, Uriy Vi) (1=1,2).

Die Tensoren Uyi,Vy; sind schiefsymmetrisch und wegen n =2
haben sie die Form

W= (_y o) We=(po) (TFTuTEV.

Es seien die Parameter A} kurz wie folgt bezeichnet:

A By & (A} A}
= = AD—BC().
o) () © ’
Wegen des Transformationsgesetzes der kovarianten Vektoren
- . A B
(t1y &) = (4, 1) (0 D) ’

bzw. der kovarianten Tensoren zweiter Stufe

@ = (5 5) @ (5 3)

folgen die Transformationsformeln

(8) A=S4, U=SU, V=23V;
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die Grossen 4, U,V erweisen sich daher als gewohnliche Dichten vom
Gewichte —1. Folglich sind

U 14
Q1=2Z‘: 92=2Z

Skalarfelder.

Das Funktionalgleichungssystem (4) lautet in unserem Fall folgender-
massen:

(9)  ATpn(ui, vi, Uiy Vi) .
= (AT Uy ATV, AL AT Ui, ALATVin)  (=1,2).

Setzen wir in (9) jetzt

G- (G o) =a
ein, so folgen nach
A Bl 1

¢ Dl 4’

bzw. nach den Transformationsformeln (8) die Gleichungen

1 1
Z'vz%(ui’ Vsy Uiy Vki)—zvx%(ui, Véy Ukiy Vi) = ay(@4y 02)

1 1
_Zuz%(“h ¢y Ugiy Vki)‘*'z'“'ltpz(ui; Vi, Uiy Vi) = az(01y 02)
mit
as 0o 1 0
aj(ery ) = ?’1‘(1, 0,0,1, (_ 1o, 251) y (_%92 %52)) y
woraus
@i(uiy Viy Ugiy Vi) = 1015 02) %5+ a5(015 02)0;

folgt, w.z.b.w.
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