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Sur un probléme aux limites discontinues dans
la théorie des fonctions analytiques
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1. Introduction. Soit |¢| = 1 la circonférence de rayon unité dans
le plan de la variable complexe. Désignons par 8* le domaine formé par
Pintérieur du cercle [2] <1 et par 8~ le domaine |2| > 1. On supposera
que le contour L des domaines S* et 8~ est décrit dans le sens positif,
c’est-a-dire conforme au sens de la rotation d’angle =/2 qui rameéne 1’axe
réel a ’axe imaginaire.

Le probléeme aux limites de Riemann consiste a trouver une fonec-
tion @(z) = w(x, y)+iv(r,y) holomorphe dans le domaine S, limité
par le contour L, continue dans le domaine 8"+ L et dont les valeurs
limites ®1(t) = wu(t) +4v(t) satisfont 4 la condition:

(1) Re{[a(t)+ib(1)]P¥ (1)} = a(t)u(t)—b(t)o(t) = [(1),
ou a(t), b(t), f(t) sont des fonctions réelles définies pour ¢ e L.

Le probléme aux limites de Riemann est dit continu ou discontinu

suivant que a(t), b(t), f(t) sont des fonctions continues ou discontinues
en t.

C’est N. I. Muskhelishwili ([1], pp. 105-112 et pp. 279-283) qui
a résolu le probléme de Riemann en le ramenant au probléme de Hilbert.
Le probléme discontinu généralisé de Riemann relatif aux fonctions de
lJa classe $5 a été résolu par W. Pogorzelski, [2].

2. Enoncé du probléme. Le probleme consiste & trouver un
systéme de fonctions:

D,(2) == u,(z, y)+iv(x,y) (v=1,2,..,n%)
1° définies et holomorphes dans le domaine S*;
2° ayant des fonctions limites @D,(t) = u,(t) +iv,(t) (v = 1,2, .., %)
pour te L' = L- 2, ¢;. Les points ¢, ¢, ..., ¢, sont leurs points de discon-
tinuité au vmsmage desquels les fonctions @,(z) vérifient les inégalités:

2) B,e) < =S 1,2, 0<0 < 1),

I] |2 —¢; llg’ﬂ
7=1
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SI § =Ky Koy eony Ky

0
0, =1 o 4 <p;
TTNL stk ke Ky, P

3° telles que les valeurs limites satisfont & n équations:
(3)  Re{la(t) +ib(1)]P; (1)}
= a,(1)1,(t) — b e(t) = f(1) +- ARt u4(1) 5 ooy Ua(t), 02(2), ..,y oa(t)]+

_Lf @lt, uy(T) s vy Ua(T), 04(T), ..c\y al(T)] dr (v
'L |t—11°

=1,2,..,%)

pour teL’; 4 est une constante non négative inférieure & l’unité;

4° les points ¢, ¢, ..., ¢, ¢ L sont rangés conformément au sens
positif du contour L (¢,4+, = ¢,); .

5° a,(t), b(t) (»=1,2,...,%) sont des fonctions réelles du point
telL’; elles ont aux points ¢, ¢,, ..., ¢, des discontinuités de premiere
espece et satisfont a l'intérieur des arves é¢;.; (= 1,2, ..., P; Cpy1 = ¢)
aux conditions de Holder

|a,(t) — a,(t,)] < const [t—1,}",

O<h<l,»=1,2,...,n
B0 — bty < comstit ', ’ By )

et a la condition:
a)+b)t)y #0 (v=1,2,..,n);

6° les fonctions f(t) (» =1,2,...,n) sont des fonctions réelles du
point t e L', de classe Hi(cx,, ¢k, ..., ¢,) (Voir W. Pogorzelski [4], p. 151);
elles vérifient & Dintérieur desx ares ¢jeji1 (= 1,2, ..., D5 €1 = ) les
inégalités:
const

If,.(f)] < . "

Il 1t—c;*e
i={ ! (r=1,2,..,n),

const !t —¢, "
) — i ittt R 1
A0 = 1)) < e
ol
Wty 1) = [t—e;% "ty —;oa[ ™ (tedTejen; by € l0j=1)
et:
0 - {0 st =k, kyy.oy kg, o _{0 Si J4+1 =Ry, Koy eeny by
TN st fE R, ke, Ky, PR st j41E Ky kay ey Ky,
g<p, O0<a<l, O<u<l, O<a+tu<l;
7° les fonctions F,[t, #y,y ...y U,y Tyy -y a] (v = 1,2, ..., 0) sont des
fonetions réelles définies dans la région teL’, w,-Liv, eIl ({I étant le
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plan de la variable complexe); elles satisfont aux inégalités de Holder-
Lipschitz

(4) LGty Uyy euey Uny Ty eey ) — Fyltyy i,y ooy ‘":u Uiy one ”;n.)l

lt—tlth \
< kg W, t1)+ Iu, u|+ Iv,—t‘..
et & linégalité: "

n n
(5) oty gy ooy Wy Ty ey O] < K D) 00+ (0] + e
v=1 y=1

ol kg, hp, mp sont des nombres positifs fixés et 0 < hp < 1;

8° les fonctions @,[t, U1y ey Uny Vyy ooy tu] (» =1,2,...,n) sont des
fonctions réelles définies dans la région te L', w,+1v, ¢ IT; elles satisfont
a Pinégalité de Holder-Lipschitz:

(6) @ty Upy coey Uny Vyy eeey Vn) —@ultyy Upy ooy Upy Ly ey V)]

n n
< k,,.[lt —t,)"o+ Z |2, = 25| +Z |v, — 1*.’,2]
v=1 v=1
et a Pinégalité:

k13 n
(7N |@u(ty Uyy weny Unmy Vyy eeny Tp)| < k”‘Z ! +2 Ivvl) + g, ,
y=1 v=1

ou k,, hy, m, sont des nombres positifs fixés et 0 < h, <1

8. Résolution du probléme. En s’appuyant sur les résultats
obtenus par W. Pogorzelski dans [2], on peut affirmer que dans le cas ou
tous les indices x», (» =1, 2, ..., %) sont non négatifs, si le probléme (3)
a une solution formée par les fonctions @,(z), @,(2), ..., Pp(z) dont les
valeurs limites ®; (), &5 (1), ..., D, (t) sur la circonférence L sont des fone-
tions de classe H(ex,, Cx,, ..., €x,), les fonctions D(z), Py(z), ..., Pu(z)
satisfont nécessairement a ’équation suivante (analogue a 1’équation (62)
de [2]):

®) D) = o f—z"‘—’”&l xorpue + 5 ) 2LY)

(v=1,2,..,mn),
ow:

{1\ 2 .
X,(2)[a,(x) —ibJ1)] lv(g) - [a,(7) +ib(7)]

X, (0)a) +620)] X (v)[ak(x) - bE(x)]

(r=1,2,..,n),

9)  Z/fz,7) =
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(10) 1) =[O +AFfL, uy(t), ...y ua(t), va()y ..oy valt)] +
i .“ @ty 1(T)y oey Un(T), y(T), ...,y 7'73(7)_] dr

D=1,
i Tt b=t
» ;v
X,) =[] z—e;)ie™?,
j=1
1 [logG.r)d
rv(z) -2m gt_(‘r) T’
G,(T) - _a,(T)—‘lb,(‘l)

a,(t)+ ib(r)

Le valeurs 1; veérifient ’inégalité
—1 <A+ (af" +d7) < 1
ou:
v 1 |
a; = —gilogay(GjTO) y

— 1
dj =510gG.(¢;—0),

2,...,m),

(j=1,2,...,p;v=1,2,..,n),

PJfz) (»=1,2,..,n) sont des polynémes dont le degré ne dépasse

pas z,, olt:

Si Pon tient compte de ce que

D, (1) = w(t) +iv(l),

D (1) = u,(t)—iv(t) ,
ou bien

Wv>¢1n

"w(t) = 2

@, (1) — D, (1)
57 .

e(t) =

on trouve:

(A1) Bty wy(t)y ooy ua(t), v(1), oovy vall)]

=Fft, B (1), ..., P (0] = F[t, p(t), ey palt)] (n=1,2,..

ainsi que:

(12) @l uy(7), ooy wa(7), 01(1), ..oy Ta(7)]
=@, BL(T), ey B (1] =B, 9a(T), oy ()] (v =1, 2,

o)

3]
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ou 'on a posé:
(13) p(t) =D/ (t) pour tel.

En vertu de (11), (12) et (10), les équations (8) peuvent se mettre
sous la forme:

(11) @z )_ 1 fZ,(z ‘r)f:(t)dr 2__:::_‘ifZ,,(z,‘r)F,,[r,q::,ﬁp:;, vy Pu(T)]dT

+

+

i_ Z(2, 7) @, p(B), -y 'I’n(")]dﬂ} dr +
21':iL T—2% [&—=®

+%Xv(z)P,(z)+%JT%)P—e) (»=1,2,..,n).

Aprés avoir appliqué les formules de Plemelj ([1], p. 47) et en introduisant
les notations (13), on aura

Z(t, Df(vdr |
r—1 !

(15) i) =3 Bt 010 + 5
L

+ g Z,(t, O F L, py(t), .., yult)] +

LA [ 2t DEr, @) e pale)]dE
omi —1 v
™ T
L
1 $v[t1 YD), ..., Ya(P)]dP
+3240 | P +
1 7 3), ooy va(®)]dO) &
+:2?i f Z,.(t, T) {f ¢!’[1’ 1/)1( |:9’—‘t!|;p”( )] :1_‘[t+
L L

+3 X OPO+3 L OPO  (r=1,2,.,0),

ol l'on a posé conformément & la formule (9)

a(t) —ib(1) X, (1)[@at) + ib(1)]

(16) Zt, 1) = —— ,
a(t) bt X (t)[aX(t) + b))

—1
; X, (1) = [a,(z) +b,(7)]
(17)  Zt,7) = limZ,z, 7) — X (1)[a(r) —ibfr)] z

2t X (r)[a¥(r) + b)) X (o)al(r) +B(m)]
X = Ve X,
Yo = Xt

VG
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Considérons dans les équations (15) les fometions w(f) (v =1, 2, ..., n)
comme inconnues tandis que les fonctions P,(t) (» =1,2,...,%) comme
des polynémes arbitraires de degré x», (v =1, 2, ..., 2).

Les équations (15) forment un systéme d’équations intégrales & sin-
gularités fortes, qui ne peut étre résolu par les méthodes de l’analyse
classique. On utilisera done, pour le résoudre, une méthode topologique
et on prouvera qu’il existe au moins un systéme de fonctions y(t), y.(t), ...
.-y ¥u(t) de classe $H(ex,, Cx,, ..., cx,) satisfaisant au systéme d’équations
intégrales (14) en tous les points t e L’ différents de ¢; (j =1, 2, .... p),
pourvu que |4| soit suffisamment petit.

Soit A un espace fonctionnel formé de tous les systémes de » fonc-
tions complexes [y;(t), ¥u(t), ..., wa(t)] définies et continues pour telL’,
satisfaisant aux inégalités:

()] < — const v=1,2,..,n),

[it—o P
j=1

97':{2 S% ?::kukzy-"’kqt q<p.

81 kyy Koy ooy Kg,y
La constante qui figure au numérateur peut admettre toutes les valeurs
positives, tandis que le nombre ¢ est une constante positive, inférieure
3 Punite, fixée pour tout 1’espace A conformément & la condition:

ou:

max | +(df +d; ) <p<1
Tk kg
ou les valeurs A7 +(aj" + @) caractérisent 1’allure des fonctions canoni-
ques X,(z) au voisinage des points ¢; (j =1, ..., p). Le nombre z est une
constante arbitraire qu’on choisit d’aprés Jes conditions:
{18) e+u<l; 0<pu<min(k, hg, by, 6);
pt_max |1+ (a5 )| < 1
i=12, ... P
ou h, hp, h, caractérisent les fonctions a,,b,, F,, ¢, (définies au § 2: 5°
7°, 8%).

’ Introduisons maintenant des définiftions grace auxquelles 1’espace A
sera un espace de Banach, c’est-a-dire un espace linéaire, normé, métrique
et complet. .

Admettons que la somme de deux points arbitraires U = [y.(t),
Yall)y oy wal(t)] et U’ = [pi(f), w2(?), ..., pu(t)] de D'espace A est un point
de cet espace défini par la formule

[wl?), Yo(t)y -y wa(t)] + [wi(?), Pa(l)y ooy '/’;L(t)]
= [91(1) +9i(8), vo(t) +w2(0)], .., wult) +9u(t)]
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et que le produit d’un nombre réel y par un point U = [(?), vt), ..
...y ¥a(t)] de ’espace-A est un point de cet espace défini par la formule

ylwdt), wolt), oy walt)] = [ywa(t), ye(l), ..., yua(?)] .

En observant que la somme et le produit ainsi définis obéissent aux
lois ordinaires de 1’algébre, on voit que l’espace A est un espace linéaire.

En définissant la norme (U]l du point U = [yy(t), wu(t), ..., wa(?)] de
Pespace A par la formule

D
(19) Ul = max sup|[]t—e® i 0)]],
v=12,..,n tel’ 5]

ol o
JO s J=kyy Koy oy Ky

0; — b <
TTNL si Ak ke kg, P

et la distance 6(U, U’) des points U et U’ de l’espace A par la relation
U, U)=|IU-T|,

on voit que ’espace 4 un espace normé et métrique.
LEMME 1. L’espace fonctionnel A est un espace complet.

Démonstration. Soit {Un} = {{#i™(1), »™(1), ..., »™(t)]} une suite
arbitraire de points de l’espace A vérifiant la condition de Cauchy au
sens de la norme définie ci-dessus, c’est-a-dire:

a(Um’ Um+p) = ”U *Um+p“

= max sup [” [t — ;|54 |pl™ (1) — ™t t)l] <e
v=12,,..,n L€L’

lorsque m > N, (N, étant le nombre correspondant & £ > 0) et p est un
nombre entier positif arbitraire.
Il en résulte que les suites des fonctions:

w‘""m—_ﬂlt —e B ™() (v =1,2, ..., )

convergent uniformément, au sens ordinaire, vers les fonctions respecti-
ves ¥,(l) (»=1,2,..,n) qui sont continues et bornées dans ’ensemble
des points ¢ ¢ L'. Par conséquent le systéme de fonctions

(1)

[T |t —e;%**
jm1

Annales Polonicl Mathematici XIV 18

"I’,(t) =
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définies dans l'ensemble L', constitue le point limite U = [y,(t), w,(?), ...
ey ¥a(t)] de la suite {Un} = {{¥{™(1), v™(1), ..., v{™(#)]} au sens de la
norme définie ci-dessus. Il a donc été établi que la condition de Cauchy
est une condition suffisante de la convergence d’une suite de points {U,}.
Ainsi 'espace A est complet.

Considerons mainienant Vensemble E de tous les points [y(t), ya(?), ...
wey Yu(t)] de Vespace A dont les composantes satisfont aux inégalités

W1(t7 1) l'l’r(t)_'l’v(tl)l < nlt_’t‘llﬂ,
(20) (»=1,2,..,n),

P
[]1t—e®* i) <R,

j=1
ot Wity t)) = |t—o;|P®H* |1, —0;41|%*°%*; R, % sont des nombres positifs
fizés arbitrairement,

01={0 8§ =Fky, ks, vy Kg

1 88 j#kyksy.yky,

0 st j+1l=Fk,ky.. kg,
1 s §4+1%# ky,kay ..oy kg3

et
O = {

§=1,2,..,0, §<Py Opt1 =0y LeGtsr, tielos.

On démontrera que Vensemble E est fermé.

Conformément & la définition de l’espace 4, les fonctions ,(f)
(v=1,2,...,n) de I'ensemble F sont de classe Hy(ci,y Cryy ey Crp)- S0it
{Um} = {o™(t), v™(1), ..., yS™(1)]} ume suite arbitraire de points de
I’ensemble E, convergente au sens de la norme (19) vers le point
U = [wi(?), ¥:lt), -.., ¥a(t)]. Les sunites des fonctions {pi™(t)} (» =1, 2, ..., n)
sont alors uniformément convergentes, en toute portion fermée de l’en-
semble L', vers les fonctions respectives ¢,(f) (» =1,2,...,7). On en
déduit que le point limite satisfait aussi aux inégalités (20). L’ensemble E
contient donc tous ses points limites, c’est-a-dire c’est un ensemble
fermé.

Montrons maintenant que 'ensemble E est un ensemble convexe.

Soient U = [(t), yat)y .-, walt)] €6 U’ = [pi(t), ya(t), ..., ya(?)] deux
points arbitraires de P’ensemble E; ils vérifient donc les inégalités (20).
On voit bienque tout point (1—9)U 49U’y ol 0 < y < 1, satisfait aux

relations
P

[ i—ePRl2—y)pt) +yet) < R,

Fel
Wity tIL — ) w(t) —p(t)] + v [wa(t) — 9 (0)]] < %[t —1,]"

qui sont analogues & (20); le point (1—9) U 4y U’ appartient donc & 1’en-
semble F, ce qui prouve que cet ensemble est convexe.
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Vu le systéme d’équations intégrales (15), transformons P’ensemble E
en ’ensemble E’ & ’aide des relations

1 Z,(t, )f.(r)dz
T—1

@1)  2lt) = 3 Bt OO + 5 +

+ §Zv(t1 t)ﬁ,[t, '/"l(t)7 wor Pa(d)] +

LA Z(t, 1) F(z, y:(7), ..., va(t)}de
21t T—1
L

1 ${t1 (), ..., ya(P)]dd
+32d: 1) f l 19—

fZ ', )U%[f,% 151‘1)9, ,|%(0)]dﬁ=rd—tt+

+

+

+§X,+(t)P,(t) + §X-_(t)Pv(t) (v=1,2,..,m).

Cherchons maintenant des limitations pour les fonctions yx,(t), x.(?), ...
ceny x”(t).
Si I'on tient compte de (11), de I’hypothése (5), des inégalités

[us(7)] < [o(7)]
[2(2)| < ()

et des relations (20), on voit que les fonctions ¥, vérifient les conditions

(22)

(23) e, wi(2), <., 0] < e Bk O
.n lr— ;%

ou j=1

(24) — Ellg) [n l,t_cjlejq]

D’autre part, la relation (11), ’hypothése (4), les inégalités

[%,(7) — u(7y)| < [(7) — (Tl
[2,(7) — (71)] < [9(7) — (1)
et les relations (20) entrainent les inégalités

(26) | F.Lv, vu(1), <oy val(@)] —Folry, pa(m1) s ooy wnl(m)]] <
ou 'on a posé:

(27) ¢" = sup [[v—z| e, ‘

7,71€L

T €614y T1€ T4 (J =1,2, .., D5 Cpp1 = ©y).

(25)

kn(C’ + 20x)lr —1,*
Wiz, 7)

18¢



278 E. Niczyporowicz

De méme ’égalité (12), I’hypothése (7), les inégalités (22) et (20)
impliquent la limitation

1 2nk, R+ C
(28) l(P,['l-', Qpl(ﬁ)’ vey 'Pn(ﬁ)][ < 'n?q, + 1My ,
[119—¢;®
=1
olL
p
e
(29) C, = g:l}‘? [ﬂ |9 — ¢ Je] )

Les relations (12), (6) et (25) entrainent (si 1’on tient compte de (20))
P’inégalité:
(30) @7y ¥a(B)y ooy Yu(B)]— Polvry ¥1(B1) oo wal(BD)]]

< B Ollr—n|" + |8 -9,]
W@, 8y) ’

ou l'on a posé
(31) Ci = max[ sup Wy(#,8,), 2nx] .

3,01€L’

Si Von tient compte des hypothéses que les fonctions f,(2)
(»=1,2,..,n) sont des fonctions de classe Hi(ck,, ¢k, ..., 0x,) €t que
les fonctions a,(t), b,(t) satisfont & la condition de Holder & l’intérieur
des ares ¢jej41 (j = 1,2, ..., P; ¢p+1 = ¢;) ainsi que des notations (9), (16),
(17), on parvient & la conclusion que les fonctions (21) sont définies et
continues sur L & lintérieur des arcs éjej41 (J = 1,2, ...y P Cpr1 = ¢).
En vertu du théoréme 3, [3], et des relations (23), (28), (26), (30) les fonc-
tions (21) vérifient les inégalités:

m
()] < —2—,

t— ;%7
(32) in 4

ky g
lx'(t)—x'(tln < Wl(t’ tl) lt tll 9

ou m, et k, désignent des constantes définies par les relations

my = A, M, + A, + |A] My(2nkp B 4+ Cmp) + |A| A3kp(C' + 2nx) +
+ 4] Ay(2nkp B + Cmp) + A M (20K, B + Cymg) +
+AM,(2nk, R+ Cymy) + A, Mp

k, = A1 M, +A; -+ |A| My (2nkp B+ Omp) + |4| Askp(C" + 2nx) +
+ 12| Ai(2nkp R + Cmyp) + A; My(20k, R + Cymy) +

+AgMy(2nky, R + Cymy) + A7 Mp +Agkp .
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Dans ces derniéres relations on a posé
Ml = sup izv(ta )l ,
teL’

fZ,(t,r)d‘r
. T—1
L

M, = sup [
teL’

P
e
” It—cfl ”] ’
j=1

Mp = sup | P,(t)|
teL’

et 4, (k=1,2,..,7), A% (k=1,2,..,8) y désignent des constantes
positives indépendantes des fonctions qui interviennent au second membre
de la relation (21) et kp est un coefficient de Holder concernant les fone-
tions P,(t) sur L.

On déduit des limitations (32) que la transformation (21) fait cor-
respondre 4 tout point [y,(2), ya(t), ..., va(t)] de ’ensemble E un certain
point [x(f), xa(t), ..., xa(t)] du méme ensemble, pourvu que m, < R et
k, < », done si le module du paramétre 1 satisfait aux inégalités

R—[A,M, + A, + (A M, 4 A M,) (20k, B + Cymy,) + A, Mp]

1 < ’ )
& (I, T A,) (2nkp B + Cmg) + A e (C + 2n)

(33)
x—[AIM, +A; + (As M, + As M) (2nk, R+ Cym,) + A7 Mp +Aikp]

1 < ’ ' ’
A (M, £ A7) @nley B+ Cmy) -+ A5k (C + 2n%)

Les constantes R et » qui figurent dans la formule (20) sont des
nombres positifs admis arbitrairement. On peut donc les choisir de ma-
niére que l'intervalle de variation de || soit le plus grand. Supposons
done R et x suffisamment grands pour que les deux numérateurs des
fractions qui interviennent dans (33) soient positifs. Si » croit infini-
ment & partir de la valeur A M, +A; +(A4As M, +AsM,)(2nk, R 4 Cymg) +
+A;Mp+Aikp, tandis que R reste constant, le second membre de la
premiére inégalité de (33) décroit jusqu’s zéro et le second membre de la
seconde inégalité de (33) croit de zéro jusqu’a la valeur limite 1/2nAd3kg.
Si 'on pose |1] < 1/2nd3kyr, on peut choisir B et » suffisamment grands
pour que les conditions m, < R et k, < x soient vérifiées et ’ensemble E,
obtenu de ¥ par la transformation (21), sera un sousensemble de FE.

LEMME 2. L'opération (21) est continue dans Uespace A.

Démonstration. Conformément & la définition de la continuité
d’une transformation, il faut est nécessaire et suffisant de prouver que
si une suite arbitraire de points {Um} = {{¥{™(2), ¥i™(1), ..., I ()]} de
I’ensemble E converge vers le point U = [y,(2), v.(t), ..., ¥a(t)], la suite
des points {U} = {{£™@1), (1), ..., 2™ (t)]} transformés par (21) con-
verge vers le point transformé U’ = [y,(?), xs(t), ..., za(t)] la convergence
étant entendue au sens de la norme (19).
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Soit
(34) lim 8(Un, U) = lim max sup[” [t — o[+ 9™ () — ()] | = 0.
Mm—»00 m—»00 y=l,2, ..., L€L’ =1

Prenons la différence

(35) ™) — u(2)
=— by O {LELL, Y (2), vovy 95 (0] —Fult, 92(2)y vy wa(D)]) +

A

oo () — IO + 3 Zitt, O™ (1)~ 0] + o

5 ™)~ 101,

ol
1™y — [ 2t ) Bz, 9i™(0), ..., Y2 (D) dr
T—1t !
(%6) Zt, D) F [z, p(v) (7)]d
_ by T) LTy PolT)) -0y PalT)IOT
I}(t) - f t—t 2
2,(m) ?’-[t7 'Pgm) (B) 5 veey 'Pstm)(ﬁ)] di
(37) mT f o=t |
_ lp,[t, YD)y ..., Pa($)] A .
o= [ T
8, (m) Plr, iM(B), ..y Y (3)]dD) dr
“ 1 = [ 24, o|/ o =,
3 _ @lr, vu(3), ...y pa(B)]dF) dv
L) = Lf Z,(t, ) {Lf o |

Trouvons la valeur de la distance

(39) 6(Um, U’)
= max sup [” |t—c,-l°"’+"|x(m)(t)—x.(m]

=12,..., 0 teL’

<27 max sup{f[ 10 LBt ), ey (0]

2 y=12,...,n tel’

—Fit, w), ... wn(t)]l} n

P
u max sup [” |t—c,-|°"’+"lﬁ’(m)(t)—Ii(t)|]+

2‘" =19, em tel’ LS
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P
+3% max sup [H 10y o9+ 124 — 220 |+

y=12,...,n teL’

-l-2l max sup [n |t — ey ¥ 1™ (8) — I’(t)l]

T y=12,...,n tcL’

Z = Inax suplZ(t ).
p=1,2,...,n €L
Parmi les quatre termes de la somme qui figure dans la formule (39),
le premier se laisse limiter directement. On a en effet, en vertu de 1’hypo-
thése (4) et des relations (11), (25), (34):

(40) lim max sup{n 6oyl ®# Bt w™(D), ., 9]

m—o0 y=1,2,...,n teL’
— Bt wlt), s wal®)]l} = 0.

Afin d’étudier le second terme de la somme qui intervient dams la
formule (39), considérons un des arcs éjes41 (=1, 2, ..., P; Cpy1 = ¢;) de
la circonférence L. Soit ; une portion de I’are ¢;e;+1. Une des extrémités I
ou I} de I'arc I; et une des extrémités ¢; ou c¢;4, de 1’arc ¢;¢;41 peuvent
respectivement coincider. Supposons deux cas: ou bien 'arc I; se trouve
avec ses extrémités a I'intérieur de 1'arc ¢;¢;41, ou bien I; et ¢; coincident;
¢t étant situé & l'intérieur de 1’arc I;, faisons dans le second cas I’hypo-
thése supplémentaire |[}7| <|#l/]. On peut alors décomposer, comme il
suit, les intégrales qui figurent dans les formules (36)

Iz.(m)(t) — Zp [ I:'(m)'l’(t) +I:~.(m).('—:—;¢l+l-l!)(t)] ,
(41) =
L) = M LY + L 720)],
=1

ou les premiers termes des sommes désignent des intégra;les prises le

long des arcs l;, tandis que les intégrales des seconds termes sont prises
le long des arcs ¢jejs1—1Us.

Les intégrales prises le long des arcs I; peuvent & leur tour étre décom-
posées de la maniére suivante

L™ gy — JH™) + T
LY(t) = Jou(t) + J0a(8)

(42)

ou
Joi™(2)

= [ Fle, ¥, o YN 2L, ) T, ), e N2l 1) 2
I
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TP = 240, 0Flt, "0, o w0 [ 2
" iy
J:'l(t) = J {ﬁ'[t’ Yi(T)y ooy YD) Z,(2, ) — B2, 1(2), ..o, wa(D)] 22, t)}‘;d—Lt ’
i
TLo(t) = Z,(t, OF 18, wi(t), .., val)] f ;L‘l_’_t ,
1]

On voit bien que la différence |I,™(1)—Ii(t)| vérifie Vinégalité:

P

43) L) — D) < D) (™) + 10 + 1™ @)] + 1T a(0)] +

i=
+ II:.(m).(c?Em“l’)(t) —I:’(c?cm_m(t)l] ‘

On cherchera maintenant des limitations pour les intégrales inter-
venant dans la formule (43).
D’apreés (26), on a
p—l u—1
Jm |t —t*dl, flr tdl,
1 ()] <const[f W0 -4 Wut, 1)

A tout nombre ¢ > 0 on peut faire correspondre un nombre positif %,
tel que pour tout arc l; de longeur 7, et tout m

(44) max sup [t — ;|94 T% (m’(t)l] <.
y=1,2,..,7n leL’ i=1 5]’

La relation (23) entraine la limitation suivante de J l("')(t)

T < 52 log T
[[it—e®e’ 7
=1

A tout nombre ¢> 0 on peut faire correspondre un nombre positif 7,
tel que pour tout arc !; de longueur 7, et pour tout m

P
__p,|850tu) yL(m) £
(45) max sup [n 1t —e4l | (t)l] < TR

bnd veey 4
p=1,2,.., t€L i=1

On obtient de méme pour Jr, (1) et Jra(t)

P
—p.[010F £
(46) max sup [ [ 1t—e il < 5.

y=12,..n tel’ jel

»
PN £
(47) max _sup [ [ [ e—e;i®e10k0001] < -

= . ’
v=1,2,...,,n €L =1
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La différence |[IN™-m=Ig)_JHEm=1 ) on les intégrales qui y
interviennent sont réguliéres sur les arcs ¢;¢j41—1U; (vu que tel;), vérifie,
en vertu de ’hypothése (4) et de 1’inégalité (25), la limitation

2 [p™(z)—p7)ldl,

|I:,(m),(?1¢!+t"ld)(t)_I:'(c’c’“vl’)(t)l < const f lz—1|

cresn—h

Comme tel; et vecje;+1—1;, 'expression |{t—t| a une borne inférieure
positive. Si 'on pose |};| < min(7., 7.), & tout nombre £> 0 on peut
faire correspondre un nombre N, tel que pour m > N,, on ait, tout en
tenant compte de (34)

D
_ o (8702 TLORC 11— 4y _ LA 41— ] £
(48) max sup []J lt— e, [P I (1) —1It ] <55
Si ’on tient compte de (43), (44), (46), (45), (47) et (48), on trouve

max sup[nlt o)+ I — o)l | < e

y=1,2, ..., teLl’
ou bien

(49) lim max sup[” |t —c;|®0H#| 1™ () — I‘(t)l] =0.

m—oo 9=1,2,...,n t€L’

L’étude du troisiéme terme de la somme figurant dans la formule (39)
sera pareille & celle du second.

Considérons un des ares ¢;¢j+1 (j =1, 2, ..., P; €41 = ¢,) de la circon-
férence L. Désignons par I; une portion de cet arc. Admettons ou bien
que /; se trouve avec ses extrémités 4 l'intérieur de I’arc ¢;c;4, ou bien que
Porigine de I’arc 1; et D’origine ¢; de ’arc ¢je;4+; coincident; ¢ étant situé
a Pintérieur de l'arc I;, faisons dans le second cas I’hypothése supplé-

mentaire |Z i < |tl”| Décomposons maintenant les intégrales (37) de la
maniére suivante:

1’ ~
(1) = ) (1™ + - emti
(50) "’;
() = D) [IH(t) + I Pm= ()]

j=1

ol les premiers termes des sommes désignent des intégrales prises le long
des ares I;, tandis que les seconds sont des intégrales prises le long des
ares ¢;jej41—1;. Les intégrales prises le long des arcs I; se décomposent
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4 leur tour comme il suit:

LMH) = 5™ + 520

(61)
If'l’(t) = Jf,l(t) + J?.z(t) ’
ol
m _ ~ (m) (m m m
THM() = f Bl W) w8 W0, s 9O 5
2(m) — (m) (m)
Jo2 " (8) =@ty pi (2)y -y ¥n ()]fw_tloy
Joa(t) = J @t vu(D)y .oy va(B)]—@LE, 9a(D), -5 walD)]} l;d_ﬁtlu

8 = B8y 0 e ) f raet

La différence |If(""(t)—1’f(t)[ vérifie alors la relation

»

(52) M) It < D [IE™@)] + 1720 + 1 T2™ )] +

i=1

| JRa(8)] | TR gy P ()7

Cherchons des limitations pour les intégrales qui interviennent dans (52).
En vertu de (30), on a pour J>{™(t)

[9—t“"dly [ 19—t dly
,(m) v 7a
|Jf,{"(t)|<eonstu W@, L WEe |
;¢

!’
M

A tout nombre & > 0 on peut faire correspondre un nombre 7, tel que
pour tout arc I; de longueur 7, et tout m arbitraire

P

(53) max sup [ ” |t—c,|°’°+"]Jf;§”"(t)l] <
y=12....,n tel’ =1

La relation (28) permet de limiter J¥{™(t). On a

Wm0 < =220 i et
i” |t—o;|%
-]

A tout nombre ¢ > 0 on peut faire correspondre un nombre 7, tel que
pour tout arc ; de longueur %, et pour tout m on ait

(54) max eup [ ] t—oye | )| < 5

=12, ...,1 teL’
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D’une fagon analogue on trouve pour J%;(t) et Jru(f)

(85) max sup [ ” |t—c,|°1°+"|Jf'1(t)|] 5i

»=1,2,...,n (e’
P
(56) max sup [” |t — e |0 t® IJf,g(t)I] <=
=12,...,n feL’ =1

En vertu de ’hypothése (6) et des inégalités (25), on trouve la limitation
suivante pour la différence |IZ™hCrs=l)(p)__ perm=l) ()| ot les inté-
grales prises le long des arcs ¢jc;41—1I; sont régulidres, étant donné ¢y

Z [p{™(8) —p.(9)| dls
1% —1/° '

[I2Amesern—t) gy _ P2t ()] < const f
G-l

Vu que tel; et & eéjejr1—1;, la différence |#—%| a une borne inférieure
positive. Si I'on prend |l;| < min(7,, 7,) & tout ¢ > 0 on peut faire corre-
spondre un nombre ¥, tel que pour m > N, on aura, compte tenu de (34)

p -
(57) max sup [n |t—c,-|9"+"|If'(m)'(c?c’“_l’)(t) _va(c;é]-l-l—l]) (t)l] < 51. .
P

v=L12,...,n teL’ 1-1

Si I’on rapproche les formules (52), (63), (55), (64), (56), (67) on obtient

max sup [” |t —;|%79*#| T2 (8) — If(t)l] <e

y=12,...,n tel’

ou bien
v
(58) lim max sup [n |t—c,~|°’°+‘"|13'(m)(t)—If(t)l] =0.
m—>00 y=1,2,...,n LeL’ i=1

Afin d’étudier le quatriéme terme de la somme qui figure dans la
formule (39), on écrit les intégrales (38) de la maniére suivante

B = [ 70,980 2,
t L T
a
) = Lf 248, ) ) 2
o I*™(z) et I%z) sont les intégrales définies par (37). Nous obtenons

done

1™ () — 1(t) = J 7t 7)) - @] ;d?rt
L
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Si ’on répéte pour la différence ™) — I %(v) le raisonnement employé
plus haut, on trouve, en vertu du théoréme 3, [3],

(4
(59) lim max sup[[ ] it—e; %t ™) 1)) = 0.
=1

m—o0 y=1,2,...,n teL’

En passant & la limite dans la formule (39) lorsque m —oo et en utili-

sant les formules (40), (49), (58), (59), on obtient finalement lim é(U,,, U’)
m—>00

= 0, ce qui prouve que l’opération (21) est continue dans l’espace A.

LEMME 3. L'ensemble E’' de tous les points obtenus de U'ensemble E
a Vaide de la transformation (21) est un ensemble compact.

Démonstration. On sait que ’ensemble E’ est dit compaect si I'on
peut extraire de toute suite {V,,} de points V= [x™(2), x™(1), ..., 2(8)]
appartenant & l’ensemble E’ une suite partielle {V,,} convergente au
sens de la norme (19).

Choisissons sur chaque are ¢;¢;4+, deux arcs c?t,- et ;116,41 de longueur
suffisamment petite pour que l'inégalité

(4
(60) max _sup [[ ] it—e®et 0] < £
=1

v=12,...,n lelyg

soit satisfaite pour toutes les composantes des points arbitrairement
D p—

choisis de l’ensemble E’ pour la suite {V,}, ot Ly = D (¢;t;-+ ti+1Cj41)-
i=1

Cela est possible en égard & la premiére des inégalités (32) qui a lieu pour
toutes les composantes des points de ’ensemble E'.
En vertu de (32), les fonctions x™(t) sont bornées dans leur ensemble

Y4
sur ensemble D #;#,.,, pour tout m
=1

(
™)) < m,

et elles y satisfont & la condition de Holder
7)) — 1m0 < Bl

ou k, est le méme coefficient pour tous les m. Par conséquent les compo-
santes des points de la suite {V,} sont bornées dans leur ensemble et
également continues. Il en résulte d’apres le théoréme connu d’Arzela
qu'on peut extraire de la suite

Va} = {0, 2575 ey 250D



Sur un probléme auz limites discontinues dans la théorie des fonctions analytiques 287

une suite
Vin) = (1), ), ..., 2™ @]

D
uniformément convergente dans I’ensemble } #;#;.,. A tout £ > 0 on peut
j=1

done faire correspondre un nombre N, tel que pour ¢, s > N, Pinégalité

D
(61) max  sup [n It — &1+ [0ty — 1 50(0)] | < e
r=1.2,....n {eL—Lyg i=1

»
soit satisfaite pour te D #;1;4,. Si maintenant on rapproche les formu-
=]

les (60) et (61), on voit bien que la suite

View) = ™), 28™(1), ooy 2™}

vérifie la condition de Cauchy

»
8(Vigs Vi) = V= Vil = max sup[[ ] [t—e;e | 5%0() — )| < e

v=1,2,...,n teL’ =1

pour ¢,8> N, par conséquent cette suite converge au sens de Ila
norme (19). Il a été ainsi démontré que ’ensemble E’ des points trans-
formés de £ moyennant la transformation (21), est un ensemble compact.

Nous avons donc prouvé que toutes les conditions du théoréme de
Schauder [5] sont satisfaites. En effet, ce théoréme s’énonce comme il
suit: T'oute transformation continue d’un ensemble fermé et convexe de U'espace
de Banach en wun sous-ensemble compact, admet au moins un point in-
variable. D’aprés ce théoréme il existe un point [y}, ¢, ..., vn] de en-
semble Z invariable par rapport & la transformation (21). L’ensemble
des fonections yi(?), w3 (), ..., pi(t) constitue done une solution du systéme
d’équations intégrales (15). Les fonctions ;(t) (» =1, 2,...,n), ainsi
trouvées, satisfont aux conditions de Holder (32). On en déduit que les
valeurs limites des fonctions @,(z) (» =1, 2, ..., n), définies par les for-
mules (14) et holomorphes dans le cercle S*, satisfont en tout point

D
tel’=L—) ¢; au systéme d’équations (3), attendu qu’'elles vérifient
i=1

le systéme d’équations (3). En vertu de [3] (théoréme 4, p. 210), les
fonctions @,(z) sont bornées au voisinage des extrémités distinguées
Okyy Ckyy ---» Cr, €6 sont faiblement non bornées au voisinage de tout autre
point de discontinuité (singulier ou non); ces fonctions satisfont done
au voisinage des points ¢, ¢,, ..., ¢, aux conditions (2).

Dans le cas ou les indices x, (» =1, 2, ..., ») du probléme aux limites
en question ne sont pas tous non négatifs, la solution du probléme s’ex-



288 E. Niezyporowicz

prime par la formule (14), pourvu que |4| soit suffisamment petit, P,(z) = 0
(»=1,2,..,n) et quen outre les conditions

f o*f,(7)dr _
¢ Xr)lar) +ibfx)]

(analogues & [1], p. 110) soient satisfaites.

Qu’il me soit permis, pour terminer, d’exprimer ma vive reconnais-
sance au professeur W. Pogorzelski pour ’aide accordée & ce travail rédigé
sous 8a direction.

k=0,1,..,—%—2 (»=1,2,..,1),
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