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Un probleme mixte pour I’équation
aux dérivées partielles du second ordre
du type parabolique a argument fonctionnel

K. Zmma (Katowice)

Le but de ce travail est d’étendre au cas des équations aux dérivées
partielles &4 argument fonectionnel quelques théorémes contenus dans le
chapitre VIII de la monographie de Szarski [1].

1. Notations et détinitions. Soit dans l'espace euclidien E"*'
des points P(t, x,, %5, ..., ) un ensemble D* du type C (v. [1], p. 103)
et supposons que la projection de I’ensemble D* sur I’axe des ¢ soit 'inter-
valle {p, T'). Soit encore ¢, un point fixé de l'intervalle (p, 7'). Considérons
les deux sous-ensembles suivants de I’ensemble D*:

(1) D°= {(t, 21, Tpy .., Tn) e D*: te (P, >}, D=D\D°
(D*=D"v D).

L’ensemble D est évidemment du type C. Désignons par X la surface
latérale de ’ensemble D. Si 'on définit sur ’ensemble 2 une fonction,
p- ex. a(t, X), X = (2, %, ..., Zp), nous désignerons par X, l’ensemble
des points (¢, X) ¢ X tels que a(t, X) # 0.

En rapport avec les ensembles D° et D nous aurons a considérer,
dans ce qui suit

1° Les transformations A4, 4,j=1,2,...,m, qui transforment
I'ensemble D en I'ensemble D* de telle fagon que P*= (t*, X*)e D,
P=(t, X)e D* et P= A;(P*) entrainent ¢ < t* pour ¢,j = 1,2, ..., m.

2° Les fonctions a;(P) et les directions l(P), 1 =1, 2, ..., m, définies
sur la surface latérale X et satisfaisant aux conditions A, formulées dans
la monographie [1] (v. [1], p. 134).

3° Les fonctions yi(P) définies sur 2 et les fonctions gi(P) définies
sur les ensembles X, ¢i=1,2,...,m, et telles que B«(P)> B;=0.

4° Les fonctions ¢4 P), définies sur 1'casemble D°
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5° Les fonctions fi(t, X, U, Q, B) = fu(t, @1y .ccy Tny Uyy cuey Yy Gy s .-
vy Qny Ti1y oy Tan)y ©=1,2,..,m, définies pour (¢, X)eD et U,Q,R
quelconques.

Cela admis, nous allons considérer le probléme mixte suivant:

WD) _ 1P, t(An(P), ual A (P)), ..., (A in(P)), @ (), B(u0)
pour PeD,
(2) u;(P)=¢p¢(P), i=1,2,...,m pour PGDO,
BuP)uP)— auP) ) ) pour P ¢
ui(P) = yi(P) pour P e X\ Z,,
ou
_ ouy(P) owy(P) - ouP)
Q (ui) = oz, ' om, ' eam }’
R(’M,f) {02‘“1(P) 82’ui(,P) . ui(P)}
ox: 6wldm2 8:1;,,

Le systéme des m fonctions {u,(P), uy(P), ..., un(P)} sera appelé
(v. [1], p. 134) solution Z;-réguliére du probléme mixte (2) si ces fonctions
sont continues dans la fermeture de ’ensemble D*, admettent des dérivées
partielles continues du 1° et du 2° ordre dans I’ensemble D, satisfont
a toutes les quatre égalités (2) et admettent des dérivées dui(P)/dli suivant
les directions I; en tout point P de l’ensemble Z,,.

2. Définitions de Pellipticité et de la parabolicité. Nous
rappellerons ici, en les modifiant quelque peu, les définitions de
Pellipticité et de la parabolicité données par Szarski (v. [1], pp. 132-133).
Cette modification est devenue nécessaire & cause des transformations A4;;
qui interviennent dans le probléme (2).

Définition de Uellipticité. Supposons que les fonctions {u,(P), uy(P), ...

.y Un(P)}, définies dans 1’ensemble D*, admettent des dérivées partielles
du 1% ordre au point P ¢ D. Nous dirons que les fonctions f(P, U, Q, R),
1=1,2,..,n qui interviennent dans le probléme (2), sont elliptiques
par rapport a la fonction vectorielle U(P) = {uy(P), uy(P), ..., un(P)} au
point P sous les transformations A, i, j = 1, 2, ..., m, si-pour tout couple

de suites numériques R = (711, ..., Tnn)y B = (T11, ..y Tnn) telles que la
n
forme 3 (rjx—7ix)AjAx des variables A, 4,, ..., A, satisfait & 1'inégalité
’ k=1 .
n
(i) D (ri—TFi) Aihe < 0

k=1
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on a linégalité
3)  fdP, m(Aa(P)), ..., tm(Am(P)), @ (ui(P)), )
<SP, m(Aa(P)), ..., un(4in(P)), @ (ui(P)), E).

© Si linégalité (3) a lieu pour tout point P € D, nous dirons que les
fonctions fi(P, U,Q, R) sont elliptiques dans Uensemble D par rapport
a la fonction wvectorielle U(P)= {u,(P), ..., Un(P)} sous les transforma-
tions Ag;.

Définition d’une solution parabolique. Nous dirons, avec J. Szarski,
que la solution {%,(P), uy(P), ..., Um(P)} du probléme (2) dans I’ensemble D
est parabolique dans D si les fonctions fi(P, U,Q,R), t=1,2,..,m,
qui interviennent dans les équations (2) sont elliptiques dans ’ensemble D
par rapport aux fonctions {u,(P), Us(P), ..., 4m(P)} sous les transforma-
tions Ai,'.

3. Quelques théorémes sur le probléeme (2). Nous établirons
dans ce numéro quelques théorémes qui constituent une généralisation
de certains résultats démontrés par J. Szarski dans le chapitre VIII de
la monographie [1].

THEOREME 1. Admettons au sujet du probléeme (2) les hypothéses
sutvantes:

1*. Les fonctions fdP, U, Q, R) satisfont & Vinégalité

|f(P, U, 0,0)] < ai(t, |4, %], ...y [%m]) ,
i=1,2,..,m, te0,T),
o les fonctions oi(l, vy, vy, ..., Vy) Sont continues, mon mnégatives et non

décroissantes par rapport aux variables vy, v, ...,y dans Uensemble
{te<0,T), v41>0,i=1,2,..,m}

- 2%, Les fonctions Bi(P), 1= 1,2,...,m, satisfont a Dinégalité B:«(P)
> B; = 0.

3*. Les fonctions initiales g P), 1= 1,2, ..., m, satisfont a Vinégalité
lpi(P)| < #miy, 1=1,2,...,my, PeD’ oW 7y, My --cy Nm Sont des nombres
non négatifs fixés. '

Enfin, soit {w,(1), wy(l), ..., wn(?)} Vintégrale supérieure a droite du
systéme d’équations

yi(t) = Gi(t’ Yi(t)y ooy ym(t)) ’
Y(O)=m, 1=1,2,...,m,

(ii)

dans l'intervalle <0, 8).
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Dans ces conditions, si U(P)= {,(P), %s(P), ..., um(P)} est une
solution X,-réguliere parabolique du probléme (2) et si
dus(P)

PUPYI(P) — ad Py —5—| < Bi(t)  pour PeZy, P=(t, X),

[%4(t)| < i P) pour P e I\ X, ,
t
o ay(t) = m+ 6[ ai(Ty My ..ry ym)dr, alors

(5)  |at, X)| < wilt) pour te<0,8)~<0,T), i=1,2,..,m.

Démonstration du théoréme 1. Admettons les notations
suivantes:

W;(t):m%x luit, z)|, te<p,T),:i=1,2,..,m,
TESE

M(t) = max{ut, )}, telp,T),1=1,2,..,m,

zeS;

(6) Nt)=max {—ut,2)}, tep,T),i=1,2,..,m,

z€St

A(t) = {(z,x) e D*: p<T <},

Wi(t) = max [%(P)|, Wi(t) = sup lu(du(P)|, i,j=1,2,..,m.
Peaf) Pedt) .

Si 74(t) désigne (v. [3]) la borne inférieure des nombres 7 <?¢ tels
que Wq(r) = Wy(?), les fonctions 7y(f) sont, en vertu du lemme 2 (v. [3])
non décroissantes dans l’intervalle {p, T'), continues a gauche et 7;(t) < t.

Considérons le systeme suivant d’équations différentielles avec
dérivée gauche: '

(aa(t) = cn(t, a1ty (1), 2a(mal(t)) y ..., zm(rm(t))) pour te <0, T),
z(ty=m pour telp,0),t=1,2,..,m.

(7)

Dans le travail (2] nous avons démontré qu’un systéme de la forme (7)
admet — au moins localement — des solutions supérieure et inférieure
4 droite. On prouve aisément que ces solutions existent dans l’intervalle
<0, 9).

Soit domne {Z(t), 2(t), ..., Zm(t)} lintégrale supérieure & droite du
systéme d’équations (7) dans lintervalle {0, d). Nous allons d’abord
montrer que les fonctions % P) vérifient 'inégalité

(8") [Udt, @)] <Z(t) pour 1e<0,8)n<0,T),i=1,2,..,m,

ensuite nous établirons 1'inégalité Z;(t) < wi(t), d’ou résultera l'inégalité (5).
Avec les notations admises, on a l'inégalité

(8) Wi(0) < i = Z(0) .
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En vertu du théoréme 7 (v. [2]), il suffit done, pour établir I'inégalité
Wi(t) < Zi(t) pour te <0, 4d), de prouver I'implication suivante:

(9) Si pour un point t* € (0, ) et pour un indice j on a l'inégalité W;(1*)
> F(t*), alors D_W,(t*) < oj{t*, Wa(ra(t*)), Walralt*)) 5 o) Win(em(2"))).

Supposons done vérifiée 1’inégalité W;(t*) > Z;(¢*). En vertu du théo-
réme 34.1 ([1], p. 106) il existe sur la section S un point P*(#*, X*)
tel que

(10)  Wyt*) = M(t*) = %(t*, X*) et D_W,(t*) < D™ Myt*),
ou bien
(A1) Wi(t*) = Ni(t*) = —au;(t*, X¥) et  D_Wil*) < D Nyt*).

Considérons le cas (10) et remarquons d’abord que, les fonctions o
étant monotones et non négatives, on a l'inégalité

(12) oi(t) < 7Zi(t) pour te<0,0).
De l'inégalité (12) il résulte que les inégalités (4) seront vérifiées

si I’on remplace les fonctions @;(¢) par les fonctions Z;(f). On aura done

~ dui(P)
(4*) ﬂf(P) 'M{(P) - a?(P) dl,

[ui{(P)| < Z(?) pour P e X\2y, .

< B;Zj(t) pour PeZ,,

Les inégalités (4*) et I'inégalité W;(t*) > Z;(¢*) prouvent — moyennant
le lemme 47.1 ([1], p. 135) — que le point P*(t*, X*) est un point in-
térieur de ’ensemble D. Evidemment, la fonction %;({, X) admet en ce
point un maximum local; on a done les relations

3%,-(1)*_) _
oxy
*u;(P*)

R T < ] .
oT 10Xy Ai 2 0 ? . 1y Ak quelconques

0, +=1,2,..,n;
(13) '

i,k=
D’autre part, en vertu du théoréme 33.1 ({1], p. 104), on a
ou;(P*)
ot

En rapprochant (14) et (10), et en tenant compte de la définition
des fonctions %;(P), on obtient

(14) DM (") <

9% P*)
ot
= f?'(P*; T"I(Ail(P*)) 9 e "'zm(Afﬂt(P*))’ 0, R(%i(P*))) ’
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(15) D_Wi{i*) <
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d’ol, en ajoutant et retranchant le méme terme, on -déduit I'inégalité

(16) D_W;(t*

< [FAP*) ooy T A5 P) 5 ey O, R(THPY) — S P, ooe, sl 414(PY)), ..., 0, 0) |+
+Fi{P*s T(45dP*), .., Ul sm(P*), 0, 0) .

La solution {%(P), ..., %n(P)} étant parabolique, I’expression entre
crochets dans l'inégalité (16) est non positive. En tenant compte de ce
fait et de ’hypothése 1* on tire de 1’inégalité (16)

(17) D_W(t*) < fi| P*, W4 1(P*)), ..., Un(A4in(P*), 0, 0)
< ai{t*, |T(An(P*)], ooy [Tm(Aim(PY)]) -
Un raisonnement tout pareil méne pour le cas (11) & l’inégalité
(17') D_Wj(t*) < —fi{ P*, B An(P*)), ..., lim(Asm(P*)), 0, 0)
< oi(t*, |[%(An(PY)], . [im(Aim(PY)]) -
Dans les deux cas on a donc pour le point P* l'inégalité
(18) D_W,(t*) < oi{t*, %A n(P*))], ., [imlAsm(PY) ) .

Enfin, en tenant compte de l'inégalité évidente [u,(A,,(P))I W;(2)

= W;(n(t)) et du fait que les fonctions ¢; sont monotones par rapport
aux variables spatiales, on obtient:

(19) D_W(t*) < os{t*, Wi(ra(t*), Walzz(1*)), .., Wan(rm(2*))) -

L’inégalité (19) établit l'implication (9) et ’inégalité (5*) se trouve
ainsi démontrée.

D’autre part, les fonctions Z;(f) étant non décroissantes, on a 'Ei(n(t))
< %(t), d’ou, en tennant compte du fait que les fonctions ¢; sont mono-
tones, on déduit I'inégalité

(20) (7). = ot, F(m(D), .., Fnftm(D)) < 0ult, 2(), FalD), oo, Fm(D)

et, de plus, Z;(0) = w4(0) = ;.
En vertu des théorémes de comparaison correspondants on tire de
I'inégalité (20) la suivante:

(21) %) <odt), i=1,2,..,m, te0,0),

ol {wy(), wy(t), ..., wm(?)} est l'intégrale supérieure & droite, mentionnée
plus haut, du systéme (ii). En rapprochant les inégalités (21) et (5*) on
obtient 'inégalité *(5), c’est-a-dire la conclusion du théoréme 1.
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Remarque 1. Si Ay(P) = Ppouri=1,2,...,m, il suffit de prendre,
au lien de la condition 1* la condition plus faible:

1**. f(P, U, 0,0) -sgnu; < oi(t, [, U], ..., lttm]) ([1], P- 136).

Des considérations analogues permettent d’établir le théoréeme
suivant:

THEOREME 2. Supposons donné, outre le systéme f«(P,U,@Q, R),
t=1,2,..,m, le systéeme de fonctions g(P,U,Q,R), i=1,2,..,m,
définies pour P e D et U,Q, R quelconques, et supposons vérifiée U'inégalité

(22) \f{P, U, Q, B)— g« P P,U,Q,R)

< aity [y — |, [Ue— o]y voey [Um — Um]),
1=1,2,..,m, ou les fonctions o¢ ont les mémes propriétés que dans le
théoréeme 1. Admettons que {uy(P), uy(P), ..., um(P)} soit une solution

parabolique X,-réguliére du probléme (2) et la fonction V(P)= {v,(P),
Vo(P), ..., Vu(P)} une solution Z,-réguliére du systéme

(23) 3’03(P)

= 9P, 0s(Aa(P)), .., 2u(4im(P)), @ (vi(P)), Rlvs(P))), PeD,

avec des conditions iniliales et aux limites convenables.
Dans ces conditions, si les inégalités

|ui( P) — v P)| < m4 pour PeD’, i=1,2,...,m,
d {ui(P) — v P ~
ny PP P~ o) - ) TR < g
pour P e Xy,
[ui(P)— vi( P)| < @4(t) pour P e 2\ 2y,

ol w4(t) = m—|—f oi(T, M1y ...y N) dr, sont vérifies, on a la limitation
0

(25) lwi(t, ) —oill, @)| < wi(t), 1e€0,0),i=1,2,...,m,

ol {w,(?), wy(t), ..., wm(t)} est l'intégrale supérieure a droite du systeme
d’équations (ii) dans l’intervalle <0, d).

Remarque 2. En supposant de plus que o4(¢, 0,0, ...,0) = 0 pour
t=1,2,..,m et que 'intégrale unique du systéme (ii) avec la condition
y5(0)=0,i=1,2,..,m, est la fonction vectorielle identiquement nulle,
on obtient comme conséquences du théoréme 2 un théoréme sur I'unicité
de la solution du probléeme 2 et un théoréme sur la dépendance continue
de cette solution des fonctions initiales ¢;(P) et des conditions aux limites.

5%
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4, Dépendance continue de la solution du probléme (2)
des transformations A;;. Supposons données, outre les transforma-
tions 4, qui interviennent dans le probleme (2), des transformations 4 i
définies sur I'ensemble D et telles que (f, X) ¢ D entraine A (¢, X) e A(t)
(v. (6)). Soit donc la fonction {u,(P), %y(P), ..., Un(P)} une solution
2,-réguliere du probleme

a’llrta(tP) = fi(Pj uz(zil(P)), cery um(Zim(P)), Q(‘u’i(P)), R(?M(P)”
pour PeD,
(2*) uP)= @i P) pour PeD°,
BuP)u(P) — au(P) ) = () pour P e 5,
uy(P) = pi(P) pour P e X\ %,

et la fonction {u,(P), 4s(P), ..., um(P)} une solution parabolique Z,-ré-
guliéere du probleme (2).
Si
a ~
v = max { sup |u(di(P) —u(4y(P))]), 0<Ty<T,

Ped(To)

on a la limitation
(26)  |%i(t, ) —wilt, z)| < wi(t) pour te0,8), i=1,2,..,m,

ot {w,(t), ..., wn(t)} est lintégrale supérieure a droite dans l’intervalle
<0, 6*) du systéme (ii) avec la condition initiale y4(0) = »;. Le nombre o
désigne min (6*, T).

La démonstration de I’inégalité (26) est analogue a celle du théoréme 1.
Dans le cas ou il est possible de déterminer (ou de limiter) effectivement
les nombres x; et l'intégrale supérieure {w;(?), wi(?), ..., wn(t)}, linéga-
lité (26) peut servir a la résolution approchée du probleme (2).
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Une remarque sur des notes de Razumichin
et Krasovskij sur la stabilité asymptotique

par Z. MIKOEAJSKA (Krakow)

Envisageons le systeme suivant d’équations différentielles avec
parametre retardé

(1) %=X¢(t,w(t),x(t—h)) (t=1,2,..,n),

Oll T = Zy, ..., Zn.
Dans la note [3] Razumichin a donné pour la stabilité asymptotique
la condition suivante:

HvyrPoTHESES H. Il existe une fonction V(t,x) positivement définie
dont la dérivée totale par rapport a (1) est

av ~
m = Vit, z)4-V(t, 2) X (¢, 2, 9) = U(t, =, 9),
telle que

Uty z,y) < —op(2)
pour tous les (t,xz,y) tels que
Viz,y)<V(t,z) pour t1<t,

ot ¢(x) >0 pour z + 0, ¢(0) = 0, ¢(x) étant continue.

Razumichin se propose de démontrer que sous les hypothéses H la
solution z = 0 du systéme (1) est asymptotiquement stable. Dans la
présente note nous construirons un exemple d’une équation de la forme (1)
qui prouve que les hypothéses H ne sont pas suffisantes pour la stabilité
asymptotique de la solution x = 0 du systéme (1).
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§1 EXEMPLE. Envisageons la fonction f(t, #,y) définie de la facon
suivante:
—x pour x> 92,

t
—a(t)x pour z?exp (2 f a(s)ds) <y,

t—h

@ Sz, =] _pr__ 1—al)

- (12— a?)
(exp2 f a(s)ds—1)a
t=h

i
pour 2 <y:<a*exp? [ a(s)ds, a* >0,
i—h

ou

(3) 1>a(t)>0 pourt>—h, h>0, h= const;

a(t) est continue et

=]

(4) [a(ydt=a< oo.

0

Nous démontrons que pour 1’équation
(5) z'(t) = f(t, z(t), x(t—h)), t=0,

ainsi définie les solutions z(t), telles que z(t) == 0 dans l'intervalle [— &, 0]
ne tendent pas vers zéro pour t-—>oo (c’est-a-dire la solution = 0 n’est
pas asymptotiquement stable) et que les hypothéses H sont satisfaites,

Envisageons la fonction V(x) = 2?. Pour chaque solution z(f) de (5)
la fonction »(t) = V(a:(t)) satisfait & la relation suivante:

— 2V (x) pour a2 > 42,

¢

—2a(t)V(z) pour y* > 2*exp 2 f a(s)ds,
t=h

av

i
diy V-2V (@) +(1—a)(exp2 [a()ds—1)" -2(V(y) V()
t—h

t
pour V(z) < V(y) < V(x)exp2 f a(s)ds
t=h

et par suite, en vertu de (3), on a v'(t) < —2a(f)v(t) pour t >0, d’out
il vient

8
v(8) = v(t) exp2f—a(u)du pour 0 <s<t.
t



Stabilité asymptotique 71

Pour s = t—h on obtient

t

(6) v(t—h) > v(t)exp2 [ a(s)ds . pour t>h.
t—h

De la définition de f(¢, z,y) et (6) il vient que v'(f) = —2a(t)v(t)
pour ¢ > h et par suite

4
v(t) = v(h) exp (— 2 [ a(s)ds) > v(h)e—2e > 0.
h

Pour démontrer que les hypothéses H sont satisfaites, envisageons
la dérivée totale de V(x) = 22 dans V’ensemble ou 22 > 2. On a

av
T = 24f(t, 2, 9) = —20* pour V(@) > V(y);

on peut ainsi poser ¢(x) = 2V (x) = 2a2, et par suite la condition de Razu-
michin n’est pas suffisante pour la stabilité asymptotique.

§ 2. Envisageons la condition de Krasovskij [1].
HyprorHESES H,. Il existe ume fonclion positivement définie V (t, x)
et des fonctions @(x) et f(r) telles que
(2.1) Vit, ) +Valt, 2) X (2, 2, y) = U(t, ¢, y) < — ()
pour (t,x,y) tels que
(2.2) Vis,y) <f(V(t,2), t—h<s<t,
o les fonctions @(x) et f(r) sont continues et telles que
(2.3) p(r) >0 pour z #0, ¢(0)=0,
(2.4) firy>r pour r £0,

f(r) étant croissante.

Krasovskij démontre que sous les hypothéses H; la solution z =0
du systeme (1) est asymptotiquement stable.

Remarque 1. Notre exemple démontre que I’hypothése (2.4) du
théoréme de Krasovskij est essentielle. Dans ce cas on a f(r) = r.

Remargue 2. Notre exemple montre aussi que dans la note [2]
de Mansurov la démonstration (et peut étre aussi les théorémes) doit
étre modifiée. Au lieu du théoréme de Razumichin c’est le théoréme de
Krasovskij qui doit étre appliqué (par exemple avec f(r) = ar, ol a > 1).
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