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Sur les coefficients des fonctions univalentes
dans le -cercle unité

par Z. J. JAXUBOWSKI (X.6dZ)

Introduction. Soit S, la famille des fonctions univalentes et
holomorphes dans le cercle |z| < 1, de la forme

(1) F)=24+A,22+A4,25+ ...

Dans ce travail nous obtenons les limitations exactes (inférieures ou
supérieures) de quelques fonctionnelles dépendant des coefficients A4,,
A, et A,, et définies dans certaines sous-classes de la famille S.

§ 1. Le minimum de la fonctionnelle A4;+ «4, dans la fa-
mille des fonctlons univalentes & coefficients réels. Soient «
et M des nombres quelconques fixés, satisfaisant aux conditions

(1.1) a0, M>1,

Ry la famille des fonctions holomorphes et univalentes dans le cercle

|z| < 1 de la forme (1), & coefficients réels, ¢’est-a-dire tels que 4, = red,

pour n = 2,3, ..., enfin R, la sous-classe des fonctions bornées de la

famille R, c’est-a-dire satisfaisant & la condition [F'(z)| < M pour |2| < 1.
Considérons la fonctionnelle

(1.2) H(-F) = Ay+ad,,

définie dans la famille R,,. Celle-ci étant compacte et la fonctionnelle (1.2)
continue, il existe des fonctions F*(z) et F(z) de la classe Ry, pour les-
quelles elle atteint sa borne supérienre H (F*) et sa borne inférieure H (ﬁ )

Dans un travail préeédent [8] j’ai trouvé la borne supérienre H (F™)
pour des valeurs quelconques « et M des intervalles (1.1), la limitation
supérieure de la fonctionnelle (1.2) définie dans la classe R et certaines
formules asymptotiques pour les valeurs de M proches de l'unité.

Nous allons maintenant déterminer H (ﬁ) dans la famille B, ainsi
que dans R, et nous établirons les formules asymptotiques correspon-
dantes.
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Dans ce but désignons par Rz la famille des fonctions holomorphes
et univalentes dans le cercle [z2| < 1 de la forme

(1.3) F(2) = @z + a2+ o = ayy(z+ Ayt - L)

satisfaisant aux conditions: 1° rea,; = ay (n=1,2,..), 2° [f(2)| <1
pour 2] < 1, 3° ay = T, ou T est un nombre quelconque fixé de linter-
valle (0, 1). Considérons ensunite la fonctionnelle

(1.4) G(f) = Ag+ady .

Comme celle-ci est continue et la famille (1.3) compacte, il existe une
fonction f(z) e Ry de la forme

(1.5) Fl2) = ty2 +an2?+ ... = dy(z+ A2+ ..),

pour laquelle la fonctionnelle (1.4) atteint son minimum.

En vertu d’un théoréme bien connu sur les fonctions extrémales de
la famille By (v. [4]) chacune des fonctions (1.5) satisfait & ’équation
fonctionnelle différentielle suivante:

(1.6) ;( J M(f(z )]—--—N(z) 0< 2l <1,
ou

M(w) = 283w +w %) + 283 (a + 24,) (w +w ) — 2P,
(1.7)  N(2) = 28,22 +22) + 28, (a + 24,) (2 +271) + 22,(2.4, + ad,) — 2P,

P = max [2a3(a+ 24,)cosz + 2d; cos 2] .
0 in
Les fonctions M (w) et N (2) admettent en outre sur les circonférences
|w| =1 et |2] = 1 des valeurs non positives et chacune d’elles a respective-
ment sur ces circonférences une racine double. On a de plus a, = 7.
Posons

(1.8) %= (at+24,) T’
Alors on obtient des formules (1.7)

21 —wu) si w0,
(1.9) P ={opm sio u=0,
21%1+u) si w>0,
et
2w 2w+ 1) w4+ (v —2)w+1] s u <0,
(1.10)  M(w)={2T% *(w+1)2(w—1) si wu=20,
283w — 1) w? + (4 + 2)w +1] si uw>0,
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En tenant compte de la propriété mentionnée de la fonction N (e),
on peut la mettre sous la forme

(1.11) N(2)=2Tz2(z—e)(z—r)(z—r1),

ol e= 41, -1 <r<1, r#0;

de la condition N (2) << 0 pour |z| = 1 il résulte de plus que

(112) e=1 et —1Xr<0 oubien e=-1 et 0<r<l.

Les formes (1.7) et (1.11) de la fonction N (2) donnent encore

(1.13) 2e4r+rt=—ul,
(1.14) 2 42 (r+r ) = 24,4+ ad,—PTT.
Done, 8i <0, les formules (1.12) et (1.13) entrainent e= —1 et

r+r1'=2—uT; par conséquent, en vertu de (1.8), (1.9), (1.11) et
(1.14), on a '

N(z) = 2T (2 +1)42* + (Tu—1)z +1]22,
24+ ady= —2+2Tu+2T*(L—u).
D’une facon analogue on arrive, dans le cas ot ¥ = 0, aux formules
N(z) = 2T (2+1)}(z—1)%"2,
204y +ad, = —2+2T
et, si u >0,
N(z) =2T(z—1) 224 (Tu+2)z+1]272,
DA, +ady= ~2—2Tu+2T31+u).
Nous avons donc obtenu toutes les formes possibles des fonctions

M (w) et N(2) qui interviennent dans 1’équation (1.6) des fonctions extré-
males par rapport 3 la fonctionnelle G(f). On a donc le

LewMME 1. Toute fonction extrémale w = f(z), pour laquelle la fonction-
nelle G(f) atteint son minimum, satisfait & 1'équation:

A .(-11;—?)2(14;—1)’[w’+(u+2)w+1]
=z Y z-1)2+(Tu+2)z41] s u>0,

B (Tn) w—1p00-+1p = =11 sou=0,

C (% )2 (w +1)2[702 + (u—2)w+1]

=z +1) 2+ (Tu—2)z+1] st u<O0.
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De plus on a

—1—}a2+T¥1+u)+Tu(ta—1) dans le cas de Uéquation A,
(1.15) G(f)={—1—}a2+ 1" dans le cas de Uéquation B,
—1—1a®+T%(1—u)+Tu(ta+1) dansle cas de I'équation C.

Nous étudierons maintenant chacune des équations A-C.

1. Bquation A. Soient 4 (w)= [w?+ (u+2)w+1]"2 et B(z)
= [22+4 (Tu +2)z+1]"2les branches des radicaux qui admettent la valeur
1 respectivement aux points w =0 et z= 0. Nous avons donc dans

ce cas ’équation
Tw'ww—1)4A (w) = 2=¥2—1) B(2)
d’ol, en intégrant, nous obtenons 1’équation suivante:
(1.16)  T(1l+w-)4(w)+
+ $Tulog {w— A (w)+w+1+ 3ul+ [A(w)+1 4+ (1 + tu)wl}
= (L+271)B(2)+
+ 3Tulog{z Y [B(2)+2+1+ §Tu][B(2)+1+(1+ $Tu)2]} + C,

ot € est une constante d’intégration.
Soit 2—0 et respectivement w = f(2) 0. Alors on déduit de (1.16)

la relation

7 1 S L g
(1.17) 2(\1’—1)+§TulogT(Tu+4) A,=C,
d’on résulte immédiatement que

imC=0.

Remarquons ensuite que le point zy= —1—4Tu+ 4y Tu?+ 4Tu,
racine de la fonction N (z), est situé 4 lintérieur du cercle |2| < 1. De
plus la fonction w = f(z) admet en ce point la valeur w, = —1— ku+
+ $Vu?+ 4u. En passant donc dans 1’équation (1.16) & la limite avec 22,
et respectivement w—w,, nous aurons

1 2
(1.18) C=relC = 5 Tulog T g d "

Les formules (1.17) et (1.18) donnent donc

(1.19) A, =2(T-1),
d’ot
w= T a+24,) = T a+4T—4).
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Dans le cas de I’d4quation A, u est un nombre positif et G(f) s'ex-
prime par la premiére des formules (1.15), done
a>4(1-T)
et )
G(f)=3-2a4+2(a—4)T+5T2.

Nous avons ainsi démontré le

LEMME 2. 8%l existe une fonction extrémale w = f(2) par rappoxt & la
fonctionnelle G(f), pour lagquelle u > 0, on a

(1.20) G(f)=3—-2a+2(a—4)T+5T2, a>4(1—-T);
cetle fonction satisfait a Véquation (1.16), o la constante C est définie par
la formule (1.18)
Remarque. Soit w = f(2), |[f(2)] < 1, une fonction définie dans le
cercle |2| < 1 par I’équation
w Tz

(1.21) TTef =T

On vérifie aisément: 1° que cette fonction représente le cercle 2| < 1 sur
le cercle |wj <1 coupé suivant le segment (w,,1), oh w,=(2—T—
—2Y1-T)T""; 2° qu'elle appartient & la famille Ry; 3° qu'elle satisfait
a Déquation (1.16) et & la condition (1.20), c’est-a-dire G(f) = G(f).

2. Equation. B. Dans le cas de 1’équation B on a

Tw'w-¥(w?—1) = 2-322—1),

d’oll en intégrant on obtient 1’déquation
(1.22) Tw+w?)=2+2"1+0C,

ou C est une constante d’intégration. Comme w = T'(z +A, 2+ 4,2+ ...)
on obtient, en développant les deux membres de l’équation (1.22) en
série de Laurent dans un anneau de centre z = 0 et en égalant les coef-
ficients des mémes puissances de 2,

Cz—Az, —ﬁ3+Ag+T2=1.

D’autre part, on a dans le cas considéré « = T 'a+24,) =0, done
A, = — }a. Par conséquent

C=3}a, Aj+ad,=T—1—1a.

Nous étudierons maintenant 1’équation (1.22) pour ¢ = }a. On sait
que la fonction w = w+1/w représente le cercle |w| < 1 sur le plan (w)
muni d’une coupure suivant le segment (—2,2). Ensuite, la fonction

1

® =7 (z+%+ %a) représente le cercle |2| <1 sur le plan (w) entaillé
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suivant le segment de l'axe réel (T '(ka—2), T '(}a+2)). Comme
T Y3a+2)>2 et T '(3a—2) < —2 lorsque a < 4(1 T), 1’équation
{1.23) Tw+w1)=2z+21+1%a

définit dans le cercle |2| < 1 une fonction de la classe Er si
a<4(1-T").

Cette fonction représente le cercle |2|] < 1 sur le cercle |w| << 1 muni de
deux coupures suivant les segments (—1,w,), {ws, 1), ol

wy = 3[(2+Fa) T =V (2 +$a)’T > — 4],
wy = 3[(Fa—2) T +V (3a— 2P T2 —4].

Nous obtenons ainsi le

LEMME 3. S8l existe une fonction extrémale w = f(2) par rapport & la
fonctionnelle G(f), pour laquelle w = 0, alors

Gf)=—-1-12+4T2, a<4(1-T)

et cette fonetion satisfast & Déquation (1.23).

3. Equation C. Nous démontrerons enfin qu’il n’existe pas de
fonction extrémale par rapport & la fonctionnelle @(f) pour laquelle u
admette des valeurs négatives. En effet, dans le cas contraire chacune
de ces fonctions satisferait a 1’équation O (v. lemma 1). Mais alors, tout
a fait comme dans le cas de ’équation A, on obtiendrait 1’équation

w[C(w)+w+tu—1]
O(w)+14+(3u—1)w

2[D(2)+ 2+ 3Tu—1]
D) +1+(3Tu—1)2

(1.24)  T(1—w=1)C0(w)+ }Tulog

= (1—2")D(2)+ $Tulog +K,
ot C{w) = [w?+ (u—2)w+1]*2, C(0)=1, D(2)=["+(Tu—2)z+1]12,
D(0)=1 et K est une constante d’intégration.

En passant ensuite dans ’équation (1.24) 4 la limite avec z >0 et
respectivement w0, on aurait la relation

4d,=2(1-T)+K.

Posons z,=1—}1Tu—}VT?u2—4Tu, w,=1—ju—§yu2—4u. Alors
N(2) =0 et M(w,) = 0. Comme |2,] < 1 et |w,| < 1, on aurait w, = 7(2,).
Sl z>2,, on a aussi w—>w, et de 1’équation (1.24) on obtiendrait, aprés
quelques simples calculs, K = 0. Cela est pourtant impossible, car en
vertu de A, = 2(1—T)> 0 on aurait

u= T a+24,)>0.
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Désignons par D4 et Dp les ensembles du plan (T, a) définis comme
il guit:
Dy={(T,a): 0<T<1,41-T)< a},
Dp={(T)a): 0<T<1,0<a<4(1-T)}.

Nous avons considéré, dans ce qui précéde, toutes les formes pos-
gibles de 1’équation (1.6) des fonctions extrémales pour lesquelle la fonction-
nelle G(f) = A+ ady atteint sa borne inférieure. Il résulte des lemmes
que nous venons d’établir que si le point (7', a) ¢ D4, on a 1'équation A,
d’autre part, si le point (7', a) ¢ Dg, c¢’est 1’équation B qui a lien. Comme
les ensembles D4 et Dp sont disjoints, et pour tout couple possible de
nombres (T, a) il existe une fonction extrémale, on a le

THEOREME 1. Pour toute fonction f(2) de la classe Ry on a la limitation
exacte suivante:

G(f)}{3—2a—}—2(a—4)T—|—5T2 si (T,a)eDy,

—1—4a?+ 17 8t (T',a)eDp.

Les fonotions extrémales vérifient respectivement les équations (1.21) ou (1.23).
Enfin, considérons les fonctions de la forme
h(z,T)=“Tz)__Tz, Wl<1, 0<T<1,

ot f(z) désigne la fonction pour laquelle la fonctionnelle G(f) atteint
son minimum (v. [8], § 4). Elles forment une famille normale. On peut
done extraire de toute suite {T,} convergente vers l'unité une suite par-
tielle telle que la suite de fonctions {h, (2, T»,)} converge presque uni-
formément dans le cercle |2| < 1 vers une fonction %(z), de la forme

h(z) =limh(z, T) = 2+ a,2*+ ...

I—1

La fonction % (2) sera dite fonction limite. On a done, pour 7 suffisamment
proches de l'unité, .
f@)~z+(T—1)h(z) .

Nous allons déterminer les fonctions limites pour la fonctionnelle
considérée. Dans le cas ol a = 0, la fonction w = f(z) vérifie I’équation
(1.23), d’ol résulte la relation:

Tz(1+w?) = w(l+22).
La fonction h(z, T') gatisfait donc & l'équation
Tz[l+(z+(T—1)h{z, T))*] = (1+2)[2+(T—1)h(z, T)]-
On ohtient ainsi:

2(1 422+ 2Teh(z, T) L+ T(T—1)eh¥(z, T) = (L+2)h(z, T).

Annales Polonic! Mathematicl XIX 15
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Finalement
1422

h(z) = A

8i ¢ > 0, on a I’équation (1.21). Pax conséquent les fonctions A (2, T)
vérifient la relation

[24+(T—1)h(z, T)](1+2)2 = Te[1+2+(T-1)h(z, T)P,
d’on1 il vient
—2(1 422+ +2)?h(z, T) = 2T2(1+2)h(2, T) + T (T—1)2h¥z, T) .
En passant 4 la limite pour T'—1, on obtient donc

142
Nous avons ainsi établi le

THkoREME 2. Les fonctions extrémales limites par rapport & la fone-
tionnelle G(f) dans la famille des fonctions proches de Videntité somt de la

forme

2
zl+zz st a=0, -
—_—2
h(z) =
zl—z i a>0.

Les fonctions limites peuvent étre déterminées directement & partir
des équations fonctionnelles différentielles correspondantes. Ainsi, par
exemple, dans le cas a> 0, on déduit de I’équation A I’équation dif-

férentielle linéaire
92(z—1)[22 + (a+2)2 +1]h'(2)
= [a?— (Ba+4)2— 4 h(z)—2(z—1)[22%+ (a + 4)2+ 2] .
La solution générale g(z) de I’équation homogeéne est de la forme

Oz?
(z—1) Y22+ (a+2)2+1

g(2) =

et la solution générale de 1’équation avec second membre g’exprime par
la formule
142 22

C .
1—s" “(e—1)V2+ (a+2)2+1

De la condition (1.19) et de la définition des fonctions limites il rdsulte
que C; = 0; la fonction limite a donc bien la forme (1.25).

h(z) ==
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Revenons maintenant aux fonctions des classes By et Ro. Dégignors
par D; et D, les ensembles suivants:

Di=HM,a): 1< M, 0<a<4(1-H)},
Dy={((M,a): 1< M, 4(1—M") < a}.

Alors, en vertu des théorémes 1-2 et des relations connues entre les
fonctions des familles Ry et Ry, on obtient le

TEEOREME 3. Pour toute fonction w = F(2) de la famille By on a la
limitation exacte suivante:

M—1—}a st (M,a)eD,,
BM *+2(a—4)M'+3—2a si (M,a)eD,.
La fonction extrémale est définie, dans le premier cas, par Véquation

As+aAz>{

wM™ P twl=z242""+13a

et représente le cercle |z2| <1 sur le cercle |w|< M muni de coupures
suivant les segments {ay, M), (—M, a,), 0%

a, = §M[(}a+2) M~y (Ga+ 27 M2 4],
ay = ¥M|(}a—2)M +V{Fa — 2 M=—14] ;

dans le second cas, elle est définie par l’éq'dation

w o ®
(L+M 7w (L42)
et représente le cercle |z| < 1 sur le cercle |w| < M, muni d’une coupure
suivant le segment <b, M), o b= (3—-M"'—2V1_ M) M"
Les fonctions limites ont la forme

1422 .
1—_2—2 81 a=0,
h(z):
z1+z st a>0.
1—2

Enfin, de méme que dans le travail [8] on déduit du théoréeme 3
le théoréme suivant concernant la classe Fe:

THEOREME 4. Pour toute fonciion de la famille Ry on a la limitation
exacte suivante:
—1—3* s 0<a<4,
3—2¢ & 4<a.

Dans le cas 0 < a < 4 la fonction extrémale est de la forme

As+ad, ?-:

w = z2— }a?+ (2a®—1)22 1 ...

2
~ 14 faz + 2
15*
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et représente le cercle |2| <1 sur le plan entaillé swivant les segments
(—o0, 2/(a—4)>, (2/(a+4), c0); 8t a =4, elle prend la forme

w = ﬁ;)—z-= 2— 2224+ 3284 ...

Limage du cercle|z| < 1 est alors le plan entaillé suivant le segment (}, oo).

Il est intéressant de noter que dans le cas de la limitation supérieure
de la fonctionnelle A5+ ads on a obtenu (v. [8]) dans la classe By un
maximum défini par trois formules différentes, suivant la position du
point (M, o), tandis que le minimum est donné par deux formules. Dans
la classe Re, le maximum est fourni par une seule formule, alors que le
minimum est fourni par une seule formule, alors que le minimum est
également déterminé par deux formules. Le nombre a = 4, qui intervient
essentiellement dans les limitations inférieures et supdrieures, joue dans
ces considérations un réle particulier.

§ 2. Le minimum de la fonctionnelle re(4;—4,)+im?*4,)
dans les familles Sy et So. Désignons par Sy la classe partielle des
fonctions F(z) de la famille S8, qui satisfont dans le cercle 2| < 1 & la
condition [F(2)] < M, ot M est un nombre quelconque fixé, supérieur
a l'unité.

W. Janowski [12] a étudié la fonctionnelle

(2.1) H(I) = re(4,—4,)+1im?(4,)

définie dans les classes Sy et S ot il a déterminé sa borne supérieure
dans ces familles et, par suite, le maximum de re(d,—A4,).

Nous allons trouver le minimum de la fonctionnelle (2.1) dans les
familles Sy et So. Dans ce but, considérons la classe Fr des fonctions
holomorphes et univalentes dans le cercle |2| < 1, ayant la forme (1.3)
et satisfaisant aux conditions |f(2)| <1 pour |2|<1;a;y; > T, ou T est
un nombre quelconque fixé de l'intervalle (0, 1).

Il résulte d’'un théoréme connu (v. [1]) que chacune des fonctions
w = {(z) de la famille & 7, pour laquelle la fonctionnelle

(2.2) Gy(f) = re(Agy—Agy) +1im2(Asy)

atteint son minimum, satisfait & une équation fonctionnelle différentielle
de la forme (1.6), ol

M(w) = 2T [w' + uw® — PT°w® + uw +1],
N(2) = 2T2 &'+ Tus’ + (2re Ay —ro 4, + 2im* 4,— PT™")2* + Tuz +1] ,

P = 2T°% max (ucosz -+ cos2x) ,
0<Cr<en

u= (218 d,—1)T7".
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En procédant ensuite comme au § 1, on obtient des formules ana-
logues pour P, M (w) (v. (1.9) et (1.10)) et, par conséquent, les formes A,
B et O (v. lemme 1) de I'équation des fonctions extrémales par rapport
3 la fonctionnelle (2.2). Aux formules (1.16) correspondent alors les for-
mules suivantes:

T*—54+Tu(T—3%) si wu>0 (éguation A),
I:—3 si w=0 (équation B),
T —32+Twi-T) s w<0 (équation O).
Apres avoir intégré les équations A-C et discuté les différentes cas
on obtient le

THEORBME 5. Pour toute fonction f(2) de la classe Fr on a la limitation
evacte swivante:

-

¢th =

T} i 0<T<$%,
Gy(f) >
1m/{5T2—6T+1 i 3<T<1.

8i0< T <%, la fonotion estrémale w = f(2) est définie par Uéquation
Tw+w?)=z242"1—-4%
et représente le cercle |z| < 1 sur le cercle |w| < 1 muni de coupures suivant
les segments (—1, a,>, {ay, 1), on
a, = (4T) Y25 —16T°—5), a,= (4T) (83— 9—16T%);
8t § < T < 1, la fonction extrémale satisfait & Uéquation
wl—w) = Te(l—2)"
et représente le cercle |z| < 1 sur le cercle |w| < 1 coupé suivant le segment
(—'11 a'>3 o
a=TYT—2+2y1-T).

La fonction extrémale limite (T —1) prend la forme

1—2
h(Z) =z 1—_*_—z .
Enfin, les relations connues entre les fonctions des classes Fp et
8y (M = T, ainsi que Sy et Se, ménent aux théorémes suivants:

THEOREME 6. S¢ F(2) appartient & la famille Sy, on o

M2-3 i M>=4,

>
H () /{5M—2_6M‘1+1 si l<M<i4.

Dans le cas M > § la fonction extrémale satisfait & équation

1

wM 2 tw'=z2+2""—1%
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.
et représente le oercle |2] < 1 sur le cercle |w| < M coupé suivant les segments

w, = }MH—5+V25—1610%), w,= }M3—Vo—161%);
8t 1< M < 4, elle vérifie Véquation
-9 1 —g
et représente le cercle |2| < 1 sur le oercle |w| < M coupé susvant le segment
(—M, MM —242VI-HM))

La fonction limite admet alors la forme
h(z) = 27— .

TEEOREME 7. 8 F(2) est une fonotion de la classe Sw, 0N @
H(F) > —1%;

la fonction extrémale est définie par la formule

F(z) = = 2(14-f2— 28+ ...)

1— 4}+zz

et représente le cercle |2| < 1 sur le plan entaillé suivant les segments de 'axe
réel (—oo, —3>, &, oo).

§ 8. Le maximum de la fonctionnelle [4,— z4;| dans la
classe S.. G. M. Golusin a établi ([6], p. 212) le

THEHEOREME 8. 8¢ F(2) est une fonction de la famille S, on a, pour
tout a,0 < a < 1, la limitation exacte suivante:

(3.1) | Ag— ad]) < 2720 11,

En particulier, en mettant dans 1’inégalité (3.1) a = 0, on obtient
le résultat bien connu de Lowner, alors que en posant a= (p—1)/2p
(p=2,3,..) on obtient une limitation du module du coefficient AL,
des fonctions p-symétriques.

On a encore le théoréme suivant:

THEORBME 9. Pour toute fonction de la classe S« on a

3.2 A, — oAl <
(3.2) [ 2I\{4a—3 i a>1.

Légalité a liew respectivement pour les fonctions F(z) = 2/(1— e2)?, |¢| = 1.
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La démoi.stration est analogue & celle du théoréme précédent. La
fonetion e=F (e~*z) (x réel quelconque) appartenant, avec la fonction F(z),
a4 la famille S, le maximum de la fonctionnelle |4;— 43| se confond
avec la borne supérieure de la fonctionnelle re(d; —ads).

Désignons par S&% la sous-classe des fonctions F(z) de la famille So
qui admettent la forme

F(z) = }iﬁl gtf('z’ 1),

ot f(z, t) est une fonction holomorphe de la variable z dans le cercle |2| < 1
telle que [f(z,1)| < 1 pour j2| <1, f(0,t) =0 et f;(0,?) > 0. La fonction
f = f(z, t) est une solution de I’équation de Lowner [13]:

1+ kf

1—kf

satisfaisant a la condition f(z,0) = z. La fonction k= k(t), |k(t)| =1,

est une fonction quelconque continue dans l'intervalle 0 < ¢ < oo 4 l'ex-

ception d’un nombre fini de points de discontinuité de premiére espéce.
De plus, les coefficients 4, et A, de la fonction F(2) ¢ 8% s’expriment

par les formules:

(3.3) /A

a

Ay= —2 f e "k(r)dr,
(3.4) °w -
A= —2 [ e Bmydr+4([ ek d) .
0 0

Comme la famille S& constitue une sous-classe dense de la classe S, il
suffit de déterminer le maximum de re(dy—ad3) dans la famille S&.
D’aprés (3.4) on a

(3.5) re(d;—ads)
= 4(1—a)[([ e=cos(r) dc)" —([ e-rsin 0 (z)@x)*] —2 [ e-2rcos26(x)dr,
1) 0 ' 0
ot 8(z) = argk(z).
Considérons deux cas. 8i a > 1, on déduit de la relation (3.5)

oo o0

(3.6) re(d;—ads) <t 4(u—1) (‘[‘e"sinﬂ(r)dr)g—i— 4 fe—ﬂfsinﬂﬁ(r)dr—l .
]

M)

Si v désigne la solution de 1’équation

(3.7) [e-sin20(r)dr = (v+ >, ©0>0,
0
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alors (v. [6], p. 211), comme on le sait,

(3.8) |f emsinb(r)de| < (0+1)e-.
0
Des formules (3.6), (3.7) et (3.8) on obtient donc linégalité
(3.9) re(dy— adf) < u(v),
ol

wy(v) = te-*[(a—1)+ (2a—1)o+a—}]-1, v=0.

Comme %{(») < 0, 1a fonetion w,(v) atteint son maximum an point » = 0
et On 2 Umax = %(0) = 4a—3. L'inégalité (3.9) fournit done la limitation
(3.2) pour a > 1.

Si a < 0, la relation (3.3) donne

re(d;—adl) < 4(1—a) (f e~Tcos f(r) dr)ﬂ—tl _) e~2rcos?f(T)dr+1 .
0 0

En procédant ensnite comme auparavant on obtient Vinégalité

2,
re(d;— ads) <X uy(v) ,
ou

Uy(v) = 46~ [(1 —a)*+ (1 —2a)v+ 4 —a]+1, »=0,
d’o on déduit pour a < 0 la limitation

re(d;— ads) < max u,(v) = 3 —4da.
0<v<oo

Remarquons encore que pour la fonction de Koebe

F(2) = ﬁj—sz)z = 2+ 2e2* + 32 + ..,

on a |4,—ad;| = |3—4al, la limitation (3.2) est done exacte.

§4. Le maximum de la fonctionnelle |4,—aA;| dans la
classe 8. Le résultat de Golusin relatif & la limitation de la fonction-
nelle [4; —ad3], 0 < a< 1, dans la famille 8, a été généralisé par moi-
méme 4 la classe des fonctions Sy, (v. [9] et [10]). R. Zawadzki [16] a en-
suite déterminé la borne supérieure de cette fonctionnelle pour a=1
et R. Guzek [7] a résolu un probléme équivalent, mais pour a réel quel-
conque. Tous ces résultats ont été obtenus i l'aide de 1’équation fonction-
nelle différentielle des fonctions extrémales dans la famille Fp [1].

I se trouve pourtant que ces résultats peuvent étre établis de la
méme fagon que les résultats des théorémes 8 et 9, c’est-a-dire a aide
de I’équation de Lowner pour les fonctions univalentes bornées (v. [13]).
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Nous établirons d’abord les lemmes suivants (v. [6], p. 211):

LeMME 4. 8i: 1° A(7) est une fonction réelle quelconque de la variable
réelle 7, définie et continue dans Pintervalle {0, m)> & Vexception d'un nombre
fini de points de discontinuité de premiére espéce; 2° |A(r)| < e~* pour v == 0,

et 3° si
m

(+.1) f 2(t)dr < me=3m
0
alors
m )
(4.2) (f /'l('r)dr)' < (me—2m —pe—>)m, ,
(]

ot v, 0 < v << m, est racine de Iéquation

m

(4.3) [ 22z)dr = me—2m —ve-2 .
0

Démonstration. Remarquons d’abord que la solution de 1’équa-
tion (4.3) existe. En effet, considérons la fonction

g(v) =me M —pe~, (Lo Mm.

Comme ¢(0) = me=m, g(m)=20, ¢'(v)= (20—1)e~?, la fonection g¢(v)
décroit dans l’intervalle <0, m)> de la valeur me—" a zéro (si m < }),
ou bien décroit de la valeur me—2™ 4 une valeur négative, et ensuite croit
4 zéro (si m > 1). 11 résulte donc de (4.1) que 1'équation (4.3) admet une
racine dans l’intervalle <0, m)>.

En appliquant ensuite 1’inégalité de Schwarz a intégrale (4.2), on
obtient :

( of AR < (f 2z de) ( f ‘dr) ,
0 0

d’ou, en vertu de (4.3), résulte la limitation (4.2).

LeEMME 5. 8% la fonetion A(t) satisfait aux hypothéses 1° et 2° du lemme 4

et & la condition
m

(4.4) [ 2(z)dv = me-m,

on a ’
m

(4.5) |[ Ax)de| < (w+1)er— e,
1]

ot v, 0 v <_m, est une racine de Uéquation

m

(4.6) f)ﬁ(jr)dr — (0+3) e Fe2m,
0
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La limitation (4.5) est exacte pour tout v et Végalité n'a liew que 81 A(r)
= +u(v), ob

e pour 0L,

e*  pour rELTEEm.

1 (7) ={

Démonstration. Posons
u(w)=(w+3e®—-3e2m, 0o m.

Alors %(0) = }(1—e~2m), u(m)= me?m, u'(v) = —2ve"* < 0 donc la
fonetion % (v) décroit de la valeur #(0) & u(m). Mais, d’autre part, en
vertu de I’hypothése 2 et de (4.4), on a

u(m) <fl‘(t)d1: < f6—2fdr = u(0),
0 0

ce qui prouve qu’il existe exactement une solution v de l'équation (4.6),
satisfaisant & la condition 0 < v < m.
Remarquons ensuite que
m

m v m
[wyar = [e»ar [ e=tdr = ve~w —f(e 2 — =) = [ 73(r)dr .
0 0 v 0

On a aussi 'inégalité

, 2e~(u(v) —[A(7)]) = pi(x)—A%(2),
d’ou

[ (@) —1A@)) de > 0.

Done

m m

U}.(v:)dr| gfiA(r);drgfnu(z)dr=f”e—vdr+fe—rdz=(v+1)e—v—e—m,
0o ] 0 0 3]

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Pour déterminer le maximum de la fonctionnelle |43 — ad3| dans la
famille S, il suffit de trouver la borne supérieure de 1’expression
re(d,—aA?) dans la sous-classe 8% de la classe 8, des fonctions de la forme
(v. §3)

F(z)= tl_ig:e‘f(z, t), m=loghM,
oul f(z, {) est une fonction holomorphe de la variable z dans le cercle |2| < 1
telle que |f(2, )| < 1pour|z| <1,f(0;t) = 0et f(0,1) > 0. Pour0 <<t m
f(2,t) est une solution de 1’équation (3.3) satisfaisant &4 la condition ini-
tiale f(z, 0) = 2. La fonction k= k(?), |k(t)) = 1, est une fonetion quel-
conque continue dans Vintervalle (0, m) saunf en un nombre fini de points
de discontinuité de premiére espéce.
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Comme les coefficients 4, et 4, de la fonetion F(z) de la classe S
g'expriment par les formules

Ay = —2 [ek(x)dz, m=1logM,
1]

m m
Ag= =2 [emi(r)dr+4 ([ eh(m) )",
0 0
il s'agit donc de déterminer le maximum de l’expression

(47)  re(4,—adi) = 4(1—a) (fne-rcos 6(x)dr)’ +

m m
+4(a—1) ([ e-wsinf(r)dr)’ —2 [ e-2cos20(x)dr
0 0

ol m > 0 et « sont des nombres réels quelconques fixés et 6(z) = argk(z).
Nous établirons les théorémes suivants:

THEOREME 10. S8i M > 1 ef a> 1, toute fonclion de la famille Sar
admet la limitation exacte:

(4.8) |4,— edl] < (da—B5)M > —8(a—1)M " +4a—3.
Démonstration. Si a>1 on tire de la formule (4.7)

(4.9) re(d;—ads)

<4(a-1)(f 3_'Sin9(f)d1)2—4fe*“sin’B(fr)dr+e*2m —1.
0 0

Posons
A(t) = e~sinf(z) .

Des propriétés de la fonction %(r) et de la définition des fonctions 6(z)
et A(r) il résulte que A(r) vérifie les hypothéSes 1-2 des lemmes 4 et B et,
de plus, I'une des deux conditions (4.1) ou (4.4).

Si la condition (4.4) est vérifiée, on déduit de l’inégalité (4.9), en
vertu de (4.5) et (4.6),

(4.10) re(d;— ad3) < uy(v),

ol

(411) () = 4[(a—1)0*+ (2a—1)v+a—1]e-2—
—8(a—1)(v+1)e ™ v (4a—Db)e2m—1.

Mais comme on a dans Pintervalle 0 < v << m, pour a > 1 et m > 0 fixés,

u{('D) = —8((1 —1)'!76—20[1) -|-&—il_—1-_6v—m] <0 ,
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la fonction (4.11) est décroissante dans l’intervalle <0, m>, d’ol
(4.12) wy(m) < uy(v) << 1y (0) .
Des relations (+£.10), (4.11) et (4.12) on tire
(4.13) re(d;—ads) < (da—5)e ™ —8(a—1)e ™ +4a—3.
Il reste & considérer le cas des fonctions A(7) pour lesquelles est véri-
fide I'inégalité (4.1). On déduit alors des relations (4.2), (4.3) et (4.9)
re(dy; — ad}) < wy(v),
ol
(4.14)  uy(v) = dve [ 1—m(a—1)]+ e [4(a—1)m?—4dm+1]—1.
Par un calcul direct on constate que
#q(0) si a>1+4mt,

max u, () = {Um) 81 O0<m<} I1<agLl4m?,

Ososm u(d) si m>3, 1<a<<l+m
Remarquons encore que la forme des fonctions (4.11) et (4.12) entraine
les inégalités suivantes:

uy(m) —ug(0) = 8me— > 0,
Uy(m) —Ugy(m) = 4m[(a—1)m41je~2™ > 0,

Uy(m) —uy(4) = 8me=2m 4 2e " [m(e—1)—1]> 0.
donc

uy(m) > max uy(v) .
Dgrsm

Par conséquent la condition (4.13) est vérifiée pour toutes les fonetions
F(z) de la famille 83, d’oli, avec m = log M, on obtient (4.8).
La fonection w = F'(2), |F(2)] < M, définie par ’équation

Mw 2
(M +w) (1+2)
appartient & la famille Sj; et, comme IF''(0)=2(M *—1), }F'"(0)
=3—8M ' +5M7" la limitation (4.8) est exacte, ce qui achéve la démon-
stration du théoréme 10.

THEOREME 11. 87 M > 1 et « < 1, toute fonction de la famille Sy
admet la limitation eracle suivante:
(4.16) |Ag—ads]
(B—4a)M *—8(l—a)M '4+3—4a si o< (1—BM)7",
<1 2MB—1Y+1-M° si (1—-M)'<a<l—log™ M,
1-M"? st 1—log7'M<a<1,

(4.15)
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ot B, 1 < B < M, est racine de Péquation
(4.17) logBM '+a(l—a) '+ =0.

Démonsgtration. En procédant le méme que dans la démonstration
du théoréme 10 nous allons déterminer le maximum de la fonctionnelle
re(A; —ad3;) dans la classe 8};. Dans ce but, remarquons que si a < 1,
la formule (4.7) entraine l'inégalité

m m

(418)  Te(dy—adl) < 4(1—a)( [A(x)dr) —4 [ (z)dr+1—e2m,

ou
m=1log M, Alr)=e"cosf(z), O(r)=argk(r).

La fonction A(r) vérifie les hypothéses 1-2 des lemmes 4 et 5 et, de
plus, 1'une des deux conditions (4.1) ou (4.4). Il faudra donc distinguer
deux cas:

1° Si la fonction A(z) vérifie la condition (4.4), les relations (4.5),
(4.6) et (4.18) donnent
(4.19) re(d,— ads) < uy(v) ,
ol
(420)  uy(v) =4[(1—a)®*+(1—2a)v+}—ale*—
—8(1l—a)(l+v)ev-m4 (b—4a)e"2m 1.
De plus
us(v) = —8v(1—a)e~2h(v),
ou

PLEM. \

y/aN

— 2 pm
h(v)_'v—l—a_l gm0

Comme A'(v) =1—e*~™ > 0, h(v) est une fonction croissante dans ’inter-

valle (0, m> et on a h{0)= z

a—

7—6™ h(m)=m—(1- a)”t.

Done: a) si a < a(M), ot ay(M)= (1—M)"", on a h(0) 3> 0, et par
suite h(v) > 0 pour 0 < v < m;

b) si oy(M) < a < ay(M), o0 ay(M)=1—log M, on a h(0) <0 et
h(m) > 0, donc h(v) < 0 lorsque 0 < v < v, et k(v) > 0 lorsque v, < v < m,
ou 7, est racine de 1’équation h(w) = 0;

¢) 81 ap(M) <X e <1, on a h(m) < 0 et par suite h(v) < 0 dans l'inter-
valle <0, m).

Ces propriétés des fonctions 2 (v) et uz(v) entrainent:

U%q(0) si e qM),

max uy(v) = {us(vy) 81 (M) < a < afM),
o=vsm uy(m) si g (M)<a<l1,
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ot 0 < vy < m est racine de 1’équation

42
(4.21) To+ o —7 = &

En tenant compte de (4.19) et (4.20) on déduit de la, dans le cas consi-
déré, les inégalités suivantes:
u5(0) i aK ag(M),
(4.22) re(ds—add) <{us(v) si (M) < a< a(M),
us(m) si (M) <ae<1.
2° Si la fonction A(r) vérifie la condition (4.1), on tire des relations
(4.2), (4.3) et (4.18) l'inégalité
re(4d;— ads) < Uy(0) '
ou .
(4.23)  wu(v) = dve 2[l—m(l—a)]+e > [4(l—a)m*—4m—=1]+1.
Comme
0 ve > < me2m,
(v.(4.1) et (4.3)) et 1 —m(1—a) < 0 lorsque a < ay(M), et 1 —m(l—a) > 0
lorsque a,(M) < a <1, on a dans le second cas '
4,(0) sSi a< (M),
up(m) si g(M)<a<l.
Comme u,(0) = uy(m) et uy(m) < u(m), on obtient finalement, en
vertu de (4.22) et (4.23):
u(0)  si e<(1-M)7?,
(4.24) re(d;—ad)) < lua(vy) . si (Q1-M)'<e<l-log7'M,
ugm) 81 1—log M <a<l.
Pour m = log M et v, = log MB~" I'inégalité (4.24) prendra la forme -
(4.16), et 1’équation (4.12) se réduira & (4.17).
_ I1 reste encore & prouver que la limitation (4.16) est exacte. En effet,
I’égalité dans (4.16) avec a < (1—M)™! a lieu pour la fonction définie
par (4.15), tandis que si 1—log—*M << a< 1, on voit aisément qu’elle
a lieu pour la fonction w = ¥ (2), |F(2)| < M, définie par P’équation

M7 'w+Mw™ = M(z+27")

(alors A, =0, 4, = M *—1), .

Pour démontrer que la limitation (4.16) est exacte dans le cas restant,
il suffit de prouver, en tenant compte des relations (4.7) et (4.18) et du
lemme 5, qu’il existe une fonction 8.(r), 0 < v < m, telle que

re (Ay—adl) < {

(4.25) [esing,mat=0 et |A@) = u(r),
0 .
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puisque la fonction F,(z), associde & la fonction %k,(t) = €¥+«® en vertu
du théoreme dé Lowner, est extrémale par rapport & la fonctionnelle
étudide.

Soit vy, 0 < vy < m, une solution de 1’équation (4.21) et 6,(r) une
fonction définie par les formules

T our 0T
cos 0,(z) = P S
1 pour Yy KTEM.
Alors
. . + Y1 —et—w) pour 0 <1< Y
pour PyELTM,

d’ol on obtient facilement les formules pour la fonction %,.(r) = ei®,
Elle vérifie toutes les conditions exigées par le théoréme de Léowner.
De plus, A,(7) = e7cosf,(r) = u(r). En choisissant convenablement dif-
férents signes dans les parties de l’intervalle <0, m), on peut aussi satis-
faire & la premiére des conditions (4.25). En effet, considérons par exemple
la fonction

z %o
@ (m) = f i 1/1 — e2t—v) ¢ _f e—t’]/l — e2-v) gy |
0 T

Elle est continue dans l'intervalle <0, v,>, ¢(0) < 0, @(v,) > 0, il existe
done un point z, tel que p(x,) = 0. En posant alors

Vl —62('_"0), 0 Q T < mo ]

Sinf,(r) =1 —y1—e-w, g <1<0,,
0, Vo STEM

on obtient finalement

m

[e-sin,(r)dr =0,

0

ce qui achéve la démonstration.

§ 5. La borne supérieure de la fonctionnelle 4,—34,4,+
+ad, dans la famille des fonctions a coefficients réels, Nous
avons obtenu aux §§ 1-4 les limitations exactes de certaines fonctionnelles
dépendant du second et du troigiéme coefficient du développement en
série de Taylor des fonctions appartenant aux classes étudiées. Les ques-
tions analogues relatives aux fonctionnelles qui dépendent des coeffi-
cients 4,, A, et 4, constituent un probléme beaucoup plus difficile. Il
a été étudié jusqu’a présent par de nombreux mathématiciens. P. Gara-
bedian et M. Schiffer [5] et, ensuite, par nne méthode plus simple, Z. Cha-
rzynski et M. Schiffer [2] ont obtenu une limitation exacte du module
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du coefficient A, dans la famille S,. En vertu d’un théoréme de Dieu-
donné [3], cette limitation s’applique aussi & la famille R, . Le probléme
consistant &4 déterminer la borne supérieure du coefficient 4, dans la
classe Rp; a été étudié, entre autres, par V. Singh [15] et M. Schiffer,
0. Tamni [14]. J’ai moi-méme aussi entrepris quelques tentatives dans
cet ordre d’idées [11].

Soit H (2, 24, #,;) une fonction réelle donnée de trois variables réelles,
définie dans un domaine suffisamment grand, admettant des dérivées
partielles du 1% ordre continues et ne s’annulant simultanément en aucun
point de ce domaine. Considérons la famille Bz (v. (1.3)) et faisons cor-
respondre a chaque fonction f(z) de cette famille le nombre

(6.1) Hy= H(Aqg, Asy, Ay) .
Soit
w= g*@) = af(z+432+ ...)

une fonction pour laquelle la fonetionnelle (5.1) atteint son maximum.
La fonection w = ¢*(2) satisfait & 1’équation fonctionnelle différentielle
suivante:

- w'\? 1
{5.2) (E) M(w) = ;E_N(z) y, O0<el <1,
ou
M (w) = Dy(w?+w—3) +Dy(w? 4+ w2 +Dy(w+w-1)—2P,
N(z2) = Ey(*+273) + By + 272 + (2 +273) + 2E,— 2P,
H,= H; (A3, AY, AY), n=2,3,4,
Dy=2T*H,, D,=2T9YH,+3A4}H,],
{5.3) Dy = 2T%H,+2AH,+ (AF'+243)H,] ,
E,=2TH,, FE,=2T[H,+2A3H,],
B, = 2T[H,+243H,+343H,), E,= T[A{H,+2A3H,+3AH,),

af =7, P= min [D,cosz+D,co82x+D;co83z],
02

(v. [4D.

Nous étudierons maintenant 1’égquation (5.2) des fonctions extré-
males par rapport aux fonctionnelles de la forme (5.1), pour lesquelles
le coefficient D, de la fonction M (w) est nul.

Cette derniére condition est vérifide lorsque la fonction H (z,, @, 2,)
est solution de 1'équation aux dérivées partielles de la forme

0H oH

,—+3wz

— =20
ox, i, !

c¢’est-a-dire si
H(z,y, oy, 1) = G4(2,— 32y25) +G, (2,) .
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ol Gy(u) et Gy(v) sont des fonctions quelconques différentiables. Posons
Gy(u) = u. Alors

(5.4) H (2, T3, @) = Xy — 3Ty, + Go(,)
d’on
H2= —3A:+G4(A;), H3= —S.A?, H4=1-

On déduit donc des formules (5.3)
Dy=2T¢, D,=0 D =2T{—A¥—BAF+Gi4H)],
E,=2T, BE,=—2TAY, B, =2T[—6AF+G5y4N],

5.5
(52 OF, = OT[3AY — 0A3A} +AFGYA)],
P =274 min u(z),
0<r<2n
ol
(6.6) u(x) = cos 3+ ucosr ,
(5.7) =T —AF—B5A¥ 4+ GLAD].

Nous allons déterminer les minima de la fonction «(z). Comme
%'(x) = sing[128in’>» —u — 9], la fonction (5.6) peut admettre des extrémes
seulement aux points ol sinw = 0 ou bhien sin?z = ¢, (¥ +9). Mais u"'(x)
= cosaw[— 36 cos?w + 27 —u], w'''(r)= sinx[—108sin2z + 81 + u], @ (x)
= cosx[324 cos?z —243 + u], done wu(x) admet un minimum au point
z,=mn 8l uw'(n)=u+9 > 0, c’est-a-dire 8i © > —9, tandis qu’elle ’admet
au point z, = 0 si u < —9. Si sin’x = 5 (¥ +9), 1= 3,4, on a néces-
sairement —9 < % < 3. Mais alors «''(z) = 2(u+9)cosz;, done la fone-
tion. (5.6) admet un minimum an point z,, COSTy = ]/ (3—u)[A2 si
—9<u <3

Nous avons donc

%(0) = u—+1 i uw< —9,

u(a) = —§ 1 (3—u)/3(8—u) e
si —9<u<<3, ol cosay =1 (3B3—u)l2,

u(r)=—u—1 si w>—9.

(56.8)  Umin =

Pour déterminer la valeur de P il faudra trouver les mininia absolus
de la fonction u(z). Pour % X —9 et u > 3 la fonction u(z) atteint son
minimum respectivement aux points =0 et 2 = =. Pour —9 < u < 3
il existe deux minima locaux aux points 2 = n et z = 2,. Comme % (r)
<L u(zy) pour w > 0, on a, en tenant compte de (5.5) et (5.8),

2T4(u+1) i u<—9,
(5.9) P={—-2T@B—-u)3)* s —9=xu<o0,
—2T%u+1) s 0<u.

Annales Polonici Mathematici XIX 16
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Admettons maintenant que la fonction G,(v), qui intervient dans
(5.4), satisfait & la condition % > 0 pour toute fonction extrémale par
rapport & la fonctionnelle définie & partir de (5.4). Une telle fonction
Gy(v) existe, puisque pour toute fonction de la famille Bz on a la limi-
tation '

Ay +545 <13-18T+5T° <13, 0<T<1,

(v. [8], théoréme 1). Il suffit done, en tenant compte de (5.7), de prendre
pour G,(v) une fonction quelconque différentiable et admettant une
dérivée aupérieure & 13 dans lintervalle (—2, 2).

Alors on tire de (5.9) P = —2T%u +1) et les formules (5.3) prennent,
d’apreés (5.5) et (5.7), la forme suivante:

(5.10) M (w) = 2T%0~{w® 4+ e + 2 (u +1)w? +uw? +17,
(5.11) N (2) = 2T [s" — A}’ +(Gs(AY) —6A4F) 2" +
(34— 9AIATH AIGUAD +2Tu+ 27928 +
+(Ga(A3) — 6 A% F— Atz +1].
La fonction (5.10) peut étre mise sous la forme
(5.12) M (w)= 2T*w=3w +1)ut— (L —iVu)w+1][w*— A+ u)w+1],

done M (w) admet dans le cercle |w| < 1 exactement duex racines com-
plexes conjuguées.

En vertu des propriétés générales de la fonction N (z) (v. [4]), celle-ci
a sur la circonférence |2 =1 au moins une racine double, elle est non
négative sur cette circonférence et si 2, en est une racine, les nombres
Zy, 1/2,, 1/Z,le sont aussi.

Dans notre cas, la fonetion M (w) admet dans le cercle |w| < 1 deux
racines complexes (conjuguées) distinctes, donc la fonction N (2) a toutes
ses racines sur la circonférence |2 = 1 ou bien une racine réelle double
sur le cercle unité et 4 racines complexes, dont deux dans le cercle |z] < 1.
Ces racines sont conjuguées. Par conséquent

(6.13) N (z) = 2T=z"%2—¢)*(z—pe'®) (z—%e"“) (2 — pe—ix) (z——%e"x) )
oll
e=TF1, p=1, =&z réel quelconque,
ou bien
e=F1, O0<p<l, o#kr(k=0,1,..).

Comme N () > 0 lorsque imy = 0, on a, en vertu de (5.13)

N (e%) = 4T (cosy—e)[(2cosy — (p+p~1) cosa)* + (p —p~)2sin2z] = 0,
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d’otl e = —1. En égalant ensuite les coefficients des mémes puissances
de z dans (5.11) et (5.13) on obtient

2—-2(p+pYcosx= —A3,
(3.14) 3+p*+p2+2cos2x—4(p+pt)cosx = G(AY)—647°,
2[24+p*+p~2+2cos22—2(p+p~1)cosx]
= 3A;—9ATAS +AIG(A)+ 2T (u +1) .
Eliminant de ce systéme p et cosa, on trouve
(3.15) Al —3A3AY 1 Gy(43) = A[(2—2T —A) G3(AT) +
+3Gy(A)+2TAY +10TAY —1248 1245 +2—2T"].

Nous imposerons maintenant & la fonction G.(v) la restriction sui-
vante: admettons que dans ’intervalle (—2, 2) on a

Gi(v) > 27.
Comme —2 < 4, < 2, 'expression
A= Gi(A2)— 2 AY + AL

est positive. Eliminant z dans les deux premiéres équations du systéme
(5.14) et tenant compte de la condition 4 > 0, on constate que p # 1.
De plus, N(z) prendra la forme

(3.16) N (2)
= 2Tz %2 +1)[2* — (1 + §4F —i )/ A)2 +1][22— (L + }A$ + i/ A)z +1] .

Des relations (5.2), (5.12), (5.15) et (5.16) on obtient donc finale-
ment le

LEMME 6. Soit G,(v) une fonctions quelconque différentiable dans
Dintervalle (—2, 2), satisfaisant en tout point de cetl intervalle & la condition

(5.17) Giv) > 27.
Alors toute fonction w = f*(z) de la famille Ry, pour laguelle la fonctionnelle
Hy= Ay—34s Ay~ Gy Ayy)
atteint son mazximum, satisfait a 1'équation
(5.18)  Tow'p—5(w 1) w?— (1 — 4 Vu)w+1][w? — (1+1  u) w +1]
= 23z 4+1) 22— (1 +3AF—iy Dz +1][2— (1 + 2 AF+ iy D)z +1]
od
’ w=[—AF —BAL+GANIT ™, A= Gi(A}) AP +4A2.
De plus, on a
(3.19)  Hp = §[(2—2T —A}) GY(A2) + 36, (A¥) + 2T A} +
+10TAY —1248 + 248 +2 —-2T%].
18+*
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Nous établirons maintenant le

THEORBME 12. Si a est un nombre gquelconque fizé supérieur a 27,
alors toute fonction de la famille Ry admet la limitation exacte:

(5.20) A —34,4,+ad, <1613 — 48T + 46T —14 +22(1 —-1T) .
La fonction extrémale w = f*(z) satisfait a Véquation

w Iz
(1—w)2 ™ (1—ap’

Démonstration. Remarquous que la fonction Gy(v) = av satisfait
pour a > 27 & la condition (5.17), done, en vertu du lemme 6, on tire de
la formule (5.19) 'inégalité
(5.22) A4_3A2A3 + a.A.z

<3[(2—2T AN a+3aA?+2TA} +10TAY —12A% + 24F +2—27T)

= 3[T (A% + cA}) + (BT —6) A% + (1 +a—Ta) A + a1 —Ta—T"].
Dans un travail préecédent [8] j’ai démontré que dans la famille Ry on
a la limitation .
(5.23) Ay,+ad, <dHT*—2(4+a)T+3+2¢ pour a>=4,

et que la fonction exXtrémale est la fonction de Koebe définie par la for-
mule (5.21).

Nous allons prouver que la fonctionnelle

(5T—6)A:+(1+a—Ta) 4,
atteint son maximum aussi pour la fonction de Koebe, c’est-a-dire lorsque
4, =2(1—T). En effet, soit
r(x) = (BT -6)r*+(1+a—Tu)xr, —201-T)<L2z<L21-1).

o _ _ 14a(1-T) .
Alors v'(x,) = 0 lorsque o, = T SGT—6) Comme pour tout a> 27
et 0 < T <1 onax>2(1—T), v(x) est une fonction croissante, donc

Tanx = V[2(L—T)].

(5.21)

On a done
(5.24) (BT —6)4i+(1+a—Ta) 4,
< 4T -6)1-T24+2(1+a—Ta)(1-T).

La limitation (5.20) résulte directement des indgalités (5.22)-(5.24).
L'égalité est réalisée pour la fonction (5.21), car on apourelle 4, = 2(1 -7,
Ay =3—-81T+5T% A, =1—-20T+4307%—-147% On vérifie sans peine que
la fonetion (5.21) satisfait & P’équation (5.18).

Du théoréme 12 résulte immédiatement le

Tugorime 13. Toute fonction de la famille Ry admet pour u > 27 la
limvitation exacte swivante:

Ay —3A,Aq+ad, < 2a—14 + (46 —20) M —48M > +16 M |
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Si la fonction F(2) € Rw, on a
A—34,4;,+ad, < 2(a—T).

Il semble intéressant de noter que dans tous les cas des fonctionnelles
dépendant d'nun parameétre réel ¢ que nous avons étudiés ici la fonction
extrémale est la fonction de Koebe, si a est un nombre suffisamment grand.
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