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Abstract. In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit algebraischen Differential-
gleichungen von der Form

D e@wmh @) .. (e =0, 1= (ny,..., %)
Al

und mit den meromorphen und algebroiden Losungen dieser Gleichungen. Die Arbeit
enthilt eine Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Malmquist und Resultate
iiber die Existenz und Werteverteilung der meromorphen Losungen, deren Nevan-
linna-Charakteristik wesentlich schneller wichst als die Charakteristiken der Koeffi-
zienten ¢;(2). Ahnliche Betrachtungen werden dann auch fiir die algebroiden Losungen
durchgefiihrt.

1. Einleitung

Diesc Arbeit ist ein Beitrag zur Theoric der gewohnlichen Differen-
tialgleichungen im Komplexen. Unser wesentliches Hilfsmittel ist die
Nevanlinnasche Wertverteilungstheorie, deren Begriffe und Ergebnisse
als bekannt vorausgesetzt werden (siehe z. B. [8] und [20]). Die friiheren
Arbeiten auf diesem Gebiet kann man in drei Gruppen einteilen. Die li-
nearen Differentialgleichungen sind eingehend untersucht worden von
H. Wittich und seiner Karlsruher Schule; ein Verzeichnis der wichtigsten
Arbeiten findet man in [21]. Einfache nichtlineare Differentialgleichungen,
vor allem die Riccatische Gleichung, wurden von vielen Autoren unter-
sucht; es sei hier auf [10] und [25] hingewiesen. Auf dem Gebiet der all-
gemeinen algebraischen Differentialgleichungen sind vor allem die Arbei-
ten von S. Bank zu erwahnen ([1], [2] und darin zitierte weitere Arbeiten).
Man versucht hier insbesondere das Wachstum der meromorphen Lo-
sungen mit Hilfe der Koeffizienten und anderer geeigneten Groéflen abzu-
schitzen (siehe z. B. [2]-[4].

Im Mittelpunkt unserer Betrachtungen stehen die nicht-linearen

* Der zweitgenannte Verfasser war zu Beginn dieser Arbeit am Mathematischen
Institut der Universitit Erlangen-Niirnberg. Er dankt der Alexander von Huimboldt-
Stiftung fiir die finanzielle Unterstiitzung.
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Differentialgleichungen. Unser Ausgangspunkt ist der klassische Satz
von Malmquist aus dem Jahre 1913 [17]:

SATZ 1. GQegeben sei die Differentialgleichung

(1) W = Bz, w) i= (3 ae)w)/| Y bie!
i=0 i=0

mit rationalen Koeffizienten a,(z), b;(2). Zdhler- und Nennerpolynom seien
teilerfremd in w diber dem Korper der meromorphen Funktionen. Es gilt:
Jede (eindeutige) meromorphe Losung w(2) von (1) ist eine rationale Funktion
oder (1) ist eine Riccatische Differentialgleichung

w = ay(2)+ a,(2)w+ ay(2)w?

mit rationalen Koeffizienten.

Im Jahre 1933 hat K. Yosida zum Beweis diesces Satzes dic inzwischen
entwickelte Nevanlinnasche Wertverteilungslehre herangezogen und er
hat auch cine Reihe von Verallgemeinerungen angegeben ([29]-[32]).
Ein typisches Beispiel ist der

SATZ 2. Gegeben sei die Differentialgleichung

(2) (w')* = Rz, w) := ( 2,, a,(2)w') /| Zq,‘ bi(2)w')
1=0 i=0

mit rationalen Koeffizienten a,(z), b;(2). Zdhler- und Nennerpolynom seien
teilerfremd in w iiber dem Korper der meromorphen Funktionen. Es gilt:
(2) kann nur dann eine (eindeutige) transzendente wmeromorphe Ldsung
w(2) besitzen, wenn dic rechte Seite von (2) ein Polynom in w vom Grade
< 2n 1st.

Der Malmquist’sche Fragenkreis ist spater von mehrcren Autoren
behandelt worden; es sei auf [11], [12], [15], [16], [19], [26], [27], [28]
und [33] hingewiesen.

Wir beschiftigen uns hier mit allgemecinen algebraischen Differen-
tialgleichungen, geschrieben in der Form

(3) Pz, w,w,...,w") = R(z, w).

Dabei ist P cin Polynom in den Argumenten w,w’,...,w!”, R ist cine
rationale Funktion in w und die Koeffizienten sind jeweils in [2] < oo
meromorphe Funktionen.

In §2 und §3 fragen wir, wie eine derartige Gleichung (3) gebaut sein
mub, damit eine zuldssige Losung existieren kann. Dabei heit eine Losung
w(2) zuldssig, wenn die Nevanlinna-Charakteristik der Lésung, T'(r, w),
wesentlich schneller wichst als die Charakteristik aller Koeffizienten
d,(2) der Differentialgleichung (3), d.h. wenn

T(r,d,(2) = 8(r,w)
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fiir alle Koeffizienten d,(2) ist. S(r, w) ist dabei das iibliche Restglied der
Nevanlinna-Theorie, siche dazu {8], 8. 55. Im Falle rationaler Kocffi-
zienten sind natiirlich alle transzendente Ldsungen zulassig.

In §4 untersuchen wir die Werteverteilung, insbesondere die Defekt-
relationen, zuldssiger meromorpher Ldésungen.

In §56 werden dhnliche Betrachtungen fiir den Fall endlich-vieldeu-
tiger, sog. algebroider Losungen durchgefiihrt.

Zuletzt seien zwei Hilfssitze aus der Nevanlinnaschen Wertver-
teilungslehre erwahnt, die eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit
den folgenden Beweisfiihrungen spielen. Der erste ist ein Spezialfall eines
bekannten Lemmas von Clunie ([6], Lemma 2 und [8], Lemma 3.3) und
der zweite ist eine Verallgemeinerung eines Lemmas von Valiron ([24],
S. 34 und [18], S. 83).

LEMMA 3. Gegeben seien zwei Polynome P(w, w’, ..., w™) und Q (w, w’,
cery w®) in den gegebemen Argumenten mit meromorphen Koeffizienten.
Wenn der Grad des Polynoms Q < t ist und wenn nach Einsetzen einer zu-
lassigen meromorphen Funktion w(z) die Identitit

(w(2))'Pw(2), ..., w"(2)) =Q(w(2), ..., w?(2))
erfiullt ist, dann ist
m(ry P(w(2), ..., w"’(z))) = 8(r, w).
LEMMA 4, Gegeben sei eine rationale Funktion

R(z, w) := (Zp: ai(z)w‘)/(j b,(z)fw‘)
=0 i=o

mit in |z] < oo meromorphen Koeffizienten a,(z), b;(2) und mit a,(2) # 0,
bg(2) £ 0. Zihler- und Nennerpolynom seien teilerfremd in w iber dem Kor-
per der meromorphen Funklionen. Naoh Einsetzen einer zuldssigen mero-
morphen Funktion w(z) ist

T(r, R(z, w(2))) = T (r, w(2)) + S (r, w)
mit @ = max(p, q).
Weiteres zu diesen beiden Hilfssatzen am Anfang von §5.
2. Ein Satz vom Malmquist-Yosida-Typ

Wir beschéftigen uns nun mit algebraischen Differentialgleichungen
von der Form

(4) Ple, w, ', ..., w") = (S af(Z)w‘)/(Zq,1 bi(2)w);
{=0 §=0

dabei ist P ein Polynom in den Argumenten w, w’, ..., w"?,

Pz, w,w’, ..., w") = Z:ca(z)w"l)('w')"l .o (W),
el
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I ist eine endliche Menge von Multi-indizes 4 = (ng, ..., #,) und die Koef-
fizienten a;(z2), b;(2), ¢;(2) sind in |2| < oo meromorphe Funktionen.
Zahler- und Nennerpolynom rechts in (4) seien teilerfremd in w iiber dem
Korper der meromorphen Funktionen. Wir fragen, wie die rechte Seitc
gebaut sein muB, damit eine zulassige Losung moglich ist. Eine in diesem
Zusammenhang wichtige Grofe ist das reduzierte Gewicht 4 des Polynoms
P
a:= rilgx(n.,+2n1+ e F(r1)m,).

SATz 5. Die Differentialgleichung (4) kann nur dann eine zuldssige
Losung w(z) besitzen, wenn die rechte Seite von (4) ein Polynom in w von
Qrade < A4 ist.

Beweis. Die folgende Beweismethode wurde in [15] zum Beweis
einer Verallgemeinerung des Satzes von Yosida benutzt, sie stammt
eigentlich von Wittich ([25], S. 74-75).

Es sei w(z) eine zuldssige Losung der Gleichung (4). Wir konnen zuerst
eine komplexe Zahl a so wihlen, dal

(5) bo(2) +aby(2)+ ... +a%b,(2) £ 0

und

(6) 'm(r, ! )+N1(1', ) = 8(r,w).
w—a -

Dies ist moglich, denn m (r,
w—a

) = §(r, w) fur alle a auber eincr Menge

1\
der Kapazitit Null ([20], S. 281) und N, (r, -w—;);= 0 auBler hiochtens

fiir abzdhlbar vielen Werte von a ([20], S. 282).
Wir substituieren w = a+1/v in (4); v ist wieder eine zuldssige Funk-
tion. Die rechte Seite von (4) geht iiber in
g-p. (B0(@) +a01(@) + ... +0°a, (@) 07+ ... +a,(2)
(bo(2) + abs(2)+ ... +a%b,(2))v%+ ... +b,(2)
Bei der Behandlung der linken Seite beachten wir

Pj(‘v’ 'D’, ceey v(’)) o R
”j'l'l ] J=1’---,’r’

wh =

dabei ist 13, ein homogenes Polynom von Grade j in den gegebenen Argu-
menten. Die einzelnen Summanden der linken Seite von (4) gehen iiber in

av+1\"(Pi(v,0)\" (P (v, 0',..., o)\
(=) (25 |

v? v+l

= P,(2, 0, 7', ..., o) o= (ot2mt-+r+lny)
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P, ist ein Polynom in v, ..., o). Fir die linke Seite von (4)erhalten wir
also insgesamt

P(e, 0,7, ..., 0704,

wo P wieder ein Polynom in v, ..., o ist. Daraus folgt

o8+ 4. (@o(2) + +a”ap(z))'v”+ oo Fa,(?)
(bo(z)+ +a%hy(2))v1 - ... +b,(2)

Pz, 0,0, ...,9") =
und Division rechts liefert weiter

Py(z, v)
Qz, )’
dabei ist der Grad des Polynoms P, in v kleiner als der Grad ¢ des Polynoms

Q in v. Es ist keine Division notig, falls ¢ = 0. Dann hat namlich (7) sofort
die Form

(7) Pz, 0,0, ..., 07) = ZA ()0t + 20

t=0

4
(8) P(z,0,0,...,07) = ZA‘(z)v‘.

f=0
Es sei im weiteren ¢ > 0. Wir untersuchen die Funktion
P, (z’ 0(2))
Q (z’ ”(z))

und wollen zeigen, dal F(z) identisch verschwindet. Es ist

F(z):=

F(z) = 13(z, v(2), v'(2), ..., ¥ (2)) — ZAi 2)v(z)°

. v'(2) 2" (2) ) ;
=Pz, v(z — 2 ; ',
(zy (2), 2(2) V(R)y .eny (2) v(2) £ :(2)v(2)
Mit Hilfe eines Satzes von Milloux ([8], Theorem 3.1) und wegen der
Eigenschaft (6), die m(r,v) = S(r, w) = 8(r, v) impliziert, folgt bei
Beachtung einfacher Eigenschaften der Schmiegefunktion
m(r, F) = S(r, v).

Wir wenden uns jetzt der Anzahlfunktion N (r, F') zu. An einer regu-
liren Stelle z von v(z) hat F = P — 3'4,v" keine Polstellen, abgesehen mo-
glicherweise von den Polstellen der Koeffizienten d, von F. Fiir die Anzahl-
funktion N,(r, F) solcher Polstellen von F(z) gilt wegen der Zuldssigkeit
von v offensichtlich

N,(T,F) = S("; v).
An einer Polstelle z von v»(2) hat F = P,/ eine Nullstelle, abgesehen
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moglicherweise von den Stellen, wo dic Koeffizienten von P, und @ Null-
oder Polstellen haben. Np(r,F),le(r,F),N,,(r,v) und lTTp(r,v) seien
die Anzahlfunktionen bzw. einfachen Anzahlfunktionen iiber dic T’ol-
stellen von F bzw. v, die zuglcich Polstellen von F und von # sind. Es
gilt offensichtlich

Np(r: F) = Np(r, 'D) = S("r ”)7

weiter ist wegen (6) N, (r, v) = 8(r, v). Daraus folgt
N,(r,v) = N3(r,v)+8(r,v) = 8(r, v).

Fiir die Vielfachhcit einer gemeinsamen Polstelle 2 von # und v gilt wegen
F - P—ZA.‘Ui

v(2, F) < Ov(2, v) + ) (2, d,)
mit einer Konstanten ¢ > 0. Dabei sind »(z, F), (2, v) und »(z, d,) die
Polstellenordnungen der meromorphen Funktionen F, v und d, bei z.

Integration liefert
N,(r, )< CN,(r, )+ 8(r, ),

daraus folgt unmittelbar
N,(r, F) = 8(r, ).
Insgesamt haben wir
T(ryF) =m(r, F)+ N, (r, F)+ N,(r, F) = 8(r, v).
Das Lemma von Valiron—-Mohon’ko (Lemma 4) impliziert andererseits
T(ryF) =T(r, Po/Q) = qT(r,v)+8(r, ).

q > 0 ist also nicht moglich. Die transformierte Gleichung (7) hat somit
notwendig die Gestalt (8) und die Riicktransformation » = (w—a)™"
zeigt, daB rechts in (4) ein Polynom in w vom Grade < 4 steht. m

BEISPIELE. Die beiden ersten Painlevéschen Differentialgleichungen
sind
(9) w' = 6w?+az+b,
(10) w' = 2w+ 2w+a.

Die rechte Seite der zweiten Painlevéschen Gleichung hat den maxima-
len Grad, da bei P = w'’ das reduzierte Gewicht 4 = 3 ist.
Bei der dritten Painlevéschen Gleichung

(11) 2ww’ —z(w')2 4+ ww' = ezw® - awd 4 bw 4 dz

haben wir links das reduzierte Gewicht 4 = 4 und das w-Polynom rechts
hat hier den entsprechenden maximalen Grad. Losungen der Painlevéschen
Gleichungen sind die Painlevéschen Transzendenten (siehe dazu [13],
S. 345).
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3. Liickensiitze

Dic bisher aufgefiihrten Sétze kann man noch verschirfen und er-
ginzen. Iline einfache Variante einer bekannten Vergleichsmethode
({103, S. 90 und 138, [12], S. 60 und 72) liefert sog. Liickenséatze: Zulissige
Losungen sind nur bei gewissen Polynomgraden rechts in (8) mdaglich
und zwischen den moglichen Graden sind grofie Liicken.

3.1. Wir beginnen der Einfachheit halber erst mit dem Satz 2 von
Yosida, der besagt, dal nur bei Differentialgleichungen der Form

2n

(12) ()" = 3 a,(z)w’

=0
zuldssige Losungen moglich sind (in Sinne von Satz 5 verallgemeinert).
Zu der Frage, ob alle Polynomgrade rechts vorkommen kénnen, antwortet
nun
SATZ 6. Gegeben sei die Differentialgleichung
ntk

(13) (W) = D) a(z)w'

t=0
mit in [2] < co meromorphen Koeffizienten a,(z). k sei eine natiirliche Zahl
mit 1< k<<n und es sei a,,,(2) # 0. Es gilt: (13) kann nur dann eine
zuldssige Losung w(z) besitzen, wenn k ein Teiler von n ist, kin.

Beweis. Wir filhren den Beweis in zwei Schritten. Zuerst benutzen
wir das Lemma von Clunie indem wir (13) in der Form

n4k—=1
wn+k—lan+kw — (wl)n_ 2 a‘wi
=0

schreiben. Es folgt m(r, a,,,w) = §(r, w) und weiter
(14) m(r,w) = 8(r, w).

Zweitens fithren wir einen Polstellenvergleich durch. Bei einer zn-
ldssigen Losung w(2) von (13) hat man wegen (14)

T(r,w) = N(r,w)+ 8(r, w).

Die Viclfachheit »(z, w) einer Polstelle 2 von w kann man mit der Beweis-
methode zu Lemma 4 in [15] abschidtzen und man erhélt
n+k n+k

v(z, w) < %—I-C(Z v(2, a;)+ Z v(z, ai))

i=v i=0 *

mit einer Konstanten C > 0. Wegen der Zulédssigkeit von w folgt

N(r,w)<nN(r,w)+8(r, w)

4 — Annales Polonicl Mathematici XXXVIII1.3
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und
T(r,w)<aN(@r,w)+8(r,w).

Es existiert somit eine Polstelle 2, von w, die nicht mit einer der Null-
oder Polstellen der Koeffizienten a; zusammenfillt. Die Polstellenordnung
von w bei 2, sei »y. Vergleich der Polstellenordnungen der linken und rech-
ten Seite von (13) liefert

(vo+1)n =vo(n+k); n =wk; kin.

Dapbei sind » und % feste, zur Gleichung (13) gehorige natiirliche Zahlen. m

Durch die Substitution w = 1/v kann man aus Satz 6 eine weitere
Aussage folgern:

SATZ 7. Gegeben sei die Differentialgleichung

2n
(15) (W) = D' a(2)wt

=k

mit in |2] < oo meromorphen Koeffizienten a;(2). k sei eime natiirliche Zahl
mit 0 < k< n—1 und es sei a,(z) £ 0. Es gilt: (15) kann nur dann eine
zuldssige Lisung besitzen, wemn n—k ein Teiler von n i8t, (n—k)/n. m

3.2. Weitere Uberlegungen zur Gleichung (12). Die Gleichung

() = Ma()w' mit  a,(z) %0

kann zuldssige Liésungen besitzen: (w')" = w" hat die Losung w(z) = e®.
Weiter betrachten wir die Differentialgleichung

n—-k
(16) (@) = D' ay(z)e,

=0
dabei sei a,_;(2) # 0 und & sei eine natiirliche Zahl mit 1<k < n—1.
Wir vermuten, da8 bei Gleichung (16) keine zulidssigen Losungen existieren
konnen. In der Tat, eine Loésung von (16) kann hochstens dort Polstellen
haben, wo die Koeffizienten welche haben. Denn fiir eine andere Polstelle
2, von w der Ordnung », miite gelten

(vo+1)n = vo(n—k)

und dies ist nicht moglich. Fiir eine zuldssige Losung wire darum N (r, w)
= N(r,w’) = S(r, w). Aus (16) wiirde die Relation

am(r, w') = (n—k)ym(r, w)+ 8(r, w)

48

folgen, die uns zu obiger Vermutung gefiihrt hat. Es sei hier weiter auf
einen Zusammenhang mit einem der ungelosten Probleme bei Hayman
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([9], Problem 1.21) hingewiesen: Unsere Vermutung wiirde die Exis-
tenz einer meromorphen Funktion f(2) mit

T(ryf') =8(r,f)
verneinen. Andernfalls hiatte nimlich die Differentialgleichung

(w')? = (f (&) (1 +w)
eine zuldssige Losung
w = 47" (f(2))* —1.

3.3. Wir wenden uns nun den algebraischen Differentialgleichungen
zu. Satz 5 besagt, dal nur bei Gleichungen der Form

A4
(17) D (@) wm(w )™ ... (w0 = Za.;(z)w"

rel

zuldgsige Losungen moglich sind. Wir fragen wieder, ob alle Polynom-
grade rechts auftreten konnen und fiir eine gewisse Klasse von Gleichun-
gen konnen wir wieder einen Liickensatz beweisen.

Wir betrachten Differentialgleichungen mit folgender zusitzlichen
Eigenschaft:

Unter den Summanden links in (17) soll es einen einzigen gebenm, des-
sen Potenzprodukt

n; r"': (r)”;
w (w') " ... (w7

alle anderen Potenzprodukte links in (17) iiberwiegt in folgendem Sinne:
Jiir alle anderen in (17) aufiretenden Kombinationen (ny, Ny, ..., n,) und
Siir alle natiirlichen Zahlen u soll gelten:

(18) wms+(p+1)ny+ ... 4+ (B+71)0; > png+ (+1)ny+ ... 4+ (p+1)n,.
In unserem Zusammenhang spielen zwei charakteristische natiirliche
Zahlen eine wichtige Rolle: erstens der Grad d* und zweitens das Gewicht
g* des iiberwiegenden Potenzproduktes:
& i=ngtni+ ... +ny, gri=nl4+2n 4+ ... L.
Fiir das reduzierte Gewicht A gilt dann
4 =d"+g*.

Dies folgt aus (18), wenn man u = 1 einsetzt. Es sei weiter bemerkt,
daB8 der Grad des Polynoms in w, w’, ..., w!” links in (17) gleich &* ist.
Dies folgt aus (18) fiir y— oo.

SATZ 8. Gegeben sei die Differentialgleichung

ar+k
(19) D@ty ... (w?)r = 3 ay(z)wf
Ael 0



268 F. Gackstatter und I. Laino

mit einem im Stnne von (18) uberwiegenden Potenzprodult links. k sei etne
natiirliche Zahl mit 1 < k< g* = A—d* und es sei ag.,(2) # 0. Es gilt:
Die GQleichung (19) kann nur dann eine zuldssige Losung w(z) besiizen,
wenn k ein Teiler des Gewichts g* ist, k/[g*.

Beweis. Da der Grad des w-Polynoms rechts in (19) gré8er als der
Grad links ist, konnen wir wieder das Lemma von Clunie anwenden und

wir erhalten
m(r, w) = S(r, w).

Zweiter Schritt. Die Vielfachheit »(z, w) einer Polstelle 2 von w kénnen
wir wieder mit der Beweismethode zu Lemma 4 in [156] abschéitzen:

i) < g0+ 0 Dot aa+ Xv(s )

“

dabei sind die d, die Koeffizienten der Gleichung (19). Es folgt
T(ryw) = N(r,w)+8(r, w) < g*N(r, w)+ 8(r, w)

und damit die Existenz einer Polstelle 2, von w, die nicht mit einer der
Null- oder Polstellen der Koeffizienten zusammenfallt. Die Polstellenord-
nung von w bei 2z, sei »,. Vergleich der Polstellecnordnungen der linken
und rechten Seite von (19) an der Stelle 2, liefert

oty - (g 1) 0] + oo (g -+ 1)y = v (A +K);
vod" +g* = vy (d" -+ k); * = k. B

4. Uber die Werteverteilung zulissiger meromorpher Lésungen

Wegen Satz 5 kénnen unter den algebraischen Differentialgleichungen
(4) nur Gleichungen von der Form

(17) D@ we (w7 = D a(z)w
Ael =0

eine zuldssige Losung besitzen. Es sollen nun Aussagen iiber die Werte-
verteilung zuldssiger Losungen abgeleitet werden.

4.1. Das Beispicl (2) in [2], 8. 511, zeigt, dall es fir das Wachstum
zuldssiger Losungen keine allgemcingiiltige, nur von den Koeffizienten
abhingige Abschitzung gibt. Wir kénnen jedoch den Satz 2 von Yosida
erginzen durch den

SATZ 9. Gegeben sei die Differentialgleichung

(20) W'y = D) ay(2)w’

=0
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mit ganzen Koeffizienten ay(z), ..., a,,(2). Es sei

F(r):= max {M(r, a,)}.

0<i<2n

Dann gilt fir die Charakteristik meromorpher Liosungen w(z) von (20) die
Abschitzung
T(?‘, w) < 2(2—n)/n r2 (F(T))w”.

Beweis. Auf der Kreislinie || = r gilt fiir w(2) die Abschitzung
l'|* < F(r)(1+ lw| + ... + [w]) < 2F(r)(1 + [w]?)"
und daraus folgt

lw'| : 2/n
(1+ lwlz) < EEE.

Da F(r) eine nicht-abnehmende Funktion von # ist, liefert eine Berechnung
der Ahlfors—Shimizuschen Charakteristik

¢ 2 .
1 ' (ee™)| \? \ .

r
At
I(r,w):= f—t( ) dt < 9(2=n)in 2 (F(,,.))Zln_ m
0
Bemerkung. Eine entsprechende Aussage fiir 7' (r, w) gewinnt man
unmittelbar auch, wenn die Koeffizienten a,(2), ..., a.,(2) der Differential-

gleichung (20) meromorphe Funktionen sind mit héchstens endlich vie-
len Polen.

4.2, Nun beschiftigen wir uns mit algebraischen Differentialglei-

chungen (17), bei denen der Grad des w-Polynoms rechts grofer als der
Grad

d = max(ne+n,4 ... +n,)
Ael

links ist, also mit Gleichungen der Form
dik

(21) Zcz (2)w™ (w')™ ... (W) = Z a;(z)w*
feT

{=0

mit 1 < %k < 4—4a und mit a;,,(2) % 0. Uns interessiert zuerst die Werte-
verteilung der Stellensorte oo bei zulassigen Lésungen w(z). Dazu haben
wir den folgenden

SATZ 10. Eine zuldssige Losung w(z) von (21) nimmt den Wert oo ohne
Defekt an,

(22) (o0, w) = 0.
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Insbesondere hat man keine zuldssigen ganzen Losungen. Weiter qilt fiir

den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit der Stellensorte oo die Abschdt-
zung

(23) P00, w) < O(o00, w)<1—Fk/g.
Dabei ist g das Maximum der Gewichie links in (21).
Beweis. Wegen der Gradvoraussetzung konnen wir das Lenmuna 3 von
Clunie anwenden und folgern
m(r, w) = 8(r, w), T(r,w) =N(r,w)+S(r,w).

Daraus folgt sofort die erste Behauptung.
Zur Abschatzung des Verzweigungsindexes der Stellensorte oo,

i o N(ryw)— N(r,w)
P00, w) 1= llﬂ;onf T(r, w)

und der Verzweigtheit bei oo,

T —N
(o0, w) : = limint 2 W) =V (7, )
r—>o0 T(r,w)
filhren wir einen Polstellenvergleich durch. Dazu sei 2, eine Polstelle von
w(2) mit der Polstellenordnung »,. Setzt mman w(z) in (21) ein, dann hat
dic linke Seite von (21) einen Pol der Ordnung

(24) v n,ila}x ("’o”o‘i‘(”o"‘l)”h‘l‘ R R LAEE 2”15
€ Ael

dabei sind die v, die Polstellcnordnungen der Koeffizienten ¢; bei z,. Die
Ordnung » kann echt kleiner als die rechte Scite von (24) ausfallen, wenn
das Maximum rechts in (24) von mehreren Indexkombinationen errcicht
wird und einige Pole links in (21) sich gegenseitig wegheben; wir haben
ja nicht die Eigenschaft (18) vorausgesetzt. Sei jetzt (ng,...,n,) eine
Indexkombination in (21), die das Maximum in (24) realisiert. Dann ist

y < vomy + (1) + L+ (ot )mr + Dy,
iel
Nun zur Abschétzung von » nach unten. Es seien v; bzw. u; die Polstellen-
bzw. Nullstellenordnungen der Koeffizienten a;(z) bei 2,. Wir wenden
wicder den Beweisgedanken zu Lemma 4 in [15] an und erhalten
d+k a+k

vo(d + k)-—O’(Z v+ 2 )

= vomax (N, -+ ... +0,)+veh— C( v+ ,u:)

Ael

a+k
= ve(ng + ooo + 1, +uuh—c(2 E‘“)
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mit einer Konstanten € > 0. Insgesamt folgt

a+k d+k

ny+2n;4+ ... +ray  C , ,
< — . .
P Rl g 2
g C atk a+k
<2 -~ ) ’ .
S5 + 7 (;w-l—%”rl'izo'ﬂc)

Durch Integration erhalten wir wegen der Zulissigkeit von w die Abschat-
zung

Nr, w) < %I\T(r, w) +8(r, w).

Nun kénnen wir die Verzweigtheit @ (oo, w) abschitzen:

T(r,w) -—IV(T, w) = N(r, w)—N(ry w) + 8(r, w)

< (1_%) N(r, w)+8(r, w)

= (l_k) T(r,w)—i—S(r, w);

9
.. T(r,w)—N(r,w) .. . ( k S(r,w))
O (o0, w) = liminf < liminf |1 —— +
( ’ ) r—>c0 T(‘f, w) r—>00 g .T('r, W)
1 E e 50 g E
g reo T (7, w) g

Man kann Satz 10 noch erginzen durch das

KOROLLAR 11. Hat die zugrunde liegende Differentialgleichung (21)
lauter rationale Koeffizienten und links einen im Sinme von (18) iiberwie-
genden Summanden, dann hat man sogar die Gleichheit

(26) O(o0, w) =1—klg
anstelle der Ungleichung (23). Dabei ist k jetzt nach dem allgemeinen Lii-

ckensatz 8 ein Teiler von g = g*.

Beweis. Zum Beweis rechnen wir @ (oo, w) aus. An einer Polstelle
2o von w(z), die nicht mit einer der Pol- oder Nullstellen der Koeffizienten
zusammenfillt, haben wir nun wegen KEigenschaft (18) eine Gleichung
anstelle der Ungleichung (24). Mit den obigen Bezeichnungen gilt also

vo(d+ %) = vomy +(vo+ 1)07 + ... +(vo+1)0;.

Wegen Eigenschaft (18) ist weiter @ = ng + ... +n,; und wir erhalten
vy = g/k. Weil alle Koeffizienten nach Voraussetzung rationale Funktio-
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nen sind, ist die Anzahl aller Polstellen von w(z), die mit einer der Pol-
oder Nullstellen der Koeffizienten zusaminenfallen, endlich, Integration
liefert somit

N(r,w) = L F(r, w)-+0(logr)

und es folgt wegen (oo, w) =0

—IEN(r, w) — O (logr)

. N(r,w) .
O(oo,w) =1—limsup————— = 1-—limsu
(oo w) "o T, w) L T, )
k k
=1—-—limsup Nir,w) _ 1-—. =m
g ree  T(r,w) g

Bemerkung. Die Gleichheit in Korollar 11 giit auch fir 9#(oc, w),
wenn w cine Funktion von endlicher Ordnung ist, weil in dicsem Fall
m(r, w) = S(r, w) ohne Ausnahmemenge giiltig ist.

BersrisrLe. 1. Bei der Riceatischen Differentialgleichung

w' = a,(2) +a,(2)w + a,(2) w?

mit @,(z) 2 0 haben wir die charakteristischen Zahlen d =d* =1,
E=1,g =¢g*=1und 4 = 2. Aus (22) und (23) folgt 6( oo, w) = #( o,
w) = @(oco0, w) =0, Wir schen die bekannten Eigenschaften der zulds-
sigen Losungen der Ricecati-Gleichung ([15] und [25]).

2. Bei der Differentialgleichung der Weierstrafischen p-Funktion
(w')? = 4(w—e,)(w— e)(w— &)

istd =d*"=2,k=1,9 =g¢g* =2 und 4 = 4. Aus (22) und (25) folgt
0(c0,w) =0 und @(o0, w) =}, das sind bekannte Eigenschaften der
p-Funktion. Weiter gilt #(oo, w) = 1.

3. Bei der ersten Painlevéschen Gleichung (9) ist d =d* =1, &k
=1, g =¢g* =2 und 4 = 3. Fiir die zugehorigen Painlevéschen Trans-
zendenten folgt 8(oc, w) = 0, @(o0, w) = } und auch hier gilt #(co, w)
= 4 (siehe auch [25]). i

Bei der zweiten Painlevéschen Gleichung (10) ist @ = d* =1, k = 2,
g =¢* =2 und 4 = 3. Fiir die zugehérigen Painlevéschen Transzenden-
ten folgt 6(oo, w) = #(co0, w) = O(o00, w) =0,

Bei der dritten Painlevéschen Gleichung (11) ist die Eigenschaft
(18) nicht mehr erfiillt. Dic charakteristischen Zahlen sind nun d = 2,
k=29 =2und 4 = 4. Fir die zugehorigen Transzendenten gilt é( oo, w)
= #(o0, w) = B(o0, w) = 0.

Bemerkung. Das Polstellenverhalten des Tangens ist typisch fir
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alle Differentialgleichungen von der Form (21) mit ¥ = g, das Polstellen-
verhalten der Weierstrafischen p-Funktion ist typisch fiir den Fall 2% = g.

4.3. Satz 10 besagt, daBl die algebraische Verzweigtheit bei w = o
umso grofer ausfallen kann, je kleiner der Grad der rechten Seite von
(21) ist. Bei den Differentialgleichungen

-k
(26) D a@wh .. (@) = 3 a(2)w'
Ael =0

mit 0 < k < d und a;_,(2) # 0 ist zu erwarten, da die algebraische Verz-

weigtheit in eine logaritmische Verzweigtheit iibergeht. Ein Resultat
in dieser Richtung ist

SATz 12. Sei w(z) eine zuldssige Losung der Differentialgleichung
(26) mit 0 < k< d und (26) habe einen im Sinne von (18) iiberwiegenden
Summanden und lauter rationale Koeffizienten auf der linken Seite. Dann
gilt

A(oo,w) =1
and weiter, falls zusdlzlich alle Koeffizienten rechis hichstens endlich viele
Polstellen haben,

(oo, w) =1.

Beweis. Es sei 2, eine Polstelle von w(2), die nicht mit einer der
P’0l- oder Nullstellen der rationalen Koeffizienten auf der linken Seite
zusammenfillt. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 10 haben

wir nun
ol 4+ (Yo FL)0g + oo+ (g b1y = vo(ng + .. 0y g

a-r

a—-k
Cogld—R) 4 Y oi = wolog + oo ) —wk b ) vl

i=0 t=9
a—k d—Fk
. - r - R
Vs vk —gr ek Z i e
i=0 =0
Integration liefert
d—k
-y .
N(r,w) < Z N(r, a;) - O(logr) = S(r,w).
=0

Daraus folgert man sofort die Behauptungen. =
4.4. Wir beschaftigen uns jetzt mit algebraischen Differentialglei-
chungen von der allgemeincn Form

4
(17) E(q(z)w"o(w’)”‘l e (WY Zai(z)wi,
Ael t=0
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iiber den Polynomgrad rechts setzen wir nichts mehr voraus. Uns interes-
siert die Werteverteilung der endlichen Stellensorten a bei zuldssigen
Losungen w(2).

Sei a eine endliche komplexe Zahl. Substitution w = e¢+1/» und
Multiplikation mit dem Hauptnenner v¢ (siehe Beweis zu Satz 5) fiihrt
(17) iiber in

a4
(27) Pz, 0,7, ...,07) = ZA,-(z)o‘.

T=0
Dabei ist P ein Polynom in v, 7', ..., v und
A4(2) = ay(2)+aa,(2)+ ... +a%ay(?),

4

1 : _ .
A, y(7) = Z-ﬁza(k-n...(k—gﬂ)ak igg(2), § =1,...,4.
kmj v°

(28)

Falls der Koeffizient A4 ,(2) nicht identisch verschwindet, haben wir
rechts in (27) ein Polynom von Grade

4= max (n,+2n,+ ... +(r+1)n,).

Ael
Die Polynome P; in w!” = P,(v,’, ..., v?)»~¢*+") sind homogen vom
Grade j (siehe Beweis zu Satz 5). Deswegen ist der Grad des Polynoms
P links in (27) gleich
4—min(n,+ ... 4+n,), falls e #0

el
oder

4—min(ne+ ... +n,), falls a =0.
Ael

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, da8 links in (17) keine allein-
stehende w-Potenz auftritt, denn diese hitten wir nach rechts geschoben.
Dann ist der Grad links in (27) immer kleiner als rechts, wir konnen das
Lemma von Clunie anwenden und wir erhalten

m(r, v) = 8(r,v) = 8(r, w).
Daraus folgt
SATZ 13. Sei w(?) eine zuldssige Losung der Differentialgleichung (17).
Fiir alle endlichen Stellensorten a mit
(29) ag(2) +aa(2)+ ... +ala,(z) =0
gilt dann
6(a,w) = 0.

Alle diese a- Werte werden somit unendlich oft angenommen. m
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Man kann auch wieder den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit
bei a abschitzen. Die Differenz & zwischen den Graden rechts und links
in (27) ist gleich

min(n;+ ... +n,), falls a #0,

Ael
min(n,+ ... +n,), falls a =0.
ael

E =

Um Satz 10 anwenden zu kénnen, benétigen wir noch das Maximum der
Gewichte links in (27). Dieses ist gleich dem Maximum der Gewichte
links in (17). Man sieht dies sofort ein, wenn man die Polynome P, in %/
=P;(v, v, ..., vP)p~0+D) niher betrachtet. Daraus folgt

SATZ 14. Sei w(z) eime zuldssige Losung der Differentialgleichung
(17), g sei das Maximum der Gewichte links in (17) und a # 0 sei eine
endliche Stellensorte mit der Eigenschaft (29). Dann gilt fiir den Verzwei-
gungsindex und die Verzweigtheit der Siellensorte a die Abschdtzung

min(n,+ ... +mn,)

Ma, w) < O(a, w) <1— p

iy die Stellensorte 0 erhalten wir im Falle a,(z) = 0

3(0,0) < 00, w) < 1 — Tt .o A1)

g

Bemerkung. Wie schon bei den lincaren Differentinlgleichungen,
so sondert sich auch hier wieder die Stellensorte 0 von den anderen endli-
chen Stellensorten a ab.

BEISPIELE. 1. Bei der Differentialgleichung
w =14 w?

ist im Falle 14 a® 5% 0 die Voraussetzung (29) erfiillt. Wegen minn,
=min(ny+n,) =1 und ¢ =1 folgt, fir a #* ¢, 6(a,w) = ¥(a,w)
= @(a, w) = 0. Das sind bekannte Eigenschaften des Tangens.

2. Fiir die zuldssigen Losungen linearer homogener Differential-
gleichungen

a,(2)w" 4 ... +a,()w +ay(z)w =0

mit meromorphen Koeffizicnten und mit a,(z) % 0 folgt nach Satz 13
d(a, w) = 0 fiir alle e # 0.

3. Die erste Klasse Painlevéscher Transzendenter wurde in [25]
untersucht. Bei der zweiten Klasse ist im Falle a # 0 die Voraussetzung
(29) immer crfitllt und es folgt é(a, w) -= 0. Wegen minn, =1 und g = 2
gilt weiler J(a, w) < @(a, w) < 3. Dasselbe gilt im Falle @ # 0 auch fir
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a = 0. Bei der dritten Klasse ist im Falle d-}-a*c # 0 oder b+ a%a # 0
die Voraussetzung (29) erfiilllt und wir haben dann é(a, w) = 0. Wegen
min(n, +7,) = 1 und g = 2 folgt fiir @ # 0, ¥(a, w) < O(a, w) < }. Weiter
ist im Falle d # 0 wegen min(n,+n,+n,) = 2, #(0, w) = 6(0, w) = 0.

4,5. Erginzungen zu den Satzen 13 und 14. Die Voraussetzung (29)
besagt, daB a keine Nullstelle des Polynoms in 2

(30) ay(2) +@a,(2)+ ... +ax%a,(2)

ist. Die sukzessiven Ableitungen von (30) nach x an der Stelle a sind
nach (28) gerade die Koeffizienten A4,(z) in (27), abgesehen vom Faktor
(4—1)!. Ist a eine Nullstelle des Polynoms (30) von der Ordnung o, dann
verschwinden in (27) die Koeffizienten bei »*, v471, ..., v*~°*! identisch,

der Koeffizient bei v47? ist aber % 0. Ist nun ¢ < min(n,+ ... +n,) bzw.
el

e <min(ny+ ... +2,), dann ist der Grad rechts in (27) immer noch groBer
Ael

als links, wir konnen das Lemuna von Clunie anwenden und wir erhalten

m(r,v) = 8(r,v) = S(r, w).
Daraus folgt
SATZ 15. Sei w(2) eine zuldssige Losung der Differentialgleichung
(17), @ 5~ 0 eine o-fache Nullstelle des Polynoms (30) und es sei o < min(n, +
+ ... +n,). Dann gilt Ael
é(a,w) =0.

Ist a,(2) £ 0 fiur ein ¢ < min(n,+ ... +n,), dann gilt auch
Ael

8(0,0) = 0. m

Die Ditfferenz &k zwischen den Graden rechts und links in (27) wird
nun um g kleiner als bei Satz 14 und die Abschitzungen fiir die Verzweigt-
heit fallen gréBer aus.

SATz 16. Fiir den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit gelten
die Absohdtzungen

min(n, -+ ... -tn,)— @
)

HMa, w) < O(a, w) < 1—

fiir a #0 und
min(ny+ ... +1,)—o0

p .
Bemerkung. Die obigen Sitze 10-16 sind zum Teil Verallgemei-

nerungen von [15], Theorem 13. Dic Frage nach den Defektwerten in

den Fillen p>min(n,+ ... +%,) bzw. g >min(n,+ ... -+n,) bleibt
Ael Ael

hier unbehandelt. Die Situation ist 4hnlich zu 4.3. und Satz 12.

#0, w) < 6(0, w) < 1—
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5. Algebroide Ldsungen algebraischer Differentialgleichungen
Zum SchluB lassen wir bei unseren Differentialgleichungen

(3) Pz, w,w,...,w") = R(z, w)

m-deutige algebroide Losungen zu, mit einer beliebigen natiirlichen
Zahl m. Eine m-deutige algebroide Funktion w(z) geniigt einer irreduzib-
len Gleichung

(31) W™+ 8,1 (2) W™+ ... +8,(2) =0,

dabei sind die Koeffizienten s;(2) in |2| < co meromorphe Funktionen.
Die algebroide Funktionenklasse umfaf3t die meromorphen Funktionen
und die algebraischen Funktionen. Die Besselfunktion J,(2) mit rationaler
Ordnung » = j/m, § und m teilerfremd, ist eine m-deutige algebroide
Losung der linearen Differentialgleichung

jz

22w 2w’ + (z2— ——)w =0.

m2
Zur Wertwerteilungstheorie der algebroiden Funktionen siehe [7], [22]
und {23].

3.1. Eine algebroide Loésung w(z) von (3) heit zuldssig, wenn die
Selberg-Charakteristik T'(r, w) der Losung wesentlich schneller anwachst
als die Nevanlinna-Charakteristik aller Koeffizienten d,(z) von (3), d. h.
wenn

T(r,d,(2) = 8(r,w)

fir alle Koeffizienten d,(z) ist. Es ist

T(r, w) = m(r, w)4 N(r, w)

mit
1 2mn
mr,w) = —— | log*t |w(re®)|do
(r, w) 2mﬂ0f gl (re®)]
und
N(T, w) — ifﬂt’_ﬁlw):lri(_?_’Aa_D"??) dt -i_ I".,A(_q_’_‘i{}?_) logr
m 5 t m

([22], S. 714). Die folgenden Untersuchungen iiber zulidssige algebroide
Losungen werden ahnlich verlaufen wie im meromorphen Fall. Zuerst
seien einige vorbereitende Bemerkungen gemacht.

1. Wir haben bisher mehrmals von der Beweismethode zu Lemma 4
in [15] Gebrauch gemacht. Dies ist auch am algebroiden Fall moglich.
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Sei 2, ein Pol von w(z) von der Ordnung v, (siehe [23], S. 200) und
Pz, w) = ay(2)+a,(2)w+ ... +a,(z)w?.

Dann geniigt die Polstellenordnung », von P(z, w(z)) bei 2z, der Abschit-
zungen

(32) 0(2n+ Zm) vp<pvo+m2

mit einer nur von m abhangigen Konstanten C > 0. Die »; bzw. g; sind
die Polstellen- bzw. Nullstellenordnungen der meromorphen Koeftfi-
zienten a,;(2) bei z,.

2. Das Lemma von Clunie bleibt auch im algebroiden Fall giiltig.
Man kann den Beweis in [8], S 68-69 direkt iibernehmen, man muf}

nur mit Integralen der Art — f . arbeiten. Der Integrationsweg

liegt auf den m Blittern der zugrunde liegenden Riemannschen Fldche
3. Wesentlich ist, daBl auch im algebroiden Fall

m(r, %) = S(r, w)

gilt (siehe dazu [23], S. 204).

3. Ebenso hat man das Lemma von Valiron-Mohon’ko im algebroiden
Fall:

LEMMA 17. Unter den allgemeinen Voraussetzungen von Lemma 4 sei
w(z) eine zuldssige algebroide Funktion. Nach Einsetzen von w(z) in E(z, w)
gilt fiir die Selberg-Charakteristiken

T(r, Rz, w(z))) = dT (r, w(2)) + 8(r, w).

Beweis. Weil der urspriingliche fiir den meromorphen Fall gefiihrte
Beweis von Mohon’ko ([18], S. 83-87) ziemlich unbekannt zu scin scheint,
geben wir hier fiir den algebroiden Fall eine Beweisskizze. Diese kénnen
wir direkt aus [18] iibernehmen.

Der Beweis wird in drei Schritten durchgefiibrt. Zuerst leiten wir
einen Hilfssatz ab:

HILFSs8ATZ. Gegeben sei das Polynom in der Unbestimmien w

Az, w) 1= (@ (AW + ... +@p_1 ()0 +wP)w??
= @AW’ L g P W, p >3,

mit meromorphen Koeffizienten ¢;(2). A(2,w) kann 2u einem Quadrat
erganzt werden im folgenden Sinne: es existieren meromorphe Funktionen
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Ug(2)y «oey Up_1(2), Qo(2), ..., Qp_2(2), 80 daf

(33) A(z,w)+ qu,-(z)w" = (Bp—1(2, w))* 1 = (ug(2)+ ... +1p_1(2)w? ).

Dabei sind die Punktionen u;(z) und q;(z) gewisse Polynome der Funktionen
2).

™ )Die Funktionen %;(2) und ¢;(z) werden so bestimmt, dafl bei gleichen

w-Potenzen links und rechts in (33) die gleichen Koeffizienten stehen.
Die Funktionen #;(2) kann man rekurrent berechnen:

Up_1(2) =15 up_5(2) = pp_1(2);  Up_p(2) = HPppy1(8) —Up_p1a),
Ek=3,...,p.
Die Funktionen ¢;(2) ergeben sich dann gemaf
05(2) = %o () Us(2) + Uy (R) Ugr () + .. + %4 (2) %o(2).
Zweitens soll die Aussage des Lemmas fiir den Fall
K(z,w) = B,(2, w) : = a,(2) +a,(2)w+ ... +a,(2)w”

bewiesen werden. w(z) sei nun eine zuldssige algebroide Funktion. Es
gilt die Ungleichung

»
T(r, R, (2, w(z))) < pT(r, w(2)) + ZT(T, a;(2)) +0(1).

i=0

Wegen der Zulissigkeit von w haben wir also
(34) I(r, By) <pT(r,w)+8(r, w).
Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung sei zuerst p = 1. Es gilt

Rl_ao

1

I(r,w) =T|r,

) < T(r, R)+T(r, a0) + T(r, a) +0(1),
also
T(r, B)) > T(r, )+ 8(r, w).
Wir nehmen nun an, da8
(35) T(r, Ry) > T (r, w)+ 8(r, w)

fiir alle B, mit 8 < p—1 schon bewiesen sei. Unter Beriicksichtigung von
(34) folgt hieraus

(36) T(r,R,) = sT'(r, w)+8(r, w).
Wir beweisen nun, daB die Ungleichung (35) auch fiir B, giiltig bleibt.
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Es ist

R, —a, a a
1 -1 —
D = — W+ ... +_p_rw’7 l+w7”
a, a, a,

R,—a
(p_a_o_) W’ = (pw+ ... +@,_w? " +wP)wP?
P

mit ¢; = a;/a,. Nach unserem Hilfssatz konnen wir die letzte Grofie zu
einem Quadrat erginzen,

R, —a _
A= (—”—%——")fuﬂJ 2+Zq,.'w‘ =B, ;.

Daraus folgt
T(r,A) = T(r, B;:—l) = 2T (r, Bp—l) =2(p—1)T(r, w)+S(r, w),
letzteres wegen der Induktionsannahme (36). Gleichzeitig gilt

p—2

R, —a,
T(r,A><(p—2)T(r,w)+T(r, - )+2T(r,q;)+0(1)

» $m0

= (p—2)T(r,w)+T(r, B))+S(r, w).

Aus den letzten beiden Relationen folgt
T(r, R,) > pT(r, w)+8(r, w)

und mit (34) erhalten wir die Gleichheit
T(r,R,) =pT(r, w)+8(r, w).

Drittens wenden wir uns dem allgemeinen Fall R(z, w) = P(z, w)/
1Q (2, w) zu. Wir beweisen erst die Abschitzung nach oben:

(37) T(r, B) < dT(r, w)+ 8(r, w).

Dabei konnen wir ohne Einschriankung p > ¢ > 0 annehmen. Fir den
Fall p < ¢ haben wir namlich die Relation

T(r,R) = T(r, %) +0(1)

und im Falle p = q benutzen wir die Relation
T(r,R) =T(r,R—a,b,")+8(r, w).

Es ist R—a,b;' = P*/(b,Q), dabei ist P* hochstens vom Grade p—1
und teilerfremd zu ¢. Es sei also p = d > g>= 0. Den Fall ¢ = 0 haben
wir schon bewiesen. Wir nehmen an, dal (37) giiltig sei fiir alle R = P[Q,
mit k¥ < g—1 und p > %. Dabeci ist @, ein Polynom in w vom Grade k.
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Wir bewecisen, dafl (37) dann auch fiir ¥ = q < p giiltig bleibt. Es ist

D—q ’ ’ -
. Gyt ... Fa,_ w??
R — A- 7 0 1
‘_=20‘ tw+ b0+ s +bqwq

Wegen der Induktionsannahme folgt
T(ryRy<(p—@)T(r, w)+qT(r, w)+8(r, w) = pT(r, w)+8(r, w)

und die Ungleichung (37) ist bewiesen.
Die umgekehrte Ungleichung

(38) I(r, R) = pT(r, w)+8(r, w)

ist fiir den Fall ¢ = 0 auch schon bewiesen. Es sei nun 0 < ¢ < p. Weil
P und @ teilerfremd in w sind, gibt es zwei Polynome U und V in w, so
daf

PU+QV =1.

Die Koeffizienten von U und V sind nach dem cuklidischen Algorithmus
rationale Ausdriicke in den urspriinglichen Koeffizienten a,, ;. Bezeich-
nen wir den Grad von U mit 8, den von ¥V mit ¢, dann folgt

Q _ 1)
T r,-f + V) _T(r,ﬁ) =(p+t)T(r, w)+ S(r, w).

Andererseits gilt wegen t>s

£+ E)eol. £) oo 7] oo

| '-u[

< T(r, ) +tT(r, w)+ 8(r, w).

Aus den letzten beiden Relationen folgt (38). m
5.2. K. Yosida hat sich mit der Differentialgleichung

(2) (w'y* = (20,, z)w)/(Zbi z)w)

beschiftigt und folgenden Satz bewiesen (siehe [32], Theorem 3):

SATZ 18. Wenn die Differentialgleichung (2) mit rationalen Koeffi-
zienten a;(2), b;(2) und mst in w teilerfremdem Zdihler- und Nennerpolynom
eine transzendenie m-deutige algebroide Losung w(z) besitzt, dann gelten
fiir die Grade p und q des Zihler- und Nennerpolynoms die Abschdtzungen

g<2n(m-1), p<q+2n<2nm.

Hat man grifere Grade, dann ist jede m-deutige Lisung eine algebraische
Funlktion.

5 — Annales Polonici Mathematici XXXVIII.3
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Diese Abschitzungen von Yosida sind scharf, wie das folgende
Beispiel zeigt.

BerspierL. Die algebraische Gleichung
witwtanz+2 =0

definiert eine zweideutige algebroide Funktion, die der Differentialglei-
chung

o’ 224w+ (1 +22)w? +wh
B 2 — w?

geniigt. Zahler- und Nennerpolynom sind hier teilerfremd in w. Diese
Differentialgleichung hat weiter die Eigenschaft, da auch bei einer
beliebigen Transformation von der Form w = e-+1/v Zahler- und Nen-
nergrad nicht kleiner werden. Siehe dazu [14], S. 867 und [5], S. 110.

9.3. Wir beschiftigen uns nun mit algebraischen Differentialglei-
chungen von der Form

p q
(4) D) al@ywr M @Oy = (3] ay(2)w) /[ D) bi(2)w)
Ael =0 =0

mit in [2] < oo meromorphen Xoeffizienten ¢;(z), a;(2), b;(2). Zahler-
und Nennerpolynom rechts in (4) seien teilerfremd in w iiber dem Korper
der meromorphen Funktionen. Es sei ¢ wieder das Maximum der Gewichte
links in (4) und 4 sei das reduzierte Gewicht (siehe § 2 und § 3).

SATZ 19. Wenn (4) eine zulissige m-deutige algebroide Losung w(2)

besitzt, dann gelien fiir die Grade p und q des Zihler-und Nenncrpelynoms
die Abschdtzungen

(39) g<4g(m—1), p<gqg+A4.

Beweis. Wir konnen wie beim Beweis zu Satz 5 vorgehen, es gibt
nur einen cinzigen wesentlichen Unterschied: Die Funktion
P - .
F:= ?" = P(z,v,7, ..., 'v("’)—ZA,-fv‘
hat im algebroiden Fall an den Stellen, wo v # oo ist, eventuell mehr
Polstellen als im meromorphen Fall. Ist ndmlich v(2,) = @ # co, dann haben
wir bei 2z, die Entwicklungen

(2) = a+b(z—2)"*(1+...), 1<p, 1<x<m,

v (2) = b-% (2= 2o) "= (11 ...),

—b F(ﬂ:x)
x

v’ (2) (z—2o) 21 4 ...), usw.
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Interessant sind nun die Stellen z, mit » > 2, also die Verzweigungsstellen
der zugrunde liegenden m-bLittrigen Riemannschen Fliche 3. (@)
hat dann bei 2, einen Pol der Ordnung

v <y (e —p) = jn;(x—pff) < 2jn;(x—1)
und F(z) hat cinen Pol der Ordnung
vp < 2¢9(x—1),

denn das Maximum der Gewichte links in (4) ist gleich dem maximalen
Gewicht von P (siehe Bewels zu Satz 14). Iis folgt

N(T, F) < 29-N3(7') +S(7‘7 w)7

dabei ist Ng(r) dic Anzahlfunktion iiber die Verzweigungsstellen der
Riemannschen Fliche 3. Es gilt nun der Verzweigungssatz von Ullrich
([23], S. 210):

Ni(r) < 2(m—1)T(r,v)+0(1).
Durch gecignete Wahl von a erreicht man wieder m(r, F) = S(r, v)

und damit
T(r,F)< 4g(m—1)T(r, v)+ 8(r, v).

Das Lemma 17 von Valiron-Mohon’ko liefert

P,
grad—Q— = gradQ < 4g(m—1)

und die Ricktransformation » = 1/(w—a) fithrt zu den behaupteten
Abschitzungen (39). m

Bemerkung. Im Falle der Differentialgleichung (2) von Yosida
ist j = 1 und », = ». Wir kénnen dann etwas besser abschatzen:

#w(x—p) < n(z—1)
und es folgt
q < 2n(m-—1).

3.4. Wir behandeln jetzt Differentialgleichungen von der spezielleren
Form

q+d+k q .
(40) D a@wre (@) (wyr = 3! a;(2)w) /(3] bs(2)yw')
2el 1=0 =0

mit 1<k< 4—d, ay, 4,;(2) # 0 und by(2) # 0. Dabei ist 4 der Grad der
linken Seite in (40). Uns interessiert zuerst die Werteverteilung der Stel-
lensorte oo bei zuldssigen algebroiden Losungen w(z).

SATZ 20. Eine zuldissige algebroide Losung w(z) von (40) mimmi den
Wert oo ohne Defekt an,

(41) 8( 00, w) = 0.
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Weiter gilt fiir den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit der Stellensorte
oo die Abschdatzung

(42) 0(w,w)<@(m,w)<1—l‘—.
mg
Beweis. Zum Beweis von (41) multiplizieren wir den Nenner in
(40) nach links. Dann haben wir links den Grad g + d und rechts den gré8eren
Grad q+d+ k. Wir konnen das Lemma von Clunie (siehe dazu 2. in §.1)
anwenden und folgern

m(r, w) = 8(r, w).

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung (41).

Aussagen iiber den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit bei
oo erhalten wir wieder durch einen Polstellenvergleich. Es sei z, eine
Polstelle von w(z) von der Ordnung »,. Wir haben bei 2, die Entwicklungen

w(z) = a(z—2,) "1+ ..)), 1< », 1<% m,

w'(2) = “(“ %) (2—20) Ot (L 4 L),

w'(2) =a (2—zo) 0t ), usw.

¥o(¥o+ %)

2
Nun denken wir uns den Nenner rechts in (40) wieder nach links multipli-
ziert. Die linke Seite hat dann einen Pol der Ordnung

g
¥ < @vo+max (veng+ ... +(v0+rx)n,)+m(2 v4+2 v}'),
Ael Ael $=0
dabei sind die v, bzw. »; die Polstellenordnungen der Koefficienten c,(z)
bzw. b;(2) bei 2,. Bs sei (ng, ..., n;) eine Indexkombination links, die das
Maximum realisiert. Es gilt dann

q
(43) Y Qo+t + oen (Vo rR)N) -]-m(zl1 v, Zv;').
el t=0
Mit Hilfe der rechten Seite crhalten wir eine Abschdtzung nach unten.
Es gilt wegen (32)
a+d+k g+d+k
v2(g+d+l)n—C( Y %+ D w)
$=0 i=0
g+d+k a+d+k

> o+ kvg+vo(ng + ... +'”':)_C(Z ”;+ 2 /";)

=0 f=0

mit einer Konstanten C > 0; dabei sind die »; bzw. u; die Polstellen- bzw.
Nullstellenordnungen der Koeffizienten a;(z) bei z,. Aus (43) und (44)
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folgt
xq g+d+k g+d+k
w2 o[ Sur S+ S i 3T )
ael $=0 =0 &

mit einer Konstanten D > 0. Wir beachten » < m und erhalten #hnlich
wie beim Beweis des Satzes 10 die Behauptung (42). m

5.5. Zum SchluB beschiftigen wir uns mit allgemeinen algebraischen
Differentialgleichungen von der Form (4). Uns interessiert die Werte-
verteilung der endlichen Stellensorten e bei zulissigen algebroiden Lé-
sungen w(z2). Es wird dabei noch vorausgesetzt, dal links in (4) keine
alleinstehenden w-Potenzen auftreten.

Substitution w = a+1/v» und Multiplikation mit »“ fiihrt (4) tber
in
(@o(2) + @y (2) + ... +aPa,(2)) "+ ... +a,(2)

(Bo(2) +aby(2) + ... +a%b,(2)}v?+ ... +b,(2)

Falls der Koeffizient bei ¥2*“ nicht identisch verschwindet, dann haben

wir eine Differentialgleichung in v von der Form (40) mit % > min(n, +
Ael
+...+mn,) fir a #0 und k> mm(no+ . +mn,) fir ¢ =0. Es folgt

(d4hnlich wie die Sdtze 13 und 14 1n 4 4)

SATz 21. Ser w(2) eine zulissige m-deutige algebroide Ldasung der
Differentialgleichung (4) und a eine endliche Stellensorte mit

(46) ag(2) +aay(2z) + ... +a”a,(2) 0.
Dann gilt
d(a,w) = 0.

Fiir den Verzweigungsindex und die Verzweigtheit einer Stellensorte a mit
der Eigenschaft (45) gelten die Abschdtzungen

min(n,+ ... +n,)
mg

Ha, w) < O(e, w) <1-—

fiir a #0und

40, w) < O(0, w) <1-— mm(”o';g--o +n)

Bemerkung. Man kénnte Satz 21 wieder durch dhnliche Betrach-
tungen wie in 4.5. erginzen.
BEIsPIELE. 1. Fiir die Besselfunktion J,(z) mit rationalem » = j/m
gilt nach Satz 21
b(a,w) =0
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far alle a £ 0 und
Ma, w) < O(a,w) <1-1/2m
fiir alle «.
2. Bei der Differentialgleichung (2) von Yosida gilt {iir zulédssige
m-deutige algebroide Liosungen w(2) nach Satz 21

Ha, w) < O(a,w)<1-1/m
fiir alle a.

Nachtrag zu der Korrektur. Nachdem dieser Arbeit cingercicht
wurde, haben einige Arbeiten mit teilweise dhnlichen Betrachtungen
erschienen. Man sollte hier besonders die folgenden Arbeiten erwahnen:
[a] N. Steinmetz, Dissertation (Karlsruhe 1978).

[b] N. Stecinmetz, Math. Ann. 244 (1979), S. 263-274.
[e] 8. Strelitz, Proc. Amer. Math. Soc. 65 (1977), p. 255-261.

Dic Arbeiten von Herrn Steinmetz enthalten (z. T. partielle) Verbes-
serungen einiger unserer Resultate (Siatze 5, 10, 14 und 15). Die Arbeit
von Herrn Strelitz enthilt wesentlich unser Satz 5 im Falle der Polynom-
koeffizienten.
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