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Les axiomes de la géométrie euclidienne, affine ou projective sont
d’habitude partagés en quelques classes. L’appartenance des axiomes
aux classes particuliéres dépend des notions qui y figurent ([3], p. 281, 300).

Dans ce travail nous considérons la classe des axiomes d’ordre. Cette
classe est basée en géométrie affine (et euclidienne) sur la notion primi-
tive: ,,un point est situé entre deux autres points”. En géométrie pro-
jective la classe des axiomes d’ordre est basée sur une autre notion primi-
tive, la relation & quatre arguments: ,,deux couples de points se séparent”.

Dans nos considérations nous nous bornerons 4 étudier la géométrie pro-
jective, car en y fixant certains éléments ,,a I’infini”” on obtient la géomé-
trie affine et on peut aisément déterminer la relation ,,étre situé entre”,
4 partir de la notion de séparation des couples.

En géométrie projective la notion primitive de séparation détermine
directement 1’ordre des points situés sur une droite, c’est-a-dire I’ordre
linéaire des points. D’une maniere indirecte cette notion détermine aussi
Tordre des points dans l’espace projectif de dimension arbitraire ([3],
p. 311). On peut se poser la question suivante: Dans le cas de ’espace
de dimension supérieure a 1, cette facon de déterminer 1’ordre est-elle
naturelle?

Dans le travail on va montrer comment il est possible, en géométrie
projective de dimension n, de déterminer une nouvelle notion décrivant
d’une facon plus convenable ,,I’ordre’’ des points dans un plan & k¥ dimen-
sions. On va démontrer que ’ordre des points dans un plan 4 k¥ dimensions
déterminé par cette notion, aura des propriétés analogues & celles de
Pordre linéaire {(déterminé par la séparation des couples) (1).

En géométrie projective de dimension n, les principales notions
primitives sont celles des variétés linéaires (ou simplement variétés) de
différentes dimensions. La dimension d’une variété est un nombre entier k&
vérifiant D'inégalité: —1 < k < n. Parmi les variétés on peut distinguer,

(!) Les résultats principaux de ce travail ont été publiés dans [1].
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suivant leurs dimensions, certaines classes particuliéres, & savoir: la
variété nulle si k = —1, les points si k = 0, les droites si ¥ = 1, les plans
de dimensions % si 2 <Ak <m—1, les hyperplans si ¥ = n—1 et enfin
Pespace si k = n.

Les variétés de dimension %k seront désignées par des minuscules
latines avec un indice & suscrit (égal a leur dimension) et différents indices
souscrits (pour les variétés distinctes). La dimension d’une variété quel-
conque x sera désignée par d(x).

Les deux relations primitives de la géométrie projective sont l’inei-
dence et la séparation des couples. La premiére est notée ici: a* < * et
elle s’énonce: ,,la variété a* est contenue dans la variété b'”. La seconde,
notée (a, b°)|(c°, d°), s’énonce: ,les couples (a°, b°) et (¢°, d°) se séparent”.

Il est bien connu ([2], p. 249) que ’ensemble des variétés linéaires
est ordonné par la relation d’incidence (<) et que, ayant déterminé Dinter-
section: a* ~ b' et Punion a* U b des variétés ([2], p. 20-24), on obtient
un treillis. Les variétés satisfont donc a tous les théorémes de la théorie
des treillis. Elles satisfont encore & certains théorémes supplémentaires:
les théorémes caractéristiques pour le treillis géométrique projectif de
dimension # ([2], p. 255, 282). Citons les suivants, qui seront utiles dans
nos considérations ultérieures:

1. 8i & < ¥, d(a®) < d(b’);

2. 8i aF < b et si d(a¥) = d(b), a* =0

3. d(a* v b’)+d(a A b —d(a F)+d@®") ([2], p. 283, théoréme 1);

1. Pour tout a* on a: o' < a* < a™

En vertu de ces théorémes on peut démontrer (en s’appuyant sur
les axiomes de la théorie des treillis) tous les axiomes d’incidence classiques
de la géométrie projective de dimension » (2). Pour déterminer la relation
de séparation il faut y ajouter une deuxiéme classe d’axiomes, celle des
axiomes d’ordre. Les principaux théorémes résultant de ces axiomes
sont les suivants:

THEOREME 1. Pour quaire points quelconques: a3, ay, a3, aj les 8 con-
ditions suivantes sont équivalentes:

0 0 1] 0 0 0

(a3, ad)|(as, a3) , (a3, ad)|(a3, a3), (a3, al)|(a3,ad), (a3, al)|(al, ad),
0 0 0 0 0 0 0 0 (1]

(as, ag)| (a1, az) , (a3, a4) (a2, a1}, (ag, ag)|(af, a.g) ’ (ag, ag)l(ag, ag) .

THEOREME 2. (h, ay, a3, ay étant quatre poinls quelconques, la con-
dition (aj,, a3,)|(ad,, a7,) n’est remplie que pour 8 permutations: iy, iy, i, iy
des mombres 1, 2, 3, 4 parmi 24 possibles.

THEOREME 3. 8¢ (al,az)l(a;.,a4), les points: ag,ag,ag,aﬂ sont di-
stincts et ils sont situés sur une droite.

() Par exemple les axiomes mentionnés dans [3], p. 408.
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THEOREME 4. Parmi quatre poinls distincts silués sur une droite on
peut toujours trouver deux couples qui se séparent.

La notion de séparation n’étant pas tout a fait commode & généra-
liser, nous la remplacerons par une notion équivalente:

DEFINITION 1. Au lieu de dire que les couples (aj, a3) et (a3, al)
se séparent, on dit aussi que les points a), as, a3, ay forment le cycle a3, a3,
a3, a}, ce qu’on note: {a;, a3, as, ag}’

Par exemple les points a3, as, a3,a; 0 0 0 0
représentés sur la figure 1 satisfont %j f.l‘\i 43 24
4 la condition: (ay, a3)|(a3, a3), donc "
on a {a}, a3, a3, a3}. Fig. 1.

En remplacant dans les théore-
mes 1-4 la notion de séparation par celle de cycle on obtiendra les
quatre théoremes suivants:
THEOREME 1'. 8% {aga a‘ga agy ag}’ on a {agy a'gy ag, ag} et {agy ag, a'g’ a'g}-
Les équivalences suivantes résultent immédiatement de ce théoréme:

o o 0 0, _ 0 0 0 0, _ 0 0 .0 0,__ 0 0 0 0
{a1, az, a3, a5} = {82, a3, a4, a1} = {as, a4, a1, a2} = {ay, ay, a2, as}
__¢0 0 O 0,_ 0 O 0 0,_ 0 0 0 0
= {81, 03, @z, &} = {a3, a2, ay, a,} = {as, @y, a;, a3}
0 0 0 0
= {a1, ay, a3, a:} .
(Le symbole = désigne ’équivalence logique.)
THEOREME 2'. af, a, a3, ai étant quatre points quelconques, la con-
o 0 0 0 . . . o . o .
dition {a;,, a,?,, a;, a;} nest remplie que pour 8 permutations: 4,, iy, g, i,
des nombres 1, 2, 3, 4 parmi 24 possibles.
THEOREME 3'. 8i {a}, a2, a3, a3}, les points: ai, a3, a3, as sont distincts
et ils sont situés sur une droite.
2 1 3 . . . ’ .
THEOREME 4. Pour quatre points distincls situés sur wune droite:
Q (1] 1] 0o - . . . . . . .
a1, a3, a3, a, il existe toujours wune permulation 1., 1,, 1,1, des nombres
1, 2, 3, 4 telle qu'on ait: {a;, ay, a;,, a;,}.

0 En vertu des théoréemes 1! et 2!, il est trés com-

a mode d’interpréter le cycle {ai, a3, a3, a3} par quatre
points rangés successivement sur un cercle de la maniére

0 d a.g représentée sur la figure 2. Cette interprétation permet

de déduire immédiatement quels sont tous les cycles
] équivalents. Il suffit pour cela de décrire le cercle
a3 dans un sens arbitraire en commencant par un point

Fig. 2. quelconque (fig. 2).
a3, a?, a3 étant trois points distincts situés sur une droite, on peut
les transformer par une transformation projective en trois points arbi-
traires distincts et situés sur une droite. En particulier, le systéme a5, a3, a3
peut étre transformé en un systéme af,a},,aj, (ol ¢,%,,1, est une

14>
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permutation arbitraire des nombres 1, 2, 3). C’est pourquoi chaque rela-
tion invariante par rapport aux transformations projectives et vérifiée
par le systéme aj, a2, a3 doit étre en méme temps vérifiée par tous les
autres systémes de la forme a3, ai,, a;,. On en conclut gu’une telle rela-
tion ne peut pas servir & déterminer ’ordre des points sur une droite
dans la géométrie projective. Pour cela il faut introduire une relation
concernant au moins quatre points, par exemple celle de séparation ou
celle de cycle.

Ces considérations peuvent étre généralisées au cas des points situés
dans une variété de dimension arbitraire. Dans ce but on établira la
définition suivante:

DEFINITION 2. On dit que les points ay, a3, a3, ..., a; satisfont @ la
condition C* (et on écrit: C* (a}, a3, ..., af)), si

1°1=>k+1,

2° tous les points a; sont situés dans une variété 4 k dimensions,

3° a}, a3, ..., a3,,, étant k-+1 points distincts parmi les points
al, a3, ..., a; on a toujours d(aj w ay v ... v ay,,) =k (c’est-a-dire k41
points arbitraires parmi les points a; ne sont pas situés dans une variété
de dimension k—1).

Il est bien connu que aj, as, ..., ay., étant k-2 points vérifiant
la condition C* (dans I’espace de dimension # > k), on peut les transformer
par une transformation projective en k+2 points arbitraires vérifiant
la condition C* (3). Par un raisonnement analogue au précédent on en
conclut que pour déterminer ,,l’ordre” des points vérifiant la condition C*
(donc situés dans une variété de dimension k) il faut établir une relation
concernant au moins k-+3 points.

Dans ce travail on définira une telle relation, notée: {aj, a3, ..., ay.s}
et vérifiant quatre théorémes: 1*-4° analogues aux théorémes 1!-41
c’est-a-dire les théorémes suivants:

THEOREME 1. 8% {af, a3, ..., @hi2, ARia}, ON @ {2, A3, ..., Gp 1o, Aryis, a1}
et {a'2'+37 a?u+?.a eecy ag, a'gy atl)}-

TaiOREME 2°. al, a3, ..., af.; étant k-3 points quelconques, la con-
dition {al, @3, ey @iy Qi s West remplie que pour 2(k-+3) permu-
tations: 4y, iy, ..., txro, tkrs des nombres 1,2, ..., k+2,k+3 parmi (k—+3)!
possibles.

TuEOREME 3%. 8i {a}, a3, ..., ah.s, ag.s}, Cfal, ad, ..., ahis, afys).

THEOREME 4°. 87 C""(a‘l', as, vy Anio, @rys), ©l existe toujours wumne
perinulation iy, iy, ..,y ixys, irrs des nombres 1,2, ..., k+2, k+ 3, telle gu’on
ait: {a3,, a5, -, aYray Aoyl

(®) Le nombre & ne peut pas surpasser la dimension de l'espace.
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Il est évident que pour la valeur k =1 les théorémes 1*-4* sont
identiques aux théorémes 11-41, car la condition C*(al, al, a3, al) peut
étre exprimée sous la forme suivante: les points a3, a3, a3, ai sont distincts
et ils sont situés sur une droite.

En vertu des théorémes 1* et 2¥, 1a condition {a}, ..., af.s} est tou-
jours équivalente aux 2(k- 3) conditions de la forme: {a3,, ..., a},.}
(résultant du théoréme 1) et contradictoire a4 toutes
les autres condition de cette forme. Grace a ce fait on
peut interpréter le cycle {a], ..., aj.s} par k-3 points
situés sur un cercle de la facon représentée sur la figure 3.
Cette interprétation (qui est une généralisation de I'in- 0 0
terprétation donnée par la figure 2) permet de con-  Tgez ~---" %4
clure immédiatement quels sont tous les cycles équi- Fig. 3.
valents 4 un cyele donné {af, ..., ag.s}. Il suffit pour
cela de décrire le cercle dans un sens arbitraire en commengant par
un point quelconque.

Dans ’espace projectif de dimension » on peut déterminer n espéces
de cycles: les cycles de 4 points, les cycles de 5 points, ..., les cycles de n +3
points. Or, pour chaque nombre naturel k vérifiant les inégalités 1 < k < =,
on peut définir la notion de cycle de ¥+ 3 points.

Par exemple, dans la géométrie 4 3 dimensions on peut définir les
cycles suivants:

1° le cycle de 4 points situés sur une droite,

2° le cycle de 5 points situés dans un plan (et tels que trois quel-
conques d’entre eux ne soient pas alignés),

3° le cycle de 6 points, tels qu’il n’existe pas parmi eux 4 points
situés dans un plan.

Le principe de dualité, vérifié dans la géométrie projective, permet
de définir les notions duales a celles des cycles de points. Dans ce but
on précisera ici la notion de k-dualité.

Voici les couples de notions que l’on appellera notions k-duales (*)
(k étant un nombre entier vérifiant les inégalités 1 < k < n):

(1)  variété de dimension s—1 et (1) variété de dimension k—s (pour
chaque s vérifiant la condition 0 < s < k),

(2) relation d’incidence: < et (2) relation réciproque: >,

(3) intersection des variétés: ~ et (3) union des variétés: u,

(4) séparation de deux couples de points (situés sur une méme droite) et
(Z) séparation de deux couples de variétés & k— 1 dimensions formant
un faisceau (c’est-a-dire contenant une variété de dimension k¥ —2).

] o

0 0
Trag a;

(*) La dualité classique définie dans [2], p. 282 et dans [3], p. 411-412 n’est qu'un
cas particulier de la k-dualité; ¢’est une n-dualité (ot = désigne la dimension de tout
Pespace).
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Une proposition P est dite k-duale de la proposition P (concernant
les notions de la géométrie projective) si elles remplissent les deux con-
ditions suivantes:

1° toutes les variétés considérées dans la proposition P sont con-
tenues dans une variété de dimension & (c’est-a-dire il existe une variété a*
telle que toutes les variétés considérées a® satisfont a la condition
a~l < a® < ab),

2° on obtient la proposition P en remplagant dans la proposition P
toutes les notions géométriques par les notions k-duales.

Ayant défini une nouvelle notion « de la géométrie projective par
la définition D, vérifiant la condition 1° on peut aussi définir une notion a
dite %k-duale de a. Dans ce but il faut remplacer dans la définition D la
notion a par a et toutes les autres notions géométriques par les notions
k-duales. La définition de a obtenune par ce procédé est k-duale de la
proposition D.

On désignera ici les théorémes et les définitions k-duaux par les
mémes numéros, en distinguant 'un d’eux par une barre (par exemple
théorémes 3 et 3).

A cause de nos habitudes de raisonnement, la notion de cycle de
k -+ 3 points (pour k& > 2) est plus difficile & imaginer que la notion k-duale.
(C’est la raison principale pour laquelle, au lien de définir directement la
notion de cycle de k-3 points et de démontrer les théorémes 1*-4*, on
définira dans ce travail la notion k-duale et on démontrera les théorémes
k-duaux des théorémes 1%-4*. Les propositions k-duales des théorémes
étant, en vertu du principe de dualité, aussi des théorémes de la géométrie
projective, nous prouverons en méme temps les théorémes 1*-4*.

La notion de cycle de k¥ +3 variétés de dimension k—1, k-duale
de celle de eycle de ¥+ 3 points, sera définie par induction.

DEFINITION 3. 1° k = 1. Le cycle {a], a3, a3, a3} a déja été défini
dans la définition 2.

2° Le cycle de k+3 variétés de dimension k¥ —1 étant défini, on
dit que {a}, veey ay..} si lon a:
(1) pour tout i % j: d(al ~al) =k —1,
(2) pour chaque ¢ =1,2,..,k+4:

ko Ry k k kK k& kK
{la; ~ay), (a; A a2), ..., (@5 A G5_1), (@5 A i1q),y ooy (87 N Grpy))

En énongant cette définition on a profité d’une certaine propriété
des cycles. Cette propriété est une sorte d’hérédité consistant en ce que
si les variétés de dimension k& forment un cycle, alors dans chacune d’elles
toutes les auntres forment (en la coupant) le cycle correspondant des
variétés de dimension k¥ —1. Cette propriété est représentée sur la figure 4
au moyen de la méme interprétation graphique que sur les figures 2 et 3.



Une extension de la notion d’ordre linéaive & celle d’ordre de dimension n 217

La figure 5a représente 5 droites: a*, b', ¢!, @', ¢! qui forment le cycle
{at, b*, ct, @', €'} (cela résulte de la définition 3). Les droites représentées
sur la figure 5b et Ge forment aussi le méme cycle. '

k
a, afaak
K k Kk
amf’/e\q\az 4y p/e\aaﬁl af
! \ I’ \
\ /' \ h
\ \
k .k & k /
a£+,WaL_, Zina;., afa*
a k 3 -7

Tig. 4

Il existe une méthode directe permettant de conclure, en connaissant
des positions réciproques des droites, quel est cycle qu’elles forment.
On démontrera plus tard que les droites formant un cycle doivent remplir
la condition 2-duale de la condition C?, d’ont résulte que ces droites par-
tagent le plan projectif (de la maniére représentée sur la figure 3) en 11
domaines, dont 5 sont bornés par trois droites, 5 — par quatre droites

Fig. 5

-

et un seul — par cing droites. Sur la figure 5 ce dernier domaine est
hachuré. La méthode directe pour déterminer le cycle que forment les
droites consiste en ce que la succession des droites dans le cycle est la
méme que celle des droites formant les cotés adjacents du domaine
hachuré.

On peut maintenant poser le probléme sunivant:

PrOBLEME 1. Trouver une méthode géométrique permettant de dédwire
directement de leurs positions réciprogques (c’est-a-dire des formes des do-
maines délimités par ces varibtés dans la variété de dimension k, dans laquelle
elles sont contenues) les cycles que forment k+ 3 variétés a k—1 dimensions.

Il serait intéressant de trouver une méme méthode pour tous les
nombres % vérifiant la condition 2 <k <n—1.

On démontrera maintenant un certain nombre de lemmes qui per-
mettront de prouver les théorémes 1°-4* duaux des théorémes 1% 4%,
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LEMME 1. 8i (af 'vartuauva)<d, on a d@ tAal A
are M as )> L—S

Démonstration parinduction. 1°Pours = 1: d(af ™) = k—1= k—s.
2° Supposons que le lemme soit vrai pour s —1, ¢’est-a-dire qu’on ait:

1) d@ A ~as)=k—(s—1).

Les variétés ai ! étant contenues dans a*, on a [(@i 'n..~atTH o
v a8 < d*, d’ou résulte

2) dl(@ . addT)vd <.
L’égalité
@i A AndlT) Aadd Fal@T A A aT) v alTY
=d(@i ™ A~ aiT) +d(ad )
entraine, en vertu des inégalités (1) et (2), l’inégahte suivante:
Aa " A naT) T k> k= (s—1) +d(a )
=k—(s—1)+(k—1) =2k—s,

d’ou résulte immédiatement que notre lemme est vérifié aussi pour le
nombre s.

LeMME 2. 8¢
(1) d@™ v vai) <k
et
(2) dlai™ A ... ~afil) = —1,
alors pour chaque s =1,2,...,k-+t1 on a
B) d@ ' A..~dT) =Fk—s.
Démonstration. De DI’hypothése (1) résulte D’existence d’une

variété a* contenant toutes les variétés ai ' (pour i=1,2,..,k-1).
Les hypothéses du lemme 1 étant vérifides, nous en concluons que
(4) d@i™ A nat” H>k—s.

Il nous reste maintenant & établir I’inégalité contraire: d(ai™' ~ ...

.~ a¥") <k—s, ou (en remplacant s par k-+1—p) linégalité

(6) d@ A naiiioy) <p-—1.

Nous allons démontrer par induction que cette inégalité cst vraie
pour les valeurs p = 0,1, ..., k (c’est-a-dire pour s =1,2,..,k+1):

1° Pour p =0 on a, en vertu de (2): A A~ afTl) = —1.

2° Supposons que l’inégalité (3) soit vraie pour la valeur p = g¢—1,
c’est-a-dire qu’on ait

6) a7 A Ad A dT o) <(g—1)—1 =g¢—2.
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Toutes les variétés as™* étant contenues dans la variété a onaf(ai™" ...

e O 1—g) Y dht1— -] < ¥, d’out régulte
(1) dlaf™ A A aiiiog) v G-l < k
Légalité

A" A oo~ @310 U G- HA[(@ T A A @RTi—g) A G- -]
=d(ai™ Ao A a1y F AT —g-n)
entraine, en vertu des inégalités (6) et (7), I’'inégalité suivante: k¥ + (¢ —2)
>d(ai ™ A ... ~afi1_g) + (k—1), d’ot résulte immédiatement 1'inégalité (5)
(pour la valeur p = gq).
Ainsi nous avons démontré l’inégalité (5) qui, avec l’inégalité (4),
implique 1’égalité (3).

LEMME 3. Etant données p+1 variétés: ay ™", ..., ak71 (o0 1 < p < k)
vérifiant la condition

1  a@ A & tA A af, ‘A ap+1) =k—p—1,

8t pour chaque permutation: 4y, iy, ..., ip, tpy1 des nombres 1,2, ..., p,p+1
elles satisfont a la condition

(2) d@Aa A ~al ) =k—p,
elles satisfont aussi (pour j; et §, quelconques distincts) a la condition
3) (a7 ~af) =k—2.
Démonstration. Supposons qu’il existe deux variétés, par exemple

~! et @i, ne satisfaisant pas & la condition (3). Formons maintenant
la suite de variétés suivante:

bsl daf

1 = 1 ’
8 df k—l -1
bz =@ az ’
k 1 k—1 k-1
b a0 m a3 9
daf k—1 k—1 k-1
b;ﬂ = 07 m a2 m m ap

Il est évident que
4) W == >0
d’ont résultent les inégalités suivantes:
(3) &, =8,=..=8p.

Le nombre s; est égal & k—1 et s, est égal (d’aprés (2)) & k—p. Si
tous les nombres s, ..., s, étaient différents, on aurait, d’aprées (5):
$=k—1,8=k—2,8,=%k-—3,...,8 = k—p. Mais nous avons suppose
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au début de la démonstration que s, = k—2, donc parmi les nombres s;
il y a au moins deux nombres égaux. Soient s; = s;.;. On en conclut en
vertu de (4) que by = bj%}, c’est-a-dire que

k—1 k—1 k—1 k-1 k—1 k—1 k-1 k-1
a; N Qs M cee M a, = ay N QAo [ IETTIN a) m aj+1 M ee N aj+1 .

Cette égalité entraine Végalité des variétés:

(’\l -1

k-1 k=1
(al N e M Ay ) Ajia N e N ap_,_l

k-1 k—1 k—1 -1
(al M oeee N a,'.,.z) 2 (a,-+g A N a,,+1 ’

d’ou résulte V’égalité des leurs dimensions:

k—1 k-1 k—1 S
Ay~ ~ndi T Ad A~ aT) =d(@T A LA dRTY),

incompatible avec les hypothéses (1) et (2). Notre lemme est ainsi dé-
montré,
LEMME 4. S0
1) daf 7 ~ndi A nah ) =0
et
2) dlagt ' Ad T A AT AdT) = -1
et st pour chague i =1,2, ...,k on a
() dmiinaT)=k-2,

alors

k—1 k-1 k=1
(l(dl v Qs o W Qg v ak+1) =k.

Démonstration. Les conditions (1) et (2) entrainent que
Al ~ndd A AdTH o aﬁli] =d@ T ~Aas T A AT+
+d@) —dAlar T A asT A A al T A al
=0-+(k—1)—(—1)=k.
La condition (3) implique pour cha,que t=1,2,..,k Pégalité

a7t o ab ™) = d(abh) +d(ab ) —d(ahs) na’“ )
=(k—1)+(k—1)—(k—2)=Fk.
Nous avons donc démontré que pour ¢ =1,2,..,k on a

¢ d@iival™) =dlaT ~d T A A aiﬁ“) vainl=k.

Je— L k— .
La condltlon (@ Aak A ~di ) <al ! entraine [(af T Add T AL

cen @™o aH,] < (a¥ ' U ak71), d’on résulte, en vertu de (4), I’égalité
des variétés: (ad A ai tA.AaE ) vatil et ab ' U alil pour tout
i=1,2,...,k Donc toutes les variétés ai* (pour ¢ =1,2,...,k,k+1)
sont contenues dans une variété de dimension %, la variété (@ A ar ™t A

v ~ab7Y U al3t, et notre lemme est démontré.
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Avant d’énoncer les théoréemes qui suivent, il convient de définir
la condition %-duale de la condition C*. Dans ce but nous énoncerons
la condition C* sous la forme suivante:

1> k-1 et il existe des variétés a™* et a” telles que pour tous les points al
on a e <a}<a" et, a),al, .., ai, élant k+1 points distincts parmi
les points a5, as, ..., ay, on a toujours aj o ag, o ... w a5, = a".

En remplacant dans cette proposition les notions géométriques par
les notions k-duales nous obtenons la proposition suivante:

l>k+1 et il existe des 'nam'étés a* et a™" telles que pour toutes les varié-

tsai Tonad =al Tt =a ety akt 0l L, ab) btant K+ 1 variétés di-
stinctes parmi les variétés a *, aé'"l, oy @Y on a toujours ait ~al "t ..

E—1 —1
N Ay, =a .

Done la condition k-duale de C* est

DEFINITION 2. On dit que les variétés aj ',
& la condition C* (et on éerit: C¥(af™, af™?, ..., a ™

aé )y @yt satisfont
)

2 ), si
1°1>k+1,
2° toutes les variétés a' ' sont contenues dans une variété de di-
mension k,
3° af™l alt, ..., ab ! étant k- 1 variétés arbitraires dlstmctes parmi

-1
les variétés ai~ ,aé Y, ar ™t on a toujours d(af ' ~ab A ... ~alll)

= —1 (c’est-a-dire k+1 variétés distinctes arbitraires parmi les variétés
af ne contiennent aucun point commun).

LEMME 5. Le nombre entier p vérifiant les inégalités 0 < p < k, pour
que les variétés
1) et at .., e
satisfassent & la condition C* il faut et il suffit que pour chaque permutation
(2)  dyy 4y ey iy

des nombres 1,2, ...,1, les variétés
1 k=1 k—1 ke
bi' =(a;;, na; n..n a,-,, HA a,pﬂ,

k—1 k—1
(3) bt = (a;, ' ~ag, A ma,-p )na,ﬁz,

k-1 k-1
AN Gy ) A ag

g = (a7
aient la dimension k—p—1 et quelles satisfassent & la condition C*7,
Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que les
variétés (1) satisfassent & la condition 6"', c’est-a-dire que
&) I=k+1,
3G) deftudro.vad) =5,

(6) pour chaque permutation (2) on ait d(afl" ~ af, Ao a,k+l = —1.
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Ayant fixé une permutation (2), nous allons considérer les propriétés
des variétés (3). Quelles que soient k+1 variétés parmi les variétés (1),
elles satisfont toujours (d’aprés (5) et (6)) aux hypothéses du lemme 2.
Donc les variétés bj’ ont toutes la dimension k—(p-+1) et sont contenues
dans la variété af-‘l—l A a:-‘,_l A el A a,, ! de dimension k— p. Leur nombre
l—p vérifie en vertu de (4) l’mégahté l—p > k—p+1. L’intersection
WP AP A A bEPT! pour chaque permutation jy, f, ..., j1-p des
nombres 1,2, ... ,l p est égale a

k-1 k-1 k=1 k—1
[(a;, " ~a;, A.onag ) aiPHl] ~

k— k—1
Al ~na A a,, A a,m] ~ e
—1 k—1
wen (@5 A af Aas ) A “m:,, ,,ﬂ]
k-1 k-1 k—1
= (a.,-l NGy Nl ) A (a,,, g, O a,w A e “’imk_,ﬂ) .

On en conclut d’aprés la condition (6) que d(bf, "™ ~ bf; ™ A ... A b2
= —1, et alors les variétés (3) pour chaque permutation (2) ont la di-
mension k—p —1 et satisfont & la condition C*~°.

La condition est suffisante. Supposons que pour chaque permuta-
tion (2) les variétés (3) aient toutes la dimension k—p—1 et qu’elles
satisfassent a la condition C*”, c¢’est-a-dire que

() si=8=..=8_,=k—p—1,
8 l—p=k—p —1—1
(9) aditubro..obtf) =k—p,
{10) pour chaque permutation j,, j,, ..., ji-, des nombres 1,2, .., l—p

87 &j Sig.-
on a A A A . A bEPN) = —1,

Il s’agit maintenant de démontrer que les variétés (1) satisfont aux
conditions (4), (5) et (6).

La condition (4) résulte immédiatement de la condition (8).

Pour prouver la condition (6) il suffit de remarquer que

k-1 k—1 k-1
a;, NaA, N na,,m

k—1 k
= [(a,,-l NG AN a,p ) ~ a,pﬂ] A [(a YA a,, oA a,p )r'\ a'm-!] .

e M [(a;l s a,'z m ) a,p ) I a’lk+1] = b f\ 2- A e A bkk 5111

d’ou résulte d’apres (10) que la dimension de cette intersection est égale
a —1.

Démontrons maintenant la condition (5). Dans ce but il faut remar-
quer qu’en vertu du lemme 2 les conditions (9), (10) et (7) entrainent
les égalités (B AV3) =k—p—2 et A(bi* ~ b3 A ... AbFED) =0. Ces
deux égalités impliquent d’aprés les définitions (3) les égahtés suivantes:

k-1 k—1 k-1
11) d(a;, ~a;, N ag, na,?“r\a,ﬁ,)—k —p—2
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et
(12) d@ ~a A ~d Ad A Aal ) =0
vérifiées pour chaque permutation (2). De la condition (7) résulte que
pour chaque permutation (2) on a
4.'1((1/,l A af—';" AN a’fp_ ,p“) =k—p—1.
On en conclut en vertu de (11) que, d’apres le lemme 3, quels que soient j,
et j, distinets, on a
(13) d@ ' ~a )y =k—
d’ou résulte 1mmédlatement:
(14) d@'vd™ =k

La condition (6) — déja démontré — et les conditions ( 1") et (13) en-

trainent d’aprés le lemme 4 DVégalité d(af, ' v al ‘v ...uval))=% On

en conclut en vertu de (14) que chague ai ' remplit la condition
'<af ' ualT, dout résulte la condition (3).

TuhorEME 17, Si

k-1 k—1 -1 =1
1)y e a2y .., al-i-"! @13}
alors
k-1 k—1 k-1 k-1 k-1
(2) {az"", a5, ..y @12, axis, a7 )
et
k-1 k-1 k=1 k-1 k-1
3) {@k:3y QGkroy ooy @3 a2 0 ).
Démonstration par induction. 1° Pour £ =1 le théoréme résulte
directement du théoréme 1'.
2° Supposons que le théoréme soit vérifié pour la valeur ¥ —1. Dans
ce cas, la condition (1) impliqua.nt d’aprés la définition 3 les conditions

b—1 k—1

k-1
~ ai3z), (A i)},

-1 e aL_Ln) (ao -1 ) at;;)} )

k—1 k-1
1(a;,J_o m al ) (a]‘+o N Qs ), cesy (aLJ_o m ak+1) (ak+0 m ak.l.g)} ’

k—1
{(ak;g ~na ) (ak-ra ) a) )a vey (@hs3 ™ ak-rl) (ak+3 s akT-)} ’
implique aussi en vertu des hypothéses d’induction, les conditions:
k— k— - - k— k—
{a¥ ™ ~as ™, (aF” lmaf Y, ey (@87 A afly), (a T Aai™hy,

{(aé ' ~ a3 ) (a m a4 )1 teey ( 2‘_1 m ak:—s)) ( - m af—l)} ’
(4) e

{(ai7r~ ad e

v:-

k-1 k-1
ak«w i a» ), ceey (@12 A al. 3) (ak+° na )},

k-1 -1 -1 k-1
ak-hsf\as ),...,(a,‘ 3f‘\ax 0) (aLTaf‘sﬂl )}

*. I-a>-

~
— —

)
{(a'k*ﬂ m a.‘ )7
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et les conditions:

(@™ A a;33), (@ A aiid), e (@i e Y, (af T Al T,
{(a5™" ~ akis), (a2 A agia)y oy (05 A ey ™), (a5 A e T,
(B) e e
{(ax 73 ~ ak33), (@453 A aish), oo, (aks ~ @b 7Y, (ak5h A o)),
I(ak+a a ak+,) (ak+a a ak+1), sy (ak+a ~a3” ) (ak+3 nNa :—1)} .

D’aprés la définition 3 les conditions (4) entrainent (2) et les con-
ditions (5) impliquent (3), et notre théoréme est ainsi démontré.

THEOREME 2°. af™, af™", ..., akl} étant k+3 variétés de dimension
k—1, la condition

k— k-1 k-1 k—1
(1) {aix s Qig g ooy Qi yy atk+a}

n’est remplie que pour 2(k + 3) permulations: i, ig, ..., ix0, ixra des nombres
1,2, ...,k+2,k+3 parmi (k+3)! possibles.

Démonstration par induction. 1° Pour % = 1 le théoréme résulte
directement du théoréme 2.

2° Supposons que le théoreme soit vérifié pour la valeur ¥ —1. Etant
données k-3 variétés vérifiant la condition (1) on peut en extraire les
couples suivants de variétés: (al? ,a,z )y (@7, al™), .., (all), abl)),
(af‘ml, a;,'). Les variétés appartenant 4 un méme couple seront appelées
variétés voisines dans le cycle (1). Il est facile de voir que les variétés
voisines dans un cycle sont aussi voisines dans chaque cycle résultant
de celui-ci en vertu du théoréme 1*. En outre, les 2(k + 3) eycles résultant
d’aprés le théoreme 1* du cyecle (1) sont les seuls qui conservent tous
les couples de variétés voisines. Supposons maintenant que ’on ait
(2)  fa e ...,aﬁzé,a’,:;é}
et que les variétés ar ', as ™', ..., a1}, afi} ne vérifient pas le théoreme 2*.
Done, ces variétés forment (outre les cycles résultant de (2)) au moins
un cycle

k-1 k-1 k-1 k-1,
3) {a, e , 7au+»’act+al

k—1 k-1 k-1
tel que parmiles couples: (a;, ,a,, ) (a a.-, ), ..,(alm,a,m) (at,‘,fs,at,1 )

il y en a un, par exemple: (af-"1 ) a,-2 ), tel que les variétés qui lui appar-
tiennent ne sont pas voisines dans le cycle (2). On a done i,=£4;+1
(mod k+3) et 4, == 4, —1 (mod k 4+ 3). Le nombre £ étant plus grand que

1, il existe parmi les nombres 1,2, ..., ¥ +2, k-3 un nombre j distinct
des nombres: 4,,%,+1,%,—1,4,. Les conditions (2) et (3) impliquent en
vertu de la définition 3 les conditions:

(4) f(a’,“ "“),.-.

k—1 k

-1 k—1 k—1 k~1 -1
(a m au 1) ( j N Gy, ); (a.f m a:l+1)7 seey (ai N Qg } ’

- =1 k-1 —
(3) @i AT, (@ T A ek, e (@ T A ai))
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Chacun des cycles (4) et (5) concerne les mémes k-2 variétés distinctes

de dimension k—

(6) (4~ ai ), (@ A ), (@7 A g, e (0T A afT)

Les variétés: (af ™ ~ al™) et (aj ' ~ al ') sont voisines dans le cycle (3),

‘mais elles ne le sont pab dans le cycle (4), car la variété (a} ~* ~ ai ") différe

des variétés (a; ' ~ a,l_l) et ( A a,lﬂ). Done les variétés (6) ne véri-

fient pas le théoréme 272, contrairement a Phypotheése d’induction. En

supposant notre théoréme faux nous avons obtenu une contradiction..
THEOREME 3%, §i

(1) ;™7 a7, o, 6k, i3

(2) Gk(af_la aé 1, ey a’k+27 akJ-s)

Démonstration par induction. 1° Pour A = 1 le théoréeme résulte
directement du théoréme 3.

2° Supposons que le théoréme soit vérifié pour la valeur Z—1 (ol
%> 2). La conditon (1) implique d’aprés la définition 3 les conditions
suivantes:

k- k— E— k— E—1 k-1
o lAa 1)7 ey (@1 A a‘k+;) (a1 " ~arys)},

(
k - k—1 k—1 k-1 k—1
y (@A), ey (8 A aks), (@7 aks)}

(@ ot ), @ b
k—1y k-1 k- k— k- k-1 k-1
Uaiye ~ &™), (@kis ~ as ), oo, (863 ~ aE5Y), (aE5 A akia)} .

k k— k— k— k—1
{(@k+3 ~ '11 ) (al\-rﬂ ) “ ); vy (@hzs ak+})7 (ak+§ N @pra)y .
On en conclut d’apres ’hypothese d’induction que
k1 k-1 k-1 k—1 k-1 k—1 k-1
C ((a ~ay” ) (@ aa )y ey (@1 A a@rie)y (@ ak+1)) ’

k—1 k— - - k—1 c—1
(@ ~ar ™), (@57 A ag ™), e (@ A ai3E), (e A aTh))

.........................................................

k-1
C¥ (a2 ~ af ™), (@32 A ai7Y), oo,y (@k5d ~ a351), (aiss A akTs))

Ak~ k- :
C 1((ak+a N ), (ak+3 ) a-z 1), e (ak +3 N ak-‘-l) (ak¢s g ak--z))

11 suffit maintenant de s’appuyer sur le lemme 5 (o » = 1) pour en con-
ppuy P P
clure qu’on a (2).
LeMME 6. Si les droites ai, a:, a3, ay, a; satisfont aur irois condi-
tions sutvantes:
~ 1 1 1 1 1

(1) Cﬂ(aly Az, a3, Gy, a3),

1 1 1 1 1 1 1 1
(2) {(az A ay), (a2 A a3)y (@2 ~ ay), (2 N a5)},

1 1 1 1 1 1 1 1
(3) {(as ~ @), (a3 ~ az), (a; ~ a3), (ay ~ a3)],
alors on a

1

) {ai, a3, a3, ai, a3} (cf. la figure 6).
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Démonstration. Il est bien connu qu’étant données quatre droites
vérifiant la condition C?, on peut les transformer par une transformation
projective en quatre droites arbitraires vérifiant la condition C*. L’hypo-

H 1
ajnal ama; ajnal alna) al a;
1 1 1 1
ajnd, aynd, ay a,
7 1 1 1 1
Si (2) et si (3) alors (4)
Fig. 6

thése entraine que les droites ay, a3, a;, a3 satisfont aussi & la condition C°
donc elles peuvent é&tre transformées respectivement en droites ay, az, az, a;°
représentées sur la figure 7a. Les cycles (2) et (3) se composent chacuu
de quatre points. Ces points sont marqués par de petits cercles sur la
figure 7b.

La condition (2) entraine que le point a3 ~ a3 est situé sur la figure 7
4 Dintérieur du segment déterminé par les points a; ~ a; et a3 ~ a;. D’une
fagon analogue, la condition (3) implique que le point a; ~ a3 est situé
A Dlintérieur du segment limité par les points a; ~ a: et a; ~ a;. (Nous

7 7

)

Fig. 7

avons représenté ces deux segments par de gros traits sur la figure 7b.)
Considérons maintenant le triangle de c6tés ai, a3, a;. La droite a3, pas-
sant par les points a3 ~ a3 et a; ~ a3, coupe deux cotés de ce triangle,
donc elle ne peut pas couper le troisiéme, d’oul résulte que le point a; ~ a3
est extérieur au segment ai ~ a;, a; ~ a;. On en conclut d’apres la figure 7
que

(B)  Um @), (6~ ), (@~ ay), (4~ e
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Posons maintenant: b = a3, by = ai, by = a3, by = ay, by = a:. Les con-
ditions (3) et (3) prendront la forme

{(b2 ~ BY), (B2 ~ B3), (B: ~ B3), (B2 A b)}
et

{(b3 A B1), (b5~ B2), (Ba ~ Ba), (B) - B)}
D’aprés nos résultats précédents ces deux conditions impliquent

{(bi m b'.l’.)y (bi N bla)y (b} m b1)7 (b} ~ b;)} ’
c’est-a-dire:

(6) {(as ~ m), (a3 ~ @2), (a3 ~ ay), (a5 ~ a3)} .
D’une facon analogue, on peut aussi démontrer
() {(an~ 8), (63 ~ @), (a5 ~ a@3), (a5 ~ a))} .

D’aprés la définition 3 les conditions (2), (3), (3), (6), (7) impliquent la
condition (4).

Aot a*!
i 2
k-1 k-1 k-1 _k-1 i1 k-1 Y k-1 k-1 k-1 k-1
aZ"afp/‘\gZ"aJ ajny p/e\;J"as arfo\;a
/ \ ¢ \ / \
[] 1 ] 1 i )
\ ] \ ) \ h
A ’ \ / \ /
k-1 k-1 k1 _k-1 k-1_ k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
a; "aﬁ}\-@/daz" @y @inaj,y U‘-‘J" ajy @y b\o/gaj-f
k-1 _ k-1 k-1
a 2N a J aJ
St (2) et si (3) . alors (4)
Fig. 8

LEMME 7. Si les variétés ai ", a5

aux trois condilions suivantes:

~k; k-1 k—1 A—1 k—
(1) C(ay "y a2y ooy Qaay Bievs)

) ey Grsy Gkgs (0% Kk > 2) satisfont

k- k— k- k—1 k-1 k— k-1 k—
(2) {(as YA a; 1)’ (a= YA as ), ..., (@~ al.:—:;)) (az " ak+:15)} ’

(3) U ~dTY), e (@ A A, (67T A a5, ey (@ TN A afTe))
(o §j #1,2,3),

alors on a

(4)  {a ', a7, ..., aiiy, aiaa)} (cf. la figure 8).

Démonstration par induction. 1° Pour k¥ = 2 le lemme résulte
du lemme 6: directement dans le cas o j = 4, ou aprés un changement
d’indices, dans le cas j = 5.

2° Supposons que le lemme soit vérifié pour la valeur k—1 > 2.
Afin de démontrer qu’il I’est aussi pour la valeur k, il suffit (d’aprés la

Annales Polonici Mathematici XIV 15
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définition 3) de démontrer que les conditions (1), (2), (3) entrainent pour
chaque valeur i =1,2,3,..,7, .., Kk+3 la condition:

k—1

- k—] k-1 k-1 k-1 h—
(U) {(a’i )7 sery (a [ a’l 1) (a N Bic1)y oony (a m ak+:li)}-

Nous pa.rtagerons la démonstration en six parties suivant la valeur
du nombre i. Voici les différents cas:

ii=l| | 3|3<4<ylz—7|1<z k+3
e [ e ] 5 [ 2] o

1. 1 = 2. La condition (5) est identique a (2).

2. ¢ = j. La condition (5) est identique & (3).

3. j<i<k+3. Dans ce cas la condition (2) entraine en vertu de
la définition 3 qu’on a:

valeur de i: |
cas numéro: '

U AaTY) A (@ A at T (e "“na%‘“)n(a;“‘naé'“n,...
vy (@ A aF ) A (a7 A af D, [(af

T Aan)L (@ A af ) A (e A e,

N ai‘cpl) s (a A a¢+1 )] y oo
veesy [(a5™ ~ a¥ ™) A (ad™
d’out résulte

6) (@B 'Ad T A~d), @ AaE T A dE Y, (@ A db T A e,

(@t Aaf Ak, o, @ A al T A aT), (@S A af T A aiss)) .
D’une facon analogue la condition (3) entraine:

(1) (@ Aab ™ ~af™), .. ,(a’-" AT Aai ), (@ A afT A A, .

@ AT A dk ), (@ AT A, ey (@ T A al T A TR

Posons maintenant:
k—1

b t=a A a pour 1 vérifiant les inégalités 1 <1< i—1,
b2 —a¥ ' A a7 pour I vérifiant les inégalités ¢ <1< k+2.
Les conditions (6) et (7) prendront les formes suivantes:
(B A0, (B A BT,
oy (BETF A BETE), (057 A BETY), e, (BT A BRTR), (0277 A BEED))

et
(52 A ™), o, 0 A B, (0% A bf";fn
vy (BFT2ADETY), (B2 A BT, o, (BF TR A DR} -

Les variétés b5, 52, .., bii: satisfaisant (d’aprés le lemme 3)
3 la condition C*7%, et les nombres %k et j vérifiant les inégalités: k—1 > 2,
j #1,2,3, nous en concluons en vertu de l’hy‘pothese d’induction que
ces variétés forment le eycle {bf %, 0377, ..., b3}, clest-a-dire la condi-
tion (5) est vdérifice.
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4. i = 3. Dans ce cas il faut démontrer que les conditions (1), (2), (3)
impliquent
- o . . k— k— . o
8) (a5 rar ), (@ ~az ), (a5~ e, e (a8 A~ ak))

Remarquons d’abord qu’on a déja démontré (cas no 3) que les condi-
tions (1), (2) et (3) entrainent toujours

(9)  {(@k%s ~at ™), (a5 ~ a3 ), e, (ahT5 A ai0))

Posons maintenant: b =a(¢:§)+(k+3) (si 1<1<2) et bF ' =af (si
3 <1< k+3) (%). Les conditions (9) et (2) prendront les formes suivantes:
(B A BT, ey (BT A BEED), (5T A BETY)

et
B A b, (00 A BT, e, (B0 A bR, (007 A BT, (T A BT

Le cas no 3 étant déja démontré, nous en concluons que
B A b ™), (5 AT, (5 A BT, (05T A BT, (05T A BT,

ey (0570 A BRT))
c'est-a-dire les variétés aj * forment le cycle (8).

5.3 <1< j Pour ramener ce cas a celui du no 3 il suffit de remplacer
es symboles: a; ', ai ', af 7, aki}, abil, ..., a¥7, af 7 respectivement par

b,
bk¢3 b1 b2 b5 ! b.?
1} . \ ]
. A\ y b \ v b
a,,, G2 s 4 3 G, %3 q 2
. . a . * a
° f = b4 hd z b’
a‘a N b5 a4 bko!
. _ a;
. a4 > b ) J a5 s
. b b
. . () * . k+2
. L ° L) . L ai .
. ” L]
* . * bl.’ ¢
Fig. 9 Fig. 10
les symboles: 557, b571, b5 bE7, b5, ., bR, bELL (cf. la figure 10,

dont le sens est le méme que celui de la flgnre 9). Apreés ce changement
la variété af ' sera remplacée par b5 (oi1 j’ est un nombre naturel distinet

(®) Ces identités sont représentées sur la figure 9. Les variétés sont ordonnées
dans cette figure suivant leurs indices, et non pas suivant leur succession dans le cycle
qu'elles forment. La méme remarque concerne les figures: 10, 14, 15, 16, 17 et 18.

15%
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des nombres 1, 2, 3), a2~ par b5 " et af ™" par b (ou i’ vérifie les inégalités
j’ < i <k+3). On en conclut, en s’appuyant sur les résultats obtenus
dans le cas no 3, que

{BE T A By ey (BT A BEDY), (b“‘nb";‘l,.. (57 A b))

d’oll résulte que dans notre cas les variétés: ai ', ar ', ..., ai ' satisfont

aussi 3 la condition (5).

6. ¢ = 1. Pour démontrer la condition (5) dans ce cas il suffit d’effec-
tuer le méme changement de notation que dans le cas précédent et de
s’appuyer ensuite sur les résultats obtenus dans le cas du no 4, déja
démontré.

LEMME 8. Si
1) {(as 7 ~ai™), (@ ~asTY), e (a2 A akin))  (od k> 2)

et st les variétés

(2) (a5 Aar ), (e AaaT), (@ ~alTY), e (a3 A alhd)

forment un’ cycle, alors elles forment Uun des cycles suivants:
3) (@ na T, (@ A ad T, (a5 s e, e (a7 A a3
(4)  {(as™" ~aiT), (ag ma4 Dy s (@7 A @), (@ ~ ez,
(ag'f_1 ~ afﬂ), ey (aa A ak+3)} (0% § est un nombre entier vérifiant
les inégalités 4 <j < k+2),
(3) {a '~ ), (e A el (@7 A aT), (65T~
(Cf. la figure 11).

..1 .- k=1 k-1 k-1 _ k-1 k-1 _ k=%

a;na, aana, okt ajna,
ala* kgt asa;
-y - ) ket ket ket k-1 ket ket kel umamam
u;',!a:.;ma;,«'a:’ ﬂ;'}'a:.amﬂ_, nly 3004y “J"a4 @303 37
a,"'n'a_, r a; Iak-
et k1
a,na,
st (1) , dors (3) ou ) ou (3)
Fig. 11

Démonstration. Pour £ = 2 le lemme est évident, car en vertu
des théorémes 1! et 2!, les conditions (3), (4) et (5) épuisent tous les cas
possibles de cycles formés par les variétés (2).

Pour k > 2 la condition (1) entraine, selon la définition 3:

" ~nas™Y) ~ (a5 A~ af )],
k

(e ~nad ™A@ Aad™)], e (@ A ad ™) A (@7 A~ a3
d’ou résulte
a5 ~nad™) A (e ~ai™h)],
k-1

(a5 ~ a7y (@5 el )], e (e A ™) o (as™ o ais)l) -
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Cette derniére condition implique en vertu de la définition 3 et des
théorémes 1°7% et 2%, que le cycle formé par les variétés (2) doit avoir
I'une des formes (3), (4) ou (3).

LEMME 9. 8i pour k> 2 on a

1) (@A), (@ A asTh, e (@ A )}

2) (@ Aaa™), @ Ad™, (@ A D),

et si CHai™", ..., aky3) et les variétés
k—1 k-1 k—1 k—1 k-1 k-1 k-1 k—1
3) (a5 na )y(a3 na: ),(a3  ~ag ),y (as ~ars

forment un cycle, alors ce cycle doit avoir Pune des deux formes suivantes:

4 (a3 Aai ), @ AT, (e A e, (@ A ek}
ou

(3) {(@ e ), (@ el T, (@ AT, (8T A alTR))
(Cf. la figure 12).

Démonstration. La condition (1) entraine en vertu du lemme 8
que les variétés (3) forment I'un des cycles représentés sur la figure 13a.
D’une facon analogue la condition (2) implique que ces variétés forment

afAal”’ ajal’
k-1 _k-1 k f k 1 k 1 k— = -~ =
a:"azm a;n'a;" azn ’a',‘m a;n'a;‘
k-1 k-1 k-1 n-t k-l k-1 -1 k-1 k-1 -1 k-1 =
afiayi? ajiay! aghalls, a;na'j afak?} ayAay’ allal, a:'n'a:"
Si (1) ét si (2) , aors (4) ou (5)
Fig. 12

Pun des cycles représentés sur la figure 13b. En comparant ces deux
figures on conclut que d’aprés les théorémes 17! et 2*7': si k> 2, les
cycles (3) remplissent ’'une des conditions (4) ou (5).

Dans le cas k = 2, en plus des cycles (4) et (5) il y a encore un cyele
représenté en méme temps sur les figures 13a et 13b; c’est le cycle

(6) {(a; e a})y (a'.]i N a:); (adll e a;)’ (a':li N ag)} .

Nous démontrerons que cette condition méne & une contradiction. Pour
le prouver changeons la notation en remplacant a;, a3, a3, a;, a; Tespecti-
vement par bz, b, by, b;, b1.

Aprés ce changement, les conditions (1) et (6) prendront les formes

{(B2 ~ by), (b3 ~ b)), (b2 ~ b3), (B ~ bY)}
et

{(bs n B2), (B3 ~ ba), (b ~ B3), (B ~ 1Y)},



232

d’ou

résulte en vertu du lemme 6:
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1 1 1 1 1
{bl)b21 39 bh 5}7

c’est-a-dire

{ai, @, aj, 03, az}. Mais cette derniére condition implique selon la défi-

~nition 3, la condition

{(a2 ~ 4), (a2 ~ @), (a2 ~ a1), (63 ~ @)}

qui d’apreés les théoréemes 1! et 2! est en contradiction avec ’hypotheése (2).

a;jAay’
afdak
1 k-1 k-1 k-1
a‘gﬁa‘.¢3 . ] djna‘,
N i
N -
k-1 _ k-1
0.3/1 a,
ajaal’
a1 k-1 k-1_k-1
a:ﬂa‘.’a \ / a3na4
\\ //

THEOREME 4°, Si

k-1 k-1

a_,na7

k-t k-Im K1kt
A3nlyy3 Ja3nay

\

k-7 _ k-1 k-1 k-1
aanaj*1wa3/|aj

‘I)‘ ak(a’{;_li a§_17 b a’;ﬁ:‘;) ?

il existe toujours une permulalion iy, iy, ..., 4545 des nombres 1,2, ..., k+3,

telle qu’on ait

k—1 k—1 k—1
‘2) {a‘il b ai.z bR aik+;

).

k-1 _ k-1
agiay
ajAal’

k-1 _k-1 k-1 _ k-1
asna,“s 8 ; a3n44
\ /

\\-’/
k-1 _ k-1
113 na,
aay
k-1_k-1 k-1_ k-7
a3"ak¢3 \ ) aj"a4
AN p

—r'.

Démonstration par induction. 1° Pour k¥ = 1 le théoréme résulte
directement du théoréme 4!.
2° Supposons que le théoreme soit vérifié pour la valeur ¥ —1 (ol
k > 2). La condition (1) entraine. en vertu du lemme 5, que pour chaque

1=1,2,..,k+3 on a

3) G '(afF ' ~af ™), ..., (aF T A dly, (aF

et que chaque variété af '

on met =2, on obtiendra C*[(a;™" &™), (

k—1
N @igr)y ey (@5

k- h—
A ak+213)]

~ af™" (olL i §) a la dimension k —2. Si dans (3)

k—

Tt Aay Y, e, (@ A

~ af13)], ot en vertu de I’hypothése d’induction résulte qu’il existe
une permutation j,, j,, ..., jx+= des nombres: 1,3,4, ..., k+3, telle que

i) et P ~alh, (ab”

k-1 k-1 k—1
A Gy )y ey (@ A @G,))
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D’une facon analogue, en mettant dans (3): ¢ = j,, on conclura que
les variétés
= k— k— k- k- k— k— k— k—
(3) (aj, YA az 1)’ (aj, YA a;, 1)7 (@), YA iy 1)7 ey (@, ' a’iu:
forment un cycle. D’aprés le lemme 8 ce cycle doit étre 1'un des cycles
suivants:

k—1 k—1 k-1 k-1 k—1 k-1 k-1 k—1
(6) {(ajz N aj, )7 (aj'z N A )’ (a’jz N Gy, 9 o0y (a‘jz D Qjpa) s

(0 (@ ~ag ), (a5 ~ai),
’ (a';'cz—l m a?:b’ (a?z—l mn a"f—l)? (aﬁ_l m a;f‘—l)’ vty (a’ifz o a7k+z)}
{ou s vérifie les inéga,lités~ 4 <s<k+2),
(8) (o, " ~a ), (a5 e )y e (a7 A ), (a5 A ez
Considérons séparément ces frois possibilités: .

1. Si les variétés (5) forment le cycle (7), nous remplacerons les
symboles a’™ par les symboles b ' de la maniére représentée sur la
figure 14. Dans ce cas les conditions (4) et (7) prendront les formes

9) {5 ABE™, (W5 A BT, ...

. ooy (B5TH A BET), (0570 A B, ey (027 A BRER))
e
L10) (2T A BT, (BT A BT, ey (B2 A BETS)]
ol s est un nombre entier vérifiant les inegahses 4 < s << k-L2. Les con-
ditions (1), (9) et (10) impliquent en vertu du lemme 7 que les variétés bt
forment un cycle, d’olt résulte la conclusion de notre théoréeme.

b b
bkrs "' b, Besz ka3 b,
. L\ Vi . I\ ] y
Ji qj’ a; s ba a % a./ bZ
. o Yhke2 J2 g . o Jkez Jy a z
. 3 * 72 b
. 4 = ~3
g
. R . . . 3
* . .
L 4 ° » .
. . * ’ . N
a. a. ¢
. S 0y sy L
7y 3 * .
b .
S+ [?9 S-1 . .
Fig. 14 Fig. 15

2. Si les variétés (3) forment le cycle (8), il suffit de remplacer les

symboles af ™' par les symboles b} ' de la manidre représentée sur la
figure 15. Dans ce cas le cycle (8) prend la forme (10), et le cycle (4) la
forme suivante:

{(0%55 ~ B, (BiTs A 0570, ey (BETS - BED))
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Done, d’aprés le lemme 7, les variétés b; ' forment un cycle et la con-
clusion de notre théoréme est vérifiée.

3. Si les variétés (5) forment le cycle (6), nous remplagons les sym-
boles ¥~ par les symboles b~ comme le montre la figure 16 et les con-
ditions (6) et (4) prennent respectivement les formes (10) et

(11)  {BT A b ), (BT A BT ey (7 A BETS)}
La condition (3) pour la valeur ¢ = j, prend la forme
C B ABT), (5 A BT, (B8 A D™, ey (0570 A BRI .
On en conclut, selon ’hypothése d’induction, que les variétés
(12) B AT, BT A BT, (05T A BT, ey (057 A bETS)
forment un cycle. Les hypothéses du lemme 9 étant vérifiées, le cycle
formé par les variétés (12) doit étre V’un des deux cyecles suivants:
(13) {7 AT, (BT A BT, (BT A BT, ey (03T A BRT))
ou
(14) {57 A b, (BT A BT, (B3 A BT, ey (B3 A DR} -

3.1. Si les variétés (12) forment le cycle (13), nous remplagons les
symboles b¥~! par les symboles ¢/~ de la maniére représentée sur la
figure 17. Dans ce cas on voit bien que les conditions (11) et (13) ne sont

Dkfa b1 c Cz c
k"\\z i\ I b, f\\ il P 3 c
a; y *
* o @ 7 b, 4
aJk.2 g, by . Beus b, 4
z . by c
. . Ly . 5° 5
- ¢ . . - [
. L d
L]
Fig. 16 Fig. 17

autres que les hypotheses du lemme 7, d’ol résulte la conclusion de notre
théoréme.

3.2. Si les variétés (12) forment le cycle (14), il suffit de remplacer
les symboles b¥~! par les symboles ¢; ' (la figure 18) pour vérifier que les
conditions (14) et (10) se ramenent aussi aux hypothéses du lemme 7,
d’ou résulte la conclusion du théoréme.
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Notre démonstration est ainsi terminée.
Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 5. Soient

k-1 k-1 k-1
(1) A1y 02y oeeey Opgg
les variétés vérifiant la condition CF.
G

Il
/4 C
B3 b, 3

Ces3
. A\
th

Fig. 18

Pour quatre nombres entiers arbitraires: p, q,7r, 8, vérifiant les iné-
galités
(2 1<p<qg<r<s<k+3
et pour j = p,q,r,s, nous mettons
B) V=dtAnAdlAadlinndlnaidA

wen @A A Ad T A A AdE T AT,

Pour que les variétés (1) forment le cycle
(4)  {ai T & ., 6k,
il faut et il suffit que, quels que soient les nombres entiers p, q, r, s vérifiant
la condition (2), on ait
(6) (b3, by, by, by} (cf. la figure 19).

Démonstration par induction. 1° Il est évident que pour t =1
les conditions (4) et (5) sont identiques.

2° Supposons que le théoréme soit vérifié pour la valeur ¥ —1 > 1.
Mettons pour ¢ # j

k—2 k-1 k-1
(6) C;; =0 G .

() La dimension 0 de la variété b; résulte du lemme 5.
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Il est facile de vérifier que si p, ¢,7,8 # 1 (et si (2)), les conditions (3)
et (6) entrainent ’égalité

0 k—2 k—2 k-2 k—2 k-2
(7) bj = €4, N Cip1 N Cipr1 N e N CGig1 N Cigiy M oees

k—2 k—2 k—2 A—2 k-2 k—2
e N Cir1 N 01,r+1 N e N Cig1 N Ciar1 N eeo N Cipys N Cij

-ou le second indice est toujours distinet de i.
Cette derniére égalité implique d’aprés I’hypothése d’induction que
la condition

k—2 k—2
(8) {011 g ee0y Gii—1y cz t-*17 evey ci.k:-?-}

-est équivalente a la conjonction de toutes les conditions de la forme (5),
ou p, q,r,s sont distinets de ¢ et vérifient les inégalités (2).

a;”’ ,
ak 1m0 e a 0
ae @’ \G\ap bs bP
1 ! |
A / g ba
gk Hgk by s

Fig. 19

D’autre part, la condition (4) est, en vertu de la définition 3, équi-
‘valente a la conjonction de toutes les conditions de la forme (8) ou
1=1,2,..,k+3.

Ces deux équivalences entrainent immédiatement la conclusion de
‘notre théoreme.

Le théoréme 5 établit une condition nécessaire et suffisante pour
que les variétés (1) forment le cycle (4). Ce théoréme peut donc servir
-de nouvelle définition de la notion de cycle (de k + 3 variétés de dimension
k—1). Cette déﬁmtlon n’est pas commode, car les démonstrations des
théorémes 1*-4* faites au moyen d’elle sont plus compliquées que les
-démonstrations données dans notre travail. Cependant, pour définir
la notion k-duale: celle de cycle de % + 3 points (situés dans une variété
-de dimension k), il est plus commode de s’appuyer sur le théoréme 5
que sur la définition 3.

Avant de formuler cette définition, il faudra d’abord préciser la
notion de séparation de deux couples de variétés 4 ¥ —1 dimensions for-
‘mant un faisceau. Cette notion a déji été mentionnée (notion (4), p. 215)
comme la notion k-duale de celle de séparation de deux couples de points.
“Voici sa définition précise:

DEFINITION 4. On dit que les couples de variétés (a; ", as ™)
(aé‘”l,af; 1) se séparent, ou que ces variétés forment le eycle {ai ', a

a3 ,a,4 1, si elles satisfont a,ux conditions suivantes:

_ k- k-1
1°d@ T vadtod T o ai ) =k,
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k-1 k—1 k-1 k—
2° d(a,l N As N ag N Ay 1)=k—2,

3° 51 b < af—l v a.f_l v, a:l,"_l w aﬂf_l et si d(b1 ~at A a~§“ e a;';‘_l ~
k._ . . — -
~ai") = —1, alors les points ai ' A b (i =1,2,3,4) forment le cycle

(@™ ~ b, (@7 A B, (@57~ Y, (a7 A ).

Nous pouvons maintenant formuler la condition %-duale de la con-
dition établie dans le théoréeme 3, c’est-a-dire, définir le cycle de ¥ +3
points.

DEFINITION 5. Soient
(1] (1] (1]
(1) Ayy Oy «coy Ap13

des points vérifiant la condition C*.

Pour quatre nombres entiers arbitraires: p,¢,r,s, vérifiant: les
inégalités

(2) 1<p<g<r<s<k+3
et pour j = p, ¢, r, 8, nous mettons

k—1 0 0 0 0 0
bJ Sl 2O CAPPRI S/ NS AN VNS S AP PPIA N | S B W | D S

0 (1} (1] 0 (0} 0
e Uy Y Bl Y e By Qg v A3\ GG

On it que les points (1) forment le cycle {a}, a3, ..., ar.s} si, quels
que soient les nombres entiers p, ¢, r,s vérifiant la condition (2), on
a 57 BTN b, bETY) (au sens de la définition 4).

En comparant la définition 5 et le théoreme 5 on voit que la notion
définie & ’aide de cette définition est duale de la notion de cycle de k-3
variétés de dimension ¥—1. On en conclut immédiatement que le cycle
de k+3 points déterminé par cette définition vérifie les théorémes 1*- 4*
duaux des théorémes 1°-2*,

Dans ce travail on a défini certaines notions servant a déterminer
I’ordre dans ’espace. On y a démontré que ces notions vérifient des théo-
rémes analogues aux théoréemes concernant les notions classiues. On
peut se demander quelles sont les propriétés de ces nouvelles mnotions
qu’il faut prendre pour axiomes pour pouvoir en déduire toutes les pro-
priétés des notions classiques. Plus précisément, il s’agit du probléme
suivant:

PROBLEME 2. Ayant fizé le nombre k (par ex. k = n = dimension de
Uespace) construire un systéeme d’axiomes concernant la notion de cycle
de k13 points, tel qu'on puisse en déduire (en se basant sur les axiomes
d’incidence) tous les axiomes classiques d’ordre.

La résolution de ce probléme permettrait de remplacer dans la géo-
métrie projective la classe des axiomes d’ordre par des axiomes concer-
nant la notion de cycle de k+3 points (ou par celle de cycle de L =-3
variétés de dimension k—1).
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