ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XIV (1964)

Sur les equations algébriques trinomes
par H. GORECKI et A. TUrRowicz (Krakow)

§ 1. Considérons 1’équation
(1) y=Hx)y=xr"+ar+b=0 (a,b réels, n >3).

Pour déterminer le nombre des racines réelles nous emploierons la. suite
de Sturm, composée de quatre polynémes
(2 \ n—1 n—1 » bt

- n
2 taxtb, wx"ra, ———ar—b, —a—(—1)"" n-1 _a-1"

Les résultats de la discunssion sont contenus dans le tableau suivant:

Nombre des

Degré de
No I éqirat-ion Hypothéses racines
réelles
1. » impair a =0 1
ea<0
2. n impair sty 1)+ 3
b < l/__('"’ i) . a®
n
a<0

3. % impair Ly AP 1
[b] > ‘l/- kY M

n

Ly T
4. . pair b < [l il a®
) n"

3. % pair b >

(2]
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Remarque. Le cas ot (n—1)""a"+n"(—b)""' =0, n'est pas
compris dans le tableau; il y a alors une racine multiple.

Dans la suite de la présente note nous donnerons une formule pour
calculer les racines dans les cas 2 et 4 du tableau.

Nous désignerons par a la racine réelle de I’équation

(2) @)y =nz""+a=0.

Dans le cas 2 I’équation (2) a deux racines réelles, et alors on prend
pour a la valeur positive.

Nous envisagerons la fonction inverse de f(x) dans le cas 2 dans
Pintervalle (—a, a) et dans le cas 4 dans l'intervalle (a, +o0) si a < 0,
éventuellement dans lintervalle (— oo, a) si @ > 0. Ce sera donc toujours
I'intervalle contenant le point x = 0. L’intervalle en question sera dé-
signé par I. La fonction inverse de f(x) dans l'intervalle I sera notée

(3) r=g(y).

Prenons le développement de ¢g(y) en série de Taylor autour du point
y=2b; onagb)=0et

(4) gy = 3D gy

1’intervalle I contient une seule racine de ’équation (1), qu’on peut
calculer en mettant ¥y = 0 dans la formule (4):

(_

(3) = > i “"(b) ;

8

) \Ijg

La convergence de la série (5) sera démontrée dans la suite. La dérivée ()
de la fonction inverse est donnée par la formule (cf. [1]):

6 oy = Y DTz ( ) (V) (L’)

gttt a® T\ e s!

ot ¥y = f*¥(0) et Z, est Vensemble des suites finies de nombres entiers
non négatifs (¢,, 4., ..., ;) satisfaisant aux conditions

9 $
(7) D=1y =8—1, d=s—1— D .
k=2 k=2

Comme y§? — 0 pour tout k > 2 excepté k = n, tous les termes de la

somme (6) seront nuls a ’exception du cas ou

(8) iz = 'ia = aae in—l - ‘i,,,,.;_] T= eee — 0 .
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En raison de (8) les conditions (7) prennent la forme
(9) (n—1)ty =8—1, 4, =8—1—1,.

Le systéeme d’équations (9) admet une solution pour des valeurs con-
venables de s. Soit ¢, = » la solution de (9); alors

(10) s=n—1)»+1, i =(n—-2)r.

En vertu de (10) la formule (6) prend la forme simple

) ¢) = gerep) = L)
v ()™
En substituant (11) dans la formule (5)
(12) T — ‘%(_ 2w +1 (ny)! . pr—Dr+1
1 v=0 ‘V![(’n—])v-{-l]! (y‘:’)n-+1 .

Comme %, = a, on a

00

b n [V 1 b 1\*
13 T = —— —1)" .
(13) ! a,;( ) (v)('n—l)v-}-l(a”)
Nous désignerons
0
(14) 5 =P
_ bn—l
(15) —=4q.
a
Alors
(16) n=- (") 5 e

é(.’r v (n—l)v+1q'

§ 2. Nous démontrerons maintenant la convergence de (16). D’aprés
la formule de Stirling

(17) k! = p2knk’ e * (1 + ay)

olt a;—0 pour k-—>co, on trouve

18 . (_"’T____ " ah
e (1’) ¥V 2wy n—1 (n_l)"—l)( +8.)
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ol f,—~0 pour »—co. En vertu du critére logarithmique de convergence,
la condition suffisante de convergence de la série (16) est

(19) lim sup (In») ™ In [(':”) \g(wy —» + 1)‘1] <-—1.

P00

En raison de (18), cette condition prend la forme

(20) llmbup]—[——ln%:——lnv—l- lnfn——ln(n—l)—-nvlnn—

r—>00

—(n—1)rIn(n—1)+In(1+p4,) ~vIn|g| —1In ((n——l)v+1)]

n
-+-limsup — 2 n—lqt—:l
o Iny  (n—1)"

[ L]

On satisfait & 1'inégalité (20) en supposant que »"jgl/(n—1)""' X1 ol

-1
(21) g <=
n

On voit que dans les cas 2 et 4 du tableau, la condition (21) est évidemment
vérifide.

La condition (21) n’étant pas nécessaire, il est possible que la série (16)
soit convergente dans les cas 1 et 3 du tableau, mais elle diverge dans
ces cas, si |g| est suffisamment grand.

§ 3. Posons

(22) o= (1 =T
n"

Pour ¢ = ¢ ’équation (1) a une racine multiple (ef. la remarque au bas
du tableau). On tire des équations (1) et (2) la valeur de cette racine
n b

n—1 a

Ly = —

et par conséquent

W

(23) Pw=—,"7"

En éliminant des relations (22) et (23) la valeur #, on trouve ’équation
de ,,J’ensemble des points de frontiere” dans le plan (p, q)

Pric—D{(Plp+ . — pal(pak+1
(24) qr = (;1)(7’m DipLy U(?ln'!' 1)p1kﬂu (p1k-+1)
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ou les valeurs de p,; sont données par (23) pour % entiers, » > 2. En vertu
de (16), (22) et (23) on a une identité intéressante, valable pour tout n
entier positif

v\ [(n— 1)"1" 1 on
(26) 2( )[ ](fn—l)w}-l—n—l'

y=0

§ 4. Les résultats de cette note sont une géméralisation du théo-
réme I de notre travail [2]. Ils complétent les résultats de Mellin (cf. [3],
p. 40, formule (13)). L’équation envisagée par Mellin était

(26) Dt —1=0, 1<p<n.
P

La racine était donnée par un développement en série de puissances
de £, convergente pour

(27) It < d

Vo'n—py—
Pour réduire Péquation (1) & la forme (26) il faut mettre

p=1, w=zf/—b.

On a

_ a

= (—Wu :

La condition (27) se réduit &
a'n, n'n,
bﬂv—l (n _ 1 )ﬂ—l
c’est-a-dire
(,n _ 1 )n—l.

(28) g > ——i—— .

En rapprochant cette inégalité de (21), on voit que les conditions de
convergence de la série (16) et de la formule de Mellin sont incompatibles.

§ 5. Le nomogramme donne les graphes des courbes (16) pour les
valeurs n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14, 15, 20, 25, 30, 35 (lignes conti-
nues), et ,,l’ensemble de frontiére” (24) (ligne interrompue). La partie
du nomogramme voisine du point d’intersection des courbes a été agrandie
et placée au bas de la figure. Les graphes permettent de trouver la valeur
d’une racine réelle de 1’équation trinéme, pour les valeurs énumérées
de n. En cotant sur l'ensemble de frontiére les valeurs de =z calculées
moyennant (23), on pourrait facilement trouver la racine pour des autres
valeurs de =.
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Les calculs nécessaires pour la construction du nomogramme ont
été effectués au Centre du Calcul de Cracovie. Nous en remercions le
Directeur, M. T. Kochmanski. Notre reconnaissance va aussi & M. L. Sta-
ront qui a bien voulu soigneusement tracer le nomogramme.
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