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Introduction

0.1, Le probléme de Cauchy pour le systéme d'équations différen-
tielles ordinaires

(0.1) Ty=fut, @y, ..., @) (a<I<d;i=1,..,n)

c’est-a-dire le probléme qui consiste 4 chercher des solutions (?)
= (%), ..., #a(t)) du systdme (0.1) satisfaisant aux conditions initiales

(0.2) ity =7r (a<tH<d; i=1,..,n)

jouit, dans ’hypotheése que les fonctions fi(t, 2, ..., @a) sont suffisamment
réguliéres, de trois propriétés suivantes: 1° la solution cherchée existe,
2° elle est unique, 3° elle dépend de fagon continue des fonctions f; et des
constantes t,, »; intervenant dans les conditions (0.2). Par l'analogie
a la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles on peut
donge dire que pour le systéme (0.1) le probléme de Cauchy est bien posé.

Pour les problémes aux limites généraux la question de l’existence
et de 1'unicité des solutions du sytéme (0.1) est beaucoup plus difficile —
les recherches systématiques sur ce sujet n’ont commencé que dans les
temps assez récents. Avant tout il faut mentionner ici les travaux de
R. Conti ([2], [3], [4]) & qui on doit Vexhibition de la structure générale
des problemes linéaires aux limites et une gérie de théorémes sur ’existence
des solutions pour les systémes dont les seconds membres satisfont aux
conditions de Carathéodory.

Dansg la présente note nous admettons que les seconds membres du
systéme (0.1) sont continus et contintment différentiables jusqu’s un
certain ordre %k—1. On rétrécit évidemment de cette facon 1'ensemble
de systémes admissibles, mais en méme temps on enrichit 1'ensemble de
conditions aux limites parce que l'on peut les poser non seulement pour
les solutions, mais anssi pour leurs dérivées jusqu’a V’ordre k. Il se trouve
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que de tels problédmes peuvent étre aussi bien posés, comme le montre

I’exemple suivant. .
Considérons dans l'intervalle (0, 1) I’équation différentielle

(0.3) ' = 2x+b(1)
ot la condition aux limites
(0.4) sP(0)—w(1)/e" = 0,

¢ étant la base des logarithmes néperiens. On vérifie facilement que pour
tout entier positif p il existe (dans ’hypothése que la fonction b(f) est
suffissmment régulidre) une et une seule solution z(¢) du probléme (0.3),
(0.4) donnée par la formule

[4

1 P
e ( Ry ' op~ip.(i-1) ) f 2(1-8)
z(t) = e " b(s)ds— 2°7°b 0))]+ | e b(s)ds .
=5 J (9) _) (0) 0

Il en vient que cette solution dépend de fagon continue de la fonction b(2)
ot de ses dérivées jusqu’a 1’ordre p—1. Cependant, dans le cas le plus
simple, pour p = 0, le probléme envisagé n’a pas en général de solution
et §’il en admet une, il en a une infinité. Cesi a lieu gi et seulement sil'on a

1
[ e 9(s)ds = 0
0
et alors toutes les solutions de I’équation (0.3) qui sont de la forme
13
z(t) = Ce*+ f ¢4~ (3)ds
. ()

satisfont, quelle que soit la constante C, & la condition (0.4).

0.2. Si les fonctions fi(t, @y, ..., @z) (1 =1, ..., n) sont de classe 0"'_1,
la solution générale du systéme (0.1) est donné par une famille » n para-
metres réels de suites

(20), ey Dal8) = (1(8y 01, vy Oy oo, Tally 61y oevy )

de fonctions de classe OF. Il est donc naturel de se borner & de telles condi-
tions aux limites qui se rameénent & un systéme de n équations implicites
par rapport aux variables ¢, ..., ¢». Ces conditions peuvent alors s’éerire
dans la forme

Li(ml(t), ery mn(t)) =7 (1=1,..,n)

olt les Ly sont des fonctionnelles définies dans ’espace de suites (a;l(t),
.y @n(?)) de fonctions de classe C* dans lintervalle <a, d).



Dépendance continue des solutions des équations différentielles ordinaires 15

0.3. Nous allons commencer notre étude sur l'existence, l'unicité
et la dépendence continue des solutions des problémes aux limites par
un rappel succint de quelques propriétés bien simples des solutions des
problémes linéaires. Puis, en passant aux problémes non-linéaires généraux,
nous allons établir un théordme fondamental de l’existence, de l'unicité
et de la dépendance continue des solutions des seconds membres et des
conditions aux limites. Une troisiéme partie du présent travail sera con-
sacrée & l'extension de ces résultats aux déquations d’ordres supérieurs
el & I'exposé d’'une suite de leurs diverses applications, entre autres a la
théorie des solutions périodiques et & celle des solutions du probléme
d’interpolation. Enfin, dans une quatridme partie nous essayerons d’étendre
les résultats obtenus aux systémes d’équations aux seconds membres
moing réguliers (systémes d’équations aunx sens de Carathéodory).

Problémes linéaires

1.1. Considérons le systéme de = équations différentielles linéaires
(1.1) o= A(t)x+b(t)

o la matrice carrée A () = {ay(1)} et le vecteur b(¢) = {b(t)} (4,5 =1,..., 1)
sont définis et continfiment différentiables jusqu’a l’ordre %k—1 dans
l'intervalle {a,d)>. Dans ces hypothéses toute solution x(f)= (a:l(t),

..y #a(t)) du systéme (1.1) est continfiment différentiable jusqu's 1'ordre k,
¢’est-a-dire 1'élément de 1’espace (0")” de toutes les suites z(t) = {a;l(t) y oer
...y #a(2)) de fonctions de classe O* dans Pintervalle ¢a, @>. Nous munissons
’espace (C*)" de la norme

k

ot = D, 51090

7=0
ou

L4
z (1)l = max {Z¢l)] .
ook = 2, max ja1)
De méme, pour une matrice carrée X (t) dont les lignes appartiennent
toutes & (C*)" on pose || X (t)lx pour désigner la somme de normes de ses
lignes. On vérifie facilement que

llz (D)l << Nl (B)llo =+ N1’ (B k=1
et

lz )y (Ol < ll2@Oelly @k, X @@ @l < [1X E)eliz (@)l

ce qui signifie que la norme considérée munit I’espace (C*)™ de 1a structure
de 'algébre de Banach.
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Pour le systéme (1.1) on envisage le probléme aux limites
(1.2) Le=r

ol I désigne une application linéaire continue de 1'espace (C*)* dans
Vespace cartesien R" et r est un vecteur arbitraire de R". Le probléme
lindaire homogéne associé au probléme (1.1), (1.2) a la forme

(1.3) o' =A@l)z,
(1.4) Lz=20.

1.2. THEOREME 1. Pour que le probléme (1.1), (1.2) admette, quels
que soient b(t) € (C* YY" et r ¢« R", une et une solution seule, if faut et il suffit
que le probléme lindaire homogéne associé (1.3), (1.4) n’admette que la solution
identiquement nulle.

La démonstration est bien simple. La solution générale du systéme (1.1)
g’écrit dans la forme

(1.5) z(t) = V(t)e+ (Qb)(1)
ol

¢
(@b) (1) = [ V(1) VX (s)b(s)ds

V(t) = (v*(t), ..., v(?)) est la matrice fondamentale des solutions du
systéme (1.3) et ¢ est un élément arbitraire de l’espace R". Comme la
matrice V (¢) est de classe €%, il est clair que 'opération linéaire @ applique
espace (C*")" dans l'espace (C*)* et est continue.

En introduisant (1.5) dans (1.2) on en obtient la condition

(1.8) (LV)e = r—L(Qb) (LV = (I, ..., Lo"))

c’est-d-dire un systéme de n équations algébriques linéaires & n inconnus
¢ = (¢, +., ¢n). Done, si la matrice LV est non-singuliére, le probléme (1.1),
(1.2) a une Bsolution et une seule, donnée par la formule

(1.7) z(t) = V() (LV) (r— L(@b)) +(@b) (1) ,

et, en particulier, le probléme (1.3), (1.4) n’admet que la solution identi-
quement nulle. 8i, au contraire, la matrice LV est singuli¢re, pour * =0
et b(f) =0 le systé¢me (1.6) admet une solution non nulle ¢, qui fournit
& son tour une solution non identiquement nulle du probléme (1.3), (1.4);
dans ce cas pour tout b () e (C*~)* il existe un vecteur » e B* tel que les
conditions (1.6) ne puissent pas &tre satisfaites et, par conséquent, le
probléme (1.1), (1.2) correspondant ne puisse admettre aucune solution.
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1.3. La formule
(I'b) (1) = (Qb) (t)— V (1)(LV) "L (Qb)

définit une application linéaire I' de l'espace (C*~)* dans l'espace (C*)".
11 est clair que ’application I" est continue, en tant que la différence de
P’application linéaire continue @ et du produit V (2) LQ de @ par ’application
linéaire continue I et par la matrice V (t) de classe C*. De méme, la formule

H(t)=V)(Lv)™

introduit une matrice H(¢) qui, en tant que le produit d’une matrice
constante (LV) ™" et de la matrice V (¢) de classe C¥, est elle aussi de classe C*.
Ceci permet d’écrire (1.7) sous une forme équivalente

(1.8) %= I'b+ Hr

et d’énoncer le suivant

THEOREME 2. Pour toute mairice A(t) et toute application L telles
que le probléme (1.3), (1.4) n'admet que la solution identiquement nulle la
résolution compléte du probléme (1.1), (1.2) est donnée par Vapplication (1.8)
qui & chaque élément (r, b) du produit cartésien R™x (C* )" fait correspondre
la solution x e (C*\* de ce probléme.

2. Problé¢mes non-linéaires
2.1. Soit
(2.1) z'=f(t,z,e) (a<<ti<d)

un systeme d’équations différentielles ol © = (@, ..., @), € = (&) +ery &m)
et f(t, v, &) = (flt Ty &)y .y f(t, @, £)). Pour ce systéme on va consldérer
les condmons aux 11m1tes suwantes

(2.2) Lax=r,

dépendant elles aussi du pa.ramétre ee R™

Supposons que @(t) € (C*)" soit une solution du probléme (2.1), (2.2)
correspondant & &= 0. Nous nous proposons d’établir ume condition
suffisante pour que pour tout e suffisamment petit il existe une solution
du probléme (2.1), (2.2) suffisamment proche de a(t).

A cet effet on suppose que les fonctions fit, &, 6) =1, ..,m) de

n+m-+1 variables ¢, &, ..., &, &, ..., £m SONb toutes définies dans D’en-
semble
n m
Q:a<t<d, E—B0 <, el <y (€= D I, le| = D) led)
f=1 =1

et que leurs dérivées jusqu’s l'ordre % par rapport aux variables t,§
existent et sont continues par rapport aux variables ¢, &, . On suppose
de plus que pour tout |¢| < y l'application L, de l’espa.ce (C*" dans R"

Annales Polonlel Mathematicl XIX 9
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est linéaire, continue et dépend de facon continue (sulva,nt la norme
habituelle dans 'espace d’applications lindaires continues de (0% dans R
du paramétre e, ce qui signifie que &, —¢, (|&| <y, »= 0,1, ...) entraine
L., ®->L, s nniformément dans la boule |y << 1. Enfin on suppose que
pour |e| £y le vecteur #, dépend de fagon continue du paramétre e.
Au probléme (2.1), (2.2) on associe le probléme linéaire (probléme
anx variations) suivant
(2.3) ¥ = felt, (1), 0)o  (a<ls. d),
(2.4) Lyp =0
ot f = { fé,} (1,7==1,..,n) est la matrice jacobienne de Papplication. f.
THBorREME 3. 87 o est la solution du probléme (2.1), (2.2) et si le
probléme aux variations (2.3), (2.4) n'admet que la solution identiquement
nulle, il existe des nombres positifs &y, y, tels que pour tout |e =3 y, le pro-
bléme (2.1), (2.2) admet une solution et une seule x(t, &) satisfaisant & Piné-
galité
2 (t, &) =@t < b -

In plus, la solution x(t, e) dépend de fagon continue (swivant la norme
dans Despace (C*YY) du paramétre g, cest-d-dire de e,~>ey (]&)] < v,
= 0,1,..) 2l résulte que

(2, &)—z(t, e)lx—0 .
La démonstration du théoréme 3 va étre préeédée par trois lemmes
concernant des propriétés de l'application F de Vensemble
Dy == {((2), £) € (C)" < B™: Jo(®)—a (W)l = 6, le] = v

de Despace (0%)" « R™ dans Pespace (€)™ définie par la formule
F: (2(t), &) >y (1) = f(t, 2(t), ) .
Pour abréger on écrira souvent y = F(x, ¢).

2.2. Levme 1. Lapplication F: (C¥)* < B™ —(C*)" est continue.

Pour ¥ = 0 la démonstration résulte immédiatement de la continuité
de f et de la compacité de lintervalle (a, d>. Supposons que notre lemme.
soit valable pour un % > 0; pour k--1 on a alors

I7(t, @)+ w (), e+ )= f(t, 2(2), effosa

CIFC @b, e n)—F(t, @, Ol lfully w4 u, &4 n)— ity 2, &)+
+[(felty 2+ 1y e+ m)—Felt, @, &) @' e+ 1 felty €41, 8+ 7) 0w’ (B)]lx

L f(ty 24w, e+n)--f(t, @, e)llo-F [fully 241, H—n—fu x, &)l +
FUfelty oty e b ) —filty @, eNlelle’ (D] -+Ufelt, 2 1 1ey o<k p)llellne ()]
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ce qui fait évident de quelle maniére ’hypothése de récurrence doit é&tre
appliquée. .

I1 est clair que le lemme 1 reste valable aussi dans la cas oll 6 = -+ oo.
Pour tout e fixé I est alors une application continue de Lespace (C*)™
dans lui méme.

2.3. Soit £ = £((C*)", (0*")") Despace de toutes les applications
linéaires et continues de (C*)" dans (¢*~*)", muni de la norme habituelle.
A tout point (x(t), ) de 'ensemble D,, associons lapplication linéaire

de (C** dans (C*)"
Fol@, &): u(t)>v(t) = flt, @(2), &) ()

que l'on écrira, pour abréger, sous une forme simplifide v = F(x, £)u.

LEMME 2. En tout point ((t), &) de Densemble Dy, Vapplication Fu(, ¢)
est la différentielle (au sens de Fréchet) par rapport & z de Vapplication
F: (0% x R™=(C*™)"

En effet, on a

IF (e, ()4 (), &) —£(t, 2(2), ) —felt, 2(2), &) w(t)],_,

= "af (fe(t, o (t)+su(t), e)—fe(t, »(t), 8))u(t)dshk—1

< (@l [ Jfelt, @)+ su(d), &) ~felt, 2(t), €)],_, ds

0

et la démonstration du lemme s'obtient par une simple application du
lemme précédent & la fonection matricielle figurant sous le signe de l'inté-
gration.

2.4. Lemve 3. Lapplication (xz, &) >Fylw,e) de Ds dans L% esi
continue. '
La démonstration résulte immédiatement de 1'inégalité

|(Felt, 20+ w (), e+ m)—felt, @(2), &)} ()],
<|fefts @)+ 0 (@), e+ n)—Felt, @ (1), e, I (Dl

et du lemme 1.

2.5. Passons 4 la démonstration du théoréme 3. Ecrivons le systéme
(2.1) et les conditions (2.2) dans la forme

&' = felty #(2), 0)a+f(t, m, )—felt, B(2), 0) ,

L& = (Ly— Lo)a -1, .
2*
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Comme le systéme aux variations (2.3), (2.4) n’admet que la solution
identiquement nulle, par une application du théoréme 2 on en obtient
1’équation

(2.5) 2 = I'(F(, e)— Fold, 0) @)+ H ((Ly— L.) 54 1)

o I" et H sont des applications linéaires continues de (¥ dans (O
ot de R" dans (C*)* respectivement.
Considérons ’application T: Ds,—(C%)" définie par la formule

T(@,¢) = o—I'(F (5, ¢)—Fol&, 0)2)— H((Ly— L) o+ 1) -
Du lemme 1 il vient que ’application
(@, &) >I'(F (2, ¢)— Fz(d, 0)2)
de D,, dans (C*)" est continue. De méme, de 1'inégalité
| Lsto @+ ) — Ly @] < || Lot n— L[ 122+ 2+ 1Ll |2

il résulte que ’application (z, ¢) L,z de D, dans R" est continue. En-
fin, L, étant par hypothése une application linéaire continue de (cky
dans R" et ¢-»r, étant une application continue de l’ensemble |¢| <y
dans R", lapplication

(@, &) >H((Ly— L) w+7,)

de Ds, dans (C*)" est elle aussi continue. Par conséquent, application T
egt continue.

Pour tout (z, &) € Dy, s0it Tz(x, ¢) la différentielle de 1’application T
au point (z, &) par rapport &4 z. En vertu du lemme 2 on a

To(w, &)u = u — I((Fale, &)— Fald, 0))u)+ H (Lo~ Lu)v) .

Du lemme 3 il résulte que Fy(z, e)— Fz(z, 0), en tant que 1’élément de
lespace £%, dépend de fagon continue de (w, ). Il en vient que Ty(x, ¢),
en tant que ’4lément de ’espace d’applications linéaires continues de (C*)
dang lui méme, dépend de fagon continue du point (z, ) € Ds,.

En résumé, T est une application continue du voisinage D, du
point (@, 0) de lespace (C*)* x R™ dans Dlespace (C%)® & différentielle
Tsw, &) continue. De plus, on a

T@,0)=0, Tiz,0)u=1u.

Done, du théoréme sur les fonctions implicites il vient immédiatement
qu’a un voisinage suffisamment petit U du point & e (0¥) on peut faire
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correspondre un voisinage [¢| < y, du point £ = 0 tel que dans le produit
cartésien de ces deux voisinages 1’6quation

T(z,e)=0,

c’est-a-dire 1’équation (2.5) et, par conséquent, le probléme (2.1), (2.2),
goit équivalente & une équation

z=a(, &)

ou @(t, &) € (C*)™ est défini pour tout |¢| < y, et dépend de fagon continue
de e. Mais, comme il est facile de le vérifier par les différentiations succes-
sives du systéme (2.1), pour les solutions , (v=1,2,...) de ce systéme
|ley— 2|y >0 entraine |®,— #||x—0. Done, on peut prendre pour U un
ensemble {2 e (C*)": |lz— 3|, < &)} ce qui achéve la démonstration.
Remarque. Au 2.1, en fixant les hypothéses sur les seconds membres
du systéme (2.1), on supposait que les fonctions f ‘(t, &, €) ont par rapport
&t et £ les dérivées continues jusqu’s ’ordre %. Or, il est & noter que dans
la démonstration du théoréme on n’a eu besoin de faire recours qu’a
’existence et la continuité des dérivées des fonctions f* et fi jusqu’d
P'ordre k—1. Une pareille remarque s’applique aussi aux lemmes.

2.6. Le théoréme 3 répond & trois questions & la fois — au probléme
de D’existence des golutions du systéme (2.1) satisfaisant aux condi-
tions (2.2), & celui de leur unicité et enfin & celni de leur dépendance
continue des seconds membres du systéme envisagé et des conditions
imposées. Mais, du point de vue du probléme de l’existence, il présente
un gérieux inconvénient —il est de caractére local et assure l’existence
d’une solution du probléme (2.1), (2.2) seulement dans un voisinage d’une
solution dont l’existence est supposée & l’avance. C’est pour cette raison
qu'il convient de compléter ici le théoréme 3 par un théoréme, que I'on
nommé global suivant la terminologie de M. A. Krasnoselskii [6], de
Pexistence des solutions pour les systémes (2.1) suffisamment wvoisins
aux systémes linéaires. Oe théoréme correspond aux théorémes analogues
&tablis par L. N. Echoukoff [5] et R. Conti [4] pour une classe plus spéciale
de conditions aux limites (2.2).

Considérons le systéme d’équations différentielles

(2.6) o' = A(t)w+g(¢, z)

et la condition aux limites

(2.7) Im=r

ot la matrice 4(t) = {ay(t)} et le vecteur g(¢, &) = {9, &1y ..., &s)}
(¢,j=1,..,m) ont, dans l'ensemble a<<i<d, —oo<&fi< +oo

(t=1,...,n) des dérivées continues jusqu’s l'ordre k—1, L est une appli-



22 A. Lasota et Z. Opial

cation linéaire continue de l'espace (C¥)* dans R" et r est un élément
arbitraire de R". Le nombre (fini ou non)

9ln = 1nf ( sup_ (lg(t, 2(0) le-sflo (e-1))

sera appelé semi-norme du vecteur g.

THEOREME 4. Si le probléme linéaire homogéne (1.3), (1.4) #’admet
que la solution identiguement nulle, il ewiste un 6 > 0 (dépendant de lo
matrice A(t) et de Dapplication L) tel que pour tout g satisfatsant & Dinégalité
|glen << 8 le probléme (2.6), (2.7) admet au moins une solution.

Démonstration. En vertu du théoréme 2 le probléme (2.6), (2.7)
est équivalent & 1’équation

(2.8) © = I'G(x)+ Hr

ol @ est une application continue de I'espace (C*~')* dans lui méme définie
par la formule

w(t) >y (1) = g(t, z (1)

(en abrégé: y = G(x)=g(t, ) et I': (C* )" =(C*", H: R*—>(C"" sont
des applications linéaires continues.  étant fixé, le second membre de (2.8)
définit une application continue de (C*™')" dans (C*)" qui, en tant que
P’application de ( ¢ dans lui méme, est complétement continue (c’est-
a-dire transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement
compact). Soit 6 = (™" (|/"]| désigne la norme de l’application I™en tant
que ’application de (C*™')* dans lui méme) et supposons que |glm < 4.
Choisissons un nombre positif g, de telle maniére que l'on ait

1@l - g \Hrlr < 6

pour |zls—1 > g, et @ > go. Soit enfin g, = max(g,, 0,) ot
= sup||lI'G (v) 4 Hrl|x-,

pris dans la boule Hw||k 1 < go. Done, pour tout x tel que ||2|x—1 < g, O1
a ou bien |lz]jx—1 < g, et, par conséquent,

WG (x)+ Hrllomy < 0 < 04,
ou bien g, < |lz|lk-1 < o, ot
PG () + Hllk—r < WONNG @) o—1 + 1 H k-1 = 6 G (@)]k- 1+||Hrnk :
< 00 (IG(@N k- s/lElle—1 4+ SN HTl1f0r) < 0,678 = 0y < @

ce qui montre que ’application z - I'G (x) + Hr applique 1a boule ||2]|x—; < o,
dans le méme. Done, en vertu du théoréme bien connu de Schauder il
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exigte au moins un point invariant de cette application c’est-d-dire une
golution de 1'équation (2.8). L'équation (2.8) étant équivalente au pro-
bléme (2.6), (2.7), le théoréme 4 se trouve ainsi démontré.

Revenons encore & 1'inégalité |gls, < [|I7|7*. L'évaluation de la norme |||
n'est, en général, point facile. Elle est en tout cas beaucoup plus difficile
que la vérification que le probléme lineaire homogéne (1.3), (1.4) n’a
d’autres solutions que la solution identiquement nulle. Bt ¢’est pour
cette raison que ce n’est que le cas oll |glen = 0 qui peut avoir un sens
pratique. Il est & noter que pour k= 0 cette derniére condition & une
signification particulidérement simple car elle se rameéne a

i 198 O
11;-129 |&] =0

uniformément dans ’intervalle <a, d*.

3. Applications

3.1. Nous allons commencer par expliquer quelle signification peut
avoir, dans quelques cas particuliérement simples, la dépendance con-
tinue des conditions aux limites (2.2) du paramétre e.

Considérons & cet effet le probléme de Nicoletti [11] qui consiste
A4 chercher des solutions z(t) du systéme (2.1) satisfaisant aux conditions

(3.1) pt) =1 (a<h<..<ta<d;reR).

Si ¢lest la suite v = (4, ..., tn) qui est le paramétre du probléme, Papplica-
tion L: @(t)—>(y(ty), ..., Tu(ta)) de Despace (0')" dans R" est continue
pour tout 7 fixé et, en plus, dépend de facon continue du paramétre .
En effet, pour = = (f;, ..., fx) et o= (8, ..., 8x) o1

i

. \ |
Ly Lnfly == sup ,}, |@i(ts) - re(81)!

imh<1 [ 2

7
<0 max |l— 8 E SUp |z3) < max [t— 8¢ .
i =7 bt i
Oependant la méme application envisagée comme une application de (C°)"
dans R" est continue mais cesse dépendre de fagon continue du para-

metre 7. On a en effet, pourvu que ¥ # 8,

113
| Le— Lgf| = sup Z lwe(te) — @e(8:)] = sup 1y (l)— 2y(8) = 2.
lzlo oy |z (B <1
Plus  généralement, i1 est facile de voir que Vapplication I,
(t == (1}, ..., tz)) définie par des formes linéaires des valeurs des dérivées
jusqu’ay Pordre p des fonctions x4(!) aux points t; est continue en tant
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qu’une application de I’espace (CF)"* dans K", maiy dépend de fagon cop-
tinue de 7 seulement en tant qu'une application de 1'espace (C**')" dans R

3.2. Supposons que les seconds membres du systéme (2.1) satlsfassent
aux conditions formulées au 2.1 c’est-d-dire que les fonctions e, &, ¢)
(¢=1,...,n) soient continues et & dérivées par rapport i t, & ]usqu’é,
l’ordre k (k > 0) continues en 7, ¢, ¢.

THEOREME 5. Si¢ &(f) est une solution du probléme (2.1), (3.1) pour
e=0, ty =13, re=1r3 (i=1,..,n) et s le probléme aux variations corre-
spondant (2.3) et

(3.2) ot =0 (a<<ti<d;i=1,..,n)

n'admel d'autres solutions que la solutton identiquement nulle, il existe des
nombres positifs 8, v, tels que pour |g| < vy, [bi—13 < yo € |ri—13 <y,
le probléme (2.1), (3.1) admet une et seulement une solution x(t, e) satisfaisant
a Dinégalité ||z (t, e)— ()| < 6. En plus, la solution x(t,e) dépend de
fagon continue (suivant la norme dans Uespace (") des paramétres e, 1
et 7.

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 3; il suffit
de prendre pour le nouveaun parametre ’ensemble ty, ..., tny 71y ey 7,y
E1y 1.0y €m de 2n-m variables.

Les applications du théoréme 5 se trouvent facilitées par le fait
que l'on connait plusieurs conditions suffisantes qui assurent 1'unicité
des solutions du probléme (2.3), (3.2). Par exemple, comme 1’a montré
M. Sved [14], il suffit & cet effet que la plus grande (en valeur absolue)
racine caractéristique A d'ume matrice {ay} dont les éléments satisfont
aux inégalités

Ifgj(ti #(1),0) | <ay (a<<i<d;ij=1,.,n)

satisfasse & l'inégalité (1] < (d—a)! (cf. [10] et [13]).

3.3. Comme un autre exemple de la méme catégorie nous allons
considérer le probléme de l’existence des solutions périodiques d’un
systéme

(3.3) o' = f(t, », &)
au voisinage d’une solution périodique #(f) correspondant 4 la valeur 0
du paramétre e.

Supposons que les fonctions f¥(t, &,2) (i=1,..,n) de 1+nt+m
variables ?, &, ..., €n, &, ..., &m Soient définies dans 1’ensemble

Q% —oco<i< 4 o0, [f—a(l) <9, 6| <y,
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qu’elles y aient par rapport & £, £ des dérivées jusqu’d I’ordre k¥ continues
en i, £, ¢ et, enfin, qu’elles soient périodiques en ¢ de période T, qui dépend
de fagon continue du paramétre e.

THEOREME 6. 87 le systéme aux variations
w' = filt, #(1), 0)=

n'a pas de solutions périodiques de période T, sauf la solution identiquement
nulle, il exviste des nombres positifs 8, et v, tels que pour |e| < y, le systéme (3.3)
admet une et seulement une solution x(t, &) périodique de période T satisfai-
sant & Pinégalité

llo (2, &)— 2 ()]l < & -

En plus, la solution x(t,e) dépend de fagon continue (suivant la morme
dans Despace (C*)") du paraméire e.

La démonstration résulte immédiatement du théordme 3 et du fait
que la condition de périodicité d’une solution x(f) du systéme (3.3) est
trivialement équivalente & la condition aux limites

x(0)—a(T,)=0.

~ 3.4. Nous passons maintenant aux équations différentielles d’ordres
supérieurs. Dans ce n° et dans les n% qui suivent z(¢f) désignera donc
une fonction 4 valeurs dans R. Nous commengons par 1’étude d’une équa-
tion linéaire d’ordre n

(3.4) 5@ = Y aft)a®-94+b(1) (a<t<a)

1=1
avec les conditions aux limites
(3.5) Lr=r (reR".

Supposons que les fonctions ayt) (4= 1, ..., n) et b(f) soient de classe o+
dans 'intervalle <a, @) et L goit une application linéaire continue de 1’espace
(CF ' = %! qang R™. A c6t6 de ’équation (3.4) et dela condition (3.5)
envisageons le probléme linéaire homogéne

n
(3.6) ™ = D) ay(t)a=0
im1
(3.7) Ie=0.

De fagon tout & fait analogue aux théorémes 1 et 2 on peut énoncer
le suivant
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THEOREME 7. Pour que, quels que sotent b(1) € Ot et e R, le pro-
bléme (3.4), (3.8) admette une et seulement une solution, it faut et il suffit
que le probléme homogéne correspondant (3.6), (3.7) n'admette que la solution
identiquement nulle. Bt si cette condition est satisfaite, la solution x(t) du
probléme (3.4), (3.5) est déterminée par la formule

(3.8) r=Ib+h(t)r

ot I" est une application lindaire continue de Uespace ¥ dans Vespace ¢F™
et h(l) est un vecteur de Vespace (C*™)"; h(t)r est le produit scalaire des
vecteurs h(t) et 7.

Démonstration. Soit L= (L', ..., L") et r = (ry, ..., ¥a). L' étant
une fonctionnelle linéaire continue dans P'espace C*'"%, on peut 'derire
sous lo forme

n

(3.9) Liz = Z 0i " @)+ Nx® ™ (=1, .., n)
i=2

oll gy sont des nombres réels convenablement choisis et ¥ ! est une fon-

ctionnelle linéaire continue dans lespace C*. En posant z;-= 27

(i=1,...,n) on raméne 'équation (3.4) au systéme

w

(3.10) w= D am(t)ec+b(t), wi=ai. (1=2,..,0)

{ml

et de méme, en profitant de (3.9) on donne & la condition (3.5) la forme

(3.11) )’ pyia) +NiaJ¢ = 7y (i=1,..,n)

s

|
©

j P

ce qui fait possible une application immédiate des théorémes 1 et 2. Ainsi,
du théoréme 1. résulte la premiére partie du théordme 7. Et si le probléme
linéaire homogéne (3.6), (3.7) n’admet que la solution identiquement
nulle, il en est de méme du probléme linéaire homogéne associé au pro-
bléme (3.10), (3.11), et, par conséquent, en vertu du théoréme 2 la solution
générale du probléme (3.10), (3.11) est donné par la formule

2(t) = () () + D) hu(t)yry (i =1, ., )
feal

ou I'c (=1, ..., %) est une application linéuire continue de espace th
dans lespace C*. Par suite on a -

2=0() = (Fb) )+ N hylthry (i 1, ooy )

i=1
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e

d’ou il vient que

o(t) = f (= ’)1")-, ((Flb)(s)-l-jhﬁ(s)r,)ds-l-

7=1

n (t(n a=i ((J‘,b) (a)+ Zh,,(a)n)
1= j=1.

La formule (3.8) en résulte immédiatement et le théoréme 7 se trouve
ainsi démontré.

3.5. Considérons 1’équation différentielle non-linéaire d’ordre =
(3.12) s =f(l,z,2', ..., 2" D;8) (5= (g, ..,6m), 6 <t d)
avec les conditions aux limites
(3.13) Lyz = 7.

Soit #(t) ¢ 0¥ = (C*)' une solution du probléme (3.12), (3.13) correspon-
dant & la valeur 0 du paramétre ¢&. Supposons que la fonetion f(¢, &, ..., &n-1;
&1, ...y Em) ROIt définie dans ’ensemble

I a<t<d, [§—aD() <8, |e|<y,

et qu'elle ait dans J7 par rapport & ¢, & des dérivées jusqu’a l'ordre k > 0
continues en t, £, . Supposons de plus que pour |¢| < y L, soit une applica-
tion linéaire continue de 1'espace (C**™ )" dans B™ dépendant de facon
continne (suivant la norme dans l’espace d’applications linéaires con-
tinues de (C**""')" dans R") du paramatre ¢ et que le vecteur r, dépende
aussi de fagon continue de ce parameétre. Ceci étant admis, on a un théo-
réme analogue au théoréme 3, & savoir le suivant

THEOREME 8. St le probléme aux variations

n—1

(3.14) = D' fult, (1), &), ..., 270(@); )20, Lyzm =0
i=0 .

n'admet que la solution identiquement nulle, il existe des nombres positifs
oy vo tels que pour tout |e| < v, le probléme (3.12), (3.13) admet une et seule-
ment une solution x(t, e) satisfaisant & Vinégalite

(1, &)— & ()l < o -

En plus, la solution x(t,e) dépend de fagon continue (sutvani la morme
dans Vespace C**™7'). du paraméire «.

La démongstration s’obtient immédiatement par le passage au systéme
d’équations du premier ordre et par une application facile du théoréme. 3.
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De méme, pour ’équation différentielle non-linéaire

n
(3.15) a2 = Dlaf)an=0+g(t, ', .., s0=)
{=1
on a un théordme analogue au théoréme 4. Supposons & cet effet que les
coefficients a(t) (i =1, ..., n) soient de classe C*~' dans lintervalle <a, d)
et que la fonction ¢(f, &, ..., én—1) 80it de classe 0*' dans l’ensemble

I a<t<g<d) — o< < +00 (1=0,..,n—1).
Posons
— n—1
9len = inf sup (ot @), ..., 83=5(E))_yltlhs) -

ToforEME 9. St le probléme linéaire homogéne (3.6), (3.7) n'admet
que la solution identiquement nulle, il existe un nombre positif & (dépendant
des fonctions a(t) et de ’application L) tel que pour toute fonction g satisfai-
sant & Dinégalité gl < 8 il ewiste au moins une solution du probléme (3.15),
(3.5).

3.6. Pour l’équation (3.12) le probleme d'interpolation consiste
& chercher une solution de cette équation passant par n points Py, ..., P,
donnés & l’avance. Nous allons discuter ici plus en détail la question
de la dépendance continue des solutions de ce probléme des points P, ..., P,
et celle de 1’allure des solutions dans les cas critiques olt quelques-uns
de ces points g’approchent les uns des autres.

Partageons 1’ensemble P de points donnés en p groupes

Pi(tiyy T1a)y ooy Pray(biagy T181)y »ory Ppallpry Tpa)y veey Ppap(tvsp, Tpap) s

P
a <ty < d, by #hm pour (i,j);é(l,M),Z&:n

teml
et écrivons les conditions d’interpolation sous la forme
(3.16) w(ly)=ry ({@=1,.,p,j=1, Ly 8¢) .
Par Ay(P) désignons les différences d’ordre j—1,

Ay(P) = Ay(tary vooy byg3 Ta1y oeey Tig)

1
(9—1) & (tig—t01) e (Pig—big-1) (Pag— P1.q41) oo (B1g— Tip)
A cbté des conditions (3.16) considérons les conditions

(3.17) ) =1y (i=1,.,p,i=1,..,8)
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et les conditions homogénes correspondant
(3.18) NP =0 (G=1,..,p,i=1,..,8).

THEOREME 10. 8% la fonction Z(t) est une solution du probléme (3.12),
(3.16) pour ¢= 0 et si le probléme aux variations (3.14), (3.17) n'admet
que lo solution identiquement nulle, il exisie des nombres posilifs &, v, tel
que pour tout |e| < y, et tout systéme P de poimts Py, ..., Py tel que [ty—13
<yo AP =1yl <y (E=1,..,p, j=1,..,8) le probléme (3.12),
(3.16) admet une et seulement une solution x(t, e, P) satisfaisant ¢ l'inégalité

le(t, e, P)— & (t)ln-1 < J .

En plus, la solution x(t, =, P) dépend de fagon continue (suivant la morme
dans Vespace C**™*) du paramétre ¢ et du sytéme P et tend (suivant la méme
norme) vers & (t) lorsque e 0, ty >t et Ay(P)>ry(i =1, .., 5 =1, ..., 84).

La démonstration du théoréme 10 s’appuie sur ce que les conditions
(3.16) sont trivialement équivalentes aux équations

(3.19) Au(tu, vy bigs @ (ta),y ooy m(tij)) = Ay (P)
(i=1,...,p, j=1,...,8{).

Les fonctionelles Ly figurant aux premiers membres des conditions
(3.18) et (3.19),

Aif(tily vy Ugy B()y ooy m(tii)) pour ity F ity (m #1),

Lya AR () pour tm=1 (m=1,..,9)
sont continues et dépendent de facon continue des ty déja dans I'espace ¢’
et, par conséquent, 3 plus forte raison dans I'espace C**™* (k>1, n > 1,
Jj <mn). En effet, dans le premier cas de la définition de Ly cela résulte
d’une propriété analogue des fonctionnelles #—w(ty) et dans le second
cas du fait qu’en appliquant 4 la différence Ay le théoréme des accroisse-
ments finis on obtient

dyltiny ooy ty; @(ta), -y (ty)) = 29=2(0y)

ol fy est un point du plus petit intervalle contenant tous les points
Liry vouy Ly

Cela étant, la démonstration du théoréme 10 résulte immédiatement
du théorédme 8 si comme un nouveau paramétre on introduit 1’ensemble
de variables ty,, ..., tpspy A1a(P)y .evy Apsp(P)y &1y evvy Em-

Dans le cas particulier ol p = n le théoréme 10 établit la dépendance
continue des solutions du probléme d’interpolation (3.12), (3.16) des
variables #;, 7y (3 =1, ...,n) et du second membre de ’4quation (3.12).
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Dans le cas général le théoréme 10 dit que ces solutions dépendent de
fagon continue des points P, ..., P, méme si quelques-uns de ces points
se fondent & la limite, pourvu que la différence finie qui leur correspond
tende elle aussi vers une limite. D’un autre point de vue ce probléme
était déjd discuté dans [9].

3.7. Considérons 1’équation différentielle

n
(3.20) 2 — Z“tﬂ’(”‘_"’-l-{/(t, T, @, .., ¢®D)
i=1

ol les coefficients a; sont constants et la fonction g est de classe (*
dans ensemble 7I* et le probléme aux limites (pour un m fixé)

(3.21) T =11 (@<l <. << dym<k).

Dans le cas particulier ou la fonetion g(7, &, ..., £&x~1) ne dépend pas
des variables &, ..., &,.1 et m = 0. M. Biernacki [1] a démoutré que si
P’équation caractéristique

n
(3.22) e Dl e =0

i=1

n’a que les racines réelles, le probléme (3.20), (3.21) admet une et seunle-
ment une solution. Dans le cas général envisagé ici on a un résultat ana-
logue, & savoir le guivant

THELOREME 11. Si les racines de léquation caractéristique (3.22) sont
toutes réelles distinctes et différentes de zéro et si la fonction g satisfait & la
condition |glsn = 0, le probléme (3.20), (3.21) admet au moins une solution.

Démonstration. En vertu du théoréme 9 il suffit de vérifier que
le probléme linéaire homogéne associé

n
rn) — 201-’17(""’ , m("")(tt) =0
=1

n'admet que la solution identiquement nulle. Or, en écrivant les con-
ditions aux limites homogénes pour la solution générale

a(t) = ) 0y

fe=1
de l'équation homogeéne on obtient le systéme d’équations lindaires al-
gébriques

n
DO =0 (i=1,..,n).

1=1
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Le ddéterminant de ce rystéme est égal an produit
(A1 A2)™ Deti(e¥)

dont le dernier facteur, appelé le déterminant généralisé de Vander-
monde, est différent de zéro par P’hypothése que Ay (j=1,...,7n) sont
réells et tous distinets et qu’il en est de méme de # (i=1, ..., 7).

Il est & noter que dans le cas ol g ne dépend pas des variables
oy ---y En—1 la condition [g|s, = 0 se trouve trivialement satisfaite et, par
conséquent, en vertu du théoréme 11 le probléme (3.20), (3.21) admet
au moins une solution. Et hien davantage, dans ce cas-la un raisonnement
facile méne & la conclusion que cette solution est unique.

4. Remarques et compléments

4.1. Nous avons eu déja l'occasion d’attirer l'attention sur ce que
toute augmentation des conditions de régularité des seconds membres
des systémes d’équations ou des équations envisagés élargit automati-
quement l’ensemble de conditions aux limites admissibles. Mais, pour
les problémes aux limites ol n'interviennent que les dérivées d’ordres
strictement inférieures que l'ordre de 1’équation, et de tels problémes
semblent &tre les plus importants et les plus intéressants, les conditions
de régularité & imposer aux seconds membres des systémes ou des équa-
tions sont assez modestes — surtout en ce qui concerne le prohléme de
P’existence des solutions.

A titre d’exemple reprenons le systéme d’équations différentielles (2.6).
Supposous cette fois que les éléments de la matrice A (¢) soient des fonctions
sommables dans l’intervalle (a,d)> et que les fonctions gi(t, &, ..., &)
soient mesurables en # pour tout & fixé et continues en é pour tout 7 fixé.
Alors les solutions du systéme (2.6) prises au sens de Carathéodory sont
des fonctions continues (méme absolument continues) et, par conséquent,
il est naturel de supposer que l’application linéaire au premier membre
de la condition aux limites (2.7) est définie et continue dans l'espace
(C°* — il en est aingi par exemple pour les applications de (C°)" dans R"
qui # chaque fonction x(t) e (¢°)" font correspondre 52 valeur en un point
fixé. Si, en plus, la fonction g(t, &) satisfait & la condition

d
1im1%f suplg (¢, &)|dt =0,
koo 1 o &<k

on u le théoréme suivant (cf. R. Conti [4]).

Si le probléme linéaire homogéne (1.3), (1.4) n’admet que la solutién
identiquement nulle, il existe une solufion au moins du probléme (2.6),
(2.7).
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La démonstration de ce théoréme peut étre basée sur des raisonne-
ments analogues 4 ceux de la démonstration du théoréme 4. D’autres
théorémes de ce type sont & trouver dans [3], [4], [6] et [15].

4,2. La situation change un peu lorsque V’on passe & la question
de la dépendance des solutions des conditions aux limites. L’hypothése
que dans un probléme comme (2.1), (2.2) D’application L, linéaire et
continue de (C°)" dans B" dépend de fagon continue du paramsétre & suivant
la norme dans ’espace (C°)" s’avére trop restrictive et, par conséquent,
privée de sens pratique. Comme nous l’avons signalé au 3.1 méme de
trés simples applications de (C°)* dans R", comme par exemple celles
qui aux fonctions de l’espace (C°)" font correspondre leurs valeurs aux
points fixés, ne jouissent pas de cette propriété, de sorte qu’il serait im-
possible d’obtenir sur cette voie méme le théoréme de la dépendance
continue des solutions du probléme de Cauchy des valeurs initiales.

Done, un espéce plus fin de la dépendance de L, du paramétre e
est nécessaire. Et c’est I’hypothése de la dépendance au sens de la con-
vergence simple qui semble répondre le mieux & nos besoins: la contion
gy—>¢, entraine L, x—L,x, quel que soit e (C°)".

Il reste encore 4 préciser les hypothéses sur la dépendance des seconds
membres des systémes envisagés du paramétre e. Les théorémes classiques
sur la dépendance des solutions du probléme de Cauchy des seconds
membres des systémes et des valeurs initiales sont susceptibles de générali-
sations diverses (il faut mentionner ici les travaux de M. A. Krasno-
selskii et 8. (&. Krein [7], J. Kurzweil et Z. Vorel [8] et N. N. Pietroff [12]).
On pourrait donc essayer d’établir des généralisations analogues pour
le probléme de la dépendance des solutions des conditions aux limjtes
générales. Pour raison de simplicité nous nous bornerons ici & exposer
un des plus simples théorémes de ce type, un théordme qui rappelle un
peu des résultats de M. A. Krasnoselskii et S. G. Krein pour le probléme
de Cauchy.

Supposons & cet effet que la. fonction g(¢, &,¢) (¢ = (¢, ..., "),
&= (&1y .y &n)y ¢ = (&1, ..., &m)) s0it définie dans l’ensemble

Eragit<d, |6 <6, ey,

que’elle soit mesurable en ¢ pour &, ¢ fixés, continue en ¢ uniformément
par rapport a t, ¢ et telle que

[
(4.1) lim [ g(s, &, e)ds =0 (a<i<d; |E]<9)

a0 4

et

d
(4.2) g & ol <elt), [o@dt< + oo,
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Supposons en plus que les éléments de la matrice carrée A () = {ay(1)}
(¢,j=1,...,n) soient sommables dans lintervalle (a,d)> et que pour
tout |¢] < y 'application linéaire L,: (C°)"—~R™ soit continue et dépende
de fagon continue au sens de la convergence simple du paramétre e. Soit
enfin 7, une fonction continue de ce paramétre.

THEOREME 12, 8¢ le probléme
' =A)x, Lyw=0
n'a d'autres solutions que la solution identiquement nulle, il existe wun

nombre positif y, tel que pour tout |ej <y, il exriste au moins une solution
x(t, &) du systéme

(4.3) v =A{)xe+g(l, o, &)
satisfaisant & la condition auz limites Lx = r,. En plus, on a
lima(t, e)l = 0.
Démonstration. Il est facile de vérifier (cf. (1.7), (1.8)) que dans
nos hypothéses toute solution du probléme
o' = A(t)x+b(t), Lyx=r

ou b(t) est une fonction sommable dans l'intervalle <a, d>, est donnée
par la formule

d
z(t) = [ I'(s, t)b(s)ds+ H(t)r

ol

_vayws)+v V() pour <t
F(s’t)_{V(t)W(s) pour s>t:

V(t) est la matrice fondamentale des solutions du systéme (1.3), H(¢)
= V(@) (LV)™ et W(s) = (LV) (LQs). La matrice Q) est égale & zéro
pour 8 >t et & V(1)V"'(s) pour s < t. Done les matrices V (¢) et H(t) sont
continues dans l'intervalle <(a,d> et la matrice W(s) est bornée. Il en
vient immédiatement que

d
(4.4) lim [ [I(s, )= I'(s, &) u(s)ds = 0,

t—lg o

quelle que soit la fonction sommable u(s).
Le probléme (4.3) est équivalent au systéme d’équations intégrales

d
(43)  w(t)= [ I(s,0g(s,2(s), ) ds+H () r+ (Zo— L) (1) .
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Toute solution du systéme (4.3) appartient & la famille Z de fonctions z(¢)
satisfaisant aux inégalités

af
lz@) <6, |2'@)] < dlldll+ (1) = () -
La famille Z est une partie compacte de (C°)™. Tl en résulte que

(4.6) lim (Ly— L) x(t) = 0
&~+0

uniformément dans Z. On sait aussi (¢f. [8]) que de la condition (4.1),
qui, en vertu de (4.2), se trouve satisfaite uniformément, il vient que

pour toute fonction x(t) ¢ (C°)" on a
!
(4.7) lim [ gs, #(s), &)ds = 0.
&0 o

Les fonctions g(s,z(s), ) étant bornées dans leur ensemble par une
fonction sommable ¢(t), de (4.7) il résulte que

d
lim [ w(s)g(s, z(s), e)ds = 0
-0 ,
pour toute fonction hornée w(s). Par suite, quels que soient te <a,d)

et 2(f) ¢ Z, on a
d

(4.8) lim [ I'(s,t)g(s, #(s), e)ds = 0 .

It la convergence exprimée par (4.8) est uniforme dans (e, d> x Z. En
effet, dans le cas contraire il existerait des suites {t} C <a, d)>, {#()}C Z
et {¢'}, >0, telles que

1]

[ (s, tygls, a(s), 1) ds0 .

(13
Les ensembles (a, d) et Z étant compacts, on peut supposer sans restreindre
la généralité que les suitex {t¥}, {x%(t)} sont convergentes, t{—10 et zi(t) -
—=>2%1). On a alors

a
f I(s, 1)) g(s, wi(s), ¢ ds

a
d d

s f I'(s,1)g(s, 2%s), e) ds+ f ('8, t9)--I'(8, 1)) g(s, ¥(s), &) ds -}

{r

d
4 f I'(s, t°)(g (8, z¥(s), s")—g(s, a°(8), e‘))ds .
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Le premier terme de cette somme tend vers zéro en vertu de (4.8), le
second tend vers la méme limite en vertu de (4.2) et (4.4), enfin le troisidme
jouit de la méme propriété en vertu de la continunité uniforme de la fone-
tion g(¢, &, ¢) par rapport & £ D’ou la contradiction.
Désignons par T, I'application de I’espace (C°)" dans lui méme déter-
minée par la formule

a
Te: w(t)>y(t) = f-r('gs t)g(sy z(8), 5) d3+H(t)(7"e+(Lo"Ls)a’(t)) .

De (4.6) et (4.8) il résulte que pour >0 on a ||T,(2)],—~0 uniformément
dans Z. Il en vient que les solutions z(f, ¢), si elles existent, satisfont
forcément & la condition ||z(t, &)l >0 lorsque £—+0. L’existence des solu-
tions #(?, ¢) résulte du théoréme de Schauder sur les points invariants
des transformations continues. En effet, pour tout z(t) ¢ Z D'applica-
tion T, donne une solution %(f) du systeme

y' =A@yt 2(), ¢ .

Si || est suffisamment petit, on a |y(f)] < J d’on Pon tire |y’(f)| < w(2)
et, par suite, y(t) € Z c’est-a-dire T'y(Z) C Z. L’ensemble Z est compact
dans (C°)", donc il reste seulement & vérifier que l'application 7, est
continue dans (C°)". Mais cela résulte immédiatement de ce que la fone-
tion I est bornée et de la continuité uniforme de, la fonction g(t, £, &)
par rapport & £ Le théoréme 12 se trouve ainsi démontré.

4.3. Comme nous l'avons déja dit, on peut essayer d’établir pour
les problémes aux limites généraux des théorémes analogues aux théo-
rémes sur la dépendance des rolutions du probléme de Cauchy des seconds
membres des équations et des valeurs initiales. La tdche n'est point facile
comme le montre I’exemple suivant d'une différence intéressante entre
ces deux questions. Pour le probléme de Cauchy N. N. Pietroff [12]
a découvert que pour la dépendance continue des solutions de leurs valeurs
initiales il suffit que les seconds membres soient convergents le long de
la, solution limire. Or, il n’en est plus de méme pour les problémes aux
limites. I>ar exemple les solutions z(?, ¢) = £(2¢!—1) de I'équation différen-
tielle

(4.9) o =a+t¢

satisfaisant &4 la condition initiale z(0, &) = ¢ tendent pour &£—>0 vers
la solution x(t, 0) = 0 de 1’équation

(4.10) % =0

satisfaisant & la condition initiale z(0)== 0, bien que le second membre
de léquation (4.9) ne converge, pour e—0, vers le second membre de

3*
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I’"équation (4.10) que le long de la solution (¢, 0). Cependant pour la
condition aux limites

(4.11) 2(0)— w(1)/e = &(e1—1)

cette propriété n'a plus lieu. En effet, la solution (¢, ¢) = ¢'— ¢ de I’équa-
tion (4.9) satisfaisant & la condition (4.11) ne tend pas, lorsque &-»0,
vers la solution unique x(f, 0) = 0 de 1’équation (4.10) satisfaisant & la
condition aux limites #(0)— e~ (1) = 0.
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