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Les solutions non négatives
d’un systéme parabolique d’équations

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Introduction. Dans la présente note nous considérons un systéme
parabolique d’équations du second ordre. Ensuite nous établissons la
condition nécessaire et suffisante pour que tous les éléments de la matrice
des solutions fondamentales de ce systéme soient non négatifs.

§ 1. Soient FE, lespace euclidien &4 % dimensions des points
o = (%, ..., Tn); ¢ 1l variable non négative et bornée (0 <<t < T < o0)
désignant le temps et

(1.1) P, .., )

n n N
= D aki(t, @) ube+ D) biilt, @)uki+ D) ult, @)’ —uf = 0
1,7=1 i=1 j=1

ov k=1,..,N, 2elp, 0<t<T, N>1, le systéme parabolique en
question, enfin w(t, 2), ..., w¥(t, @), (¢, ) € (0, T] x B, les composantes de
Ia solution (w4, ..., u?).

Nos démonstrations seront basées sur le théoréme suivant:

TurorEME 1.1. Supposons que

1° Les coefficients du systéme (1.1) sont définis et bornés dans [0,T] X Ey;

n
20 3 aki(t, £)Ad; = 0 pour tout systéme (Ay, ..., A}y k=1,.., N;

T, i=1
3° cy(t,x) =0 pour (t,z)e[0, TI]xEs et i#£j (¢,j=1,..,N);
4° Les fonctions wi(t, »), 1= 1, ...,, N, sont continues et bornées dans

[0, T1 x E, et possédent des dérivées partielles du premier ordre par rapport
auz variables (t,ay, ..., 2y) € du second orvdre par rapport aux variables
(@1, o0vy n) continues dans (0, T x En;

5° Les inégalités
eyl ..., u¥) <0, k=1,..,N
sont remplies dans (0, T x H,.
6° u*(0,2) >0, k=1, .., N, pour e L.
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Dans ces conditions les inégalités
uk(t,x) >0, k=1,..,N
ont liew dans [0, T] x DBy,
Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme plus général (voir
le théoréeme IT dans [1] ou le théoréme 65.1 dans [6]).

§ 2. Sur le systéme (1.1) nous faisons les hypothéses suivantes:

1. Les coefficients dv systéme (1.1) sont bornés el continus dans
[0, T] xEp. Ils sont héldériens par rapport & la variable spatiale x et les
coefficients af(t, x) sont de plus héldériens par rapport au lemps t.

II. Z ali(t, @) Midy = 8|22 powr tout systéme (A, ..., ), k=1,.., N,

ij=1
§>0, |k =114+ ... +74.
Soit {I'y (t, x;7, &)}, 1,j=1,..,N, t>17 la matrice des solutions
fondamentales du systéme (1.1) (voir [5]).
THEOREME 2.1. Si les hypothéses I, II et la condition ow(t, x) = 0,
pour tout k # i, sont vérifiées on a

Iyit,e;7,8) =0 powr i,j=1,..,N.
Démonstration. I1 suffit de considérer le probléme de Cauchy
u(r,z)=0, .., wNr,2)=0, wuilr,z)=¢p(x),
wt{z,r)=0, .., wNr,x)=0, i=1,..,N

ou la fonction ¢(z) est continue, bornée et non négative.
La solution de ce probléme prend la forme suivante

)= [ Tult, 257, p(&)dE, j=1,..,N.
En vertu du théoréme 1.1 nous avons
[ Iutt, a57, E)p()at >0,

done I'uy(t, »; 7, &) =20,4,j=1,..,N.

Nous démontrerons maintenant que si pour un systéme parabolique
tous les éléments de la matrice des solutions fondamentales sont des
fonctions non négatives, il doit étre de la forme (1.1). Soit le systéme

=2
aut Q et
ey T= Y A, s
¢ i ary o 'n',l

=1

4 Z\.J B(l)(r ) al.u Z Cu(t, x)wi

lu
j=1,...NV v im=1,,
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ot nous avons posé l= (4, . ,L), =L+ .. +l, ly=10,1,2 pour
i=1,..,N. ‘

Les hypothéses sur les coefficients du systéme (2.1) sont les snivantes:

I'. Les coefficients du systéme (2.1) sont continus et bornés dans
[0, T] xEy. Ils sont holdériens par rapport a la variable spatiale z et les
coefficients des dérivées du second ordre sont de plus héldériens par rap-
port & t.

ITI'. Le systéme (2.1) est parabolique aw sens de I. Petrovsky.

Si nous désignons par {Iy(t,x; 7, &)}, 4,7 =1, ..., N, t > 7 la matrice
des solutions fondamentales du systéme (2.1) (voir [5]), nous pouvons
établir le théoréme suivant:

THEOREME 2.2. 8¢ les hypothéses 1', 11" sont vérifides el la condition
Ty(t,z;7, &) =0 est remplie pour (t,x), (r,£)e[0,T)xBy, t>1, i,)
=1, .., N on doit avoir

Cult,x) >0, B, x)==0, AN, z)=0

pour tout systéme (L, ..,1) et pour i #j.
Démonstration. Sous nos hypothéses les coefficients Cy(t, ) du
systéme (2.1) doivent s’exprimer (voir [4], formule (5'.3)) par la formule:

Cilt, x) = hntle Ty(t, z;7, &)dE, i+#7.
T
Nous en tirons done Cy(t, z) > 0 pour ¢ # j. Nous démontrerons main-
tenant la seconde partie du présent théoréme. Supposons que pour cer-
taines (k) et @ j fixés A{(t,2) £ 0 ol Bi(z,2) 0. En vertu du
théoréeme 2.1 dans [2] la fonctlon T'y(t, x; 7, &) doit changer de signe,
ce qui est impossible en vertu de nos hypothéses.
Le corollaire suivant résulte des théorémes 2.1 et 2.2:

CorROLLAIRE 2.1. La condition nécessaire ¢t suffisante pour que touts
les éléments de la matrice des solutions fondamentales du systéme parabolique
d’équations du second ordre soient non négatifs, est que

Cylt,2) >0, B, a)=0, Aft, )=
pour tout systéme (l,, ..., 1) et pour i #j (i,j= 1, .., N), les hypotheéses 1’
et I1' élant admises. '

Il résulte du théoreme 2.1 une certaine limitation des éléments de
In matrice des solutions fondamentales du systeme (1.1). Soit Ig(t, r; 7, £)
la solution fondamentale de 1’équation parabolique

n n

o Yo o2p \ , o
i Z aij(t, x) +-A\1’ bia(t, J’)a;;[—%-ckk(i-, z)n.
=

Ty
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THEOREME 2.3. Supposons que les hypothéses I et I soient satisfaites
et que opi(t, ) > 0 pour k +# 1. Dans ces hypothéses les inégalités Ii(t, x; v, &)
< Tt 37, E)(k=1, ..., N) ont liew pour (t, ), (r, &) € [0, T] X Ep, t > 1.

Démonstration. Soit ¢(z) une fonction continue, non négative et
bornée dans E,. La fonction

r(t, @) = [ [Tl o5 7, &) —Tilt, ; 7, £)]p(&) dé

vérifie la condition initiale r(r, #) = 0 ainsi que 1’équation
n

o
2 ' a?f(t, dm 9.13 +2l bra(2, -’1/' +Ckk(f m)qk—a'pk
1,7=1
= — E crs(t, @) f Tis(t, 257, E)p(E)dE < 0.

j*k
II résulte du théoréme 1.1 que 'on a 7g(t, ) = 0 pour ({, x) € [0, T'] < Ey,
donc aussi [w(t, x; 7, &) = I(t, z; T, &).

COROLLAIRE 2.2. 87 les coefficients du systéme (1.1) satisfont aux hypo-
théses I, IL et eylt,z) >0 pour 1 #j alors Iwlt,z;7,£) >0, t>7,
E=1,..,N.

En effet, on a (voir [3]) I(t, x;7, &) >0, t > 7, d’ott il résulte en
vertun du théoréme 2.3 l'inégalité Ix(t, z;t,&) > 0, t > 1.

CorOLLAIRE 2.3. 8i les coefficients du systéme (1.1) satisfont aux hypo-
theses du théoréeme 2.1 et cy(t,x) > 0 pour certains indices © # 1§ alors
Tylt, v, £) > 0 pour ¢ > 7.

Démonstration. Admettons 'impossible, et supposons que pour
un point (4, 2, 7, &), 8, > 7 on ait I'y(ly, #,; 7, &) = 0. Done la fonetion
I'y(t, x; 7, &) atteint un minimum en ce point et par conséquent, on a:

0
%th(t1,$1;1,51)=0, s=1,..,mn
3

et
0w

) Pt o ., )
Z a'sr(tl; -7"1) Fif(tu 2;T, &) = a[ij(‘tu 257,&)=0.

8,r=1

D’autre part nous avons

0 < Zab, (1, oy

&,1r=1

(ty @157, &) +2_‘ bis t11'1'1 Fﬁ(tlv‘rnT &)+

W.'r

. | P
-+ c”(tly ml)Fi.’l(tly T T, El)—alij(tl’ Ty T, EI)

2 ] } .
= —Z Cis(try @1) iy, 05 Ty &) — Coglty, @) Iyslty, g5 7, &) < 0,

8%17
8#7

ce qui est impossible.
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