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Charakterisierung der Funktion 1/x durch Funktionalgleichungen

von PeTER VoLkMANN (Karlsruhe)

Résumé. La [onction g(x) = 1/x est la solution unique du systéme des équations [onction-
nelles (1), (2).

Satz. Die einzige Funktion g: (0, o0) — (— o0, o0), welche den Funktio-
nalgleichungen

(1) glgx)h=x (x>0,
9%
) gu+n_mn+l (x > 0)

gleichzeitig geniigt, ist g(x) = 1/x.

Bemerkungen. Unter der zusitzlichen Voraussetzung, dal} g auf einem
nichtleeren, offenen Teilintervall von (0, o) stetig ist, wurde dieser Satz
von L. Dubikajtis [1] bewiesen. Ahnlich wie bei einem Beweis in [2] werden
im Folgenden endliche Kettenbriiche herangezogen.

Beweis des Satzes. 1. Mit P =(0, o) folgt aus (1), daB g: P— P
bijektiv ist. Setzt man

f(x)=1/g(x) (x>0),

so ist auch f: P — P bijektiv, und es geniigt, die Beziehung

3) f(x)=x (x>0

nachzuweisen. Zunichst ergeben sich aus (1) bzw. (2) die Funktionalgleichun-
gen

) S )=1/x (x>0,
(5) fx+D)=f(0+1 (x>0

Mit N ={1, 2, 3, ...} folgt aus (5)
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(6) f(x+m)=f(x)+m (x>0, meN).

Die Umkehrfunktion f !: P — P ist bijektiv, und sowohl aus (4) als auch
aus (5) ergibt sich jeweils die Richtigkeit derselben Funktionalgleichung mit
£~ an Stelle von f. Damit gilt jede fiir f bewiesene Aussage automatisch
auch fir 1.

2. Nun soll
(7 fmy=m (meN),

(8) S0, m)=(0,m), f((m, ©))=(m, 0) (meN)

gezeigt werden. Da f: P — P bijektiv ist und f ! alle Eigenschaften von f
besitzt, geniigt der Nachweis von (7) und

9) f({(0,m]) =0, m] (meN).

Wire (9) falsch, so hatte man fiir ein meN und ein

(10) xe(0, m]

die Beziehung f(x) > m, also
S(x)=y+m

mit y > 0. Da (6) auch fiur f~! statt f gilt, folgt
x=f"1fC)=f"y+m=f"(+m>m,

im Widerspruch zu (10). Damit ist (9) bewiesen, und es bleibt der Nachweis
von (7) iibrig: Wegen (5) geniigt es,

(11) f(H=1

zu zeigen. Auf Grund von (9) und der (9) entsprechenden Beziehung fiir f !
" statt f gilt

(12) S0, 1])=(0, 1],
und hieraus folgt
(13) S((1, o0)) = (1, ).

Wire (11) falsch, so hatte man nach (12) f(1) < 1. Es folgt dann 1/f(1) > 1,
und mit (4), (13) ergibt sich weiter

L= f(Ur)> 1.
Das ist unmoglich, also gilt (11).
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3. Jede positive rationale Zahl r 1Bt sich in einen endlichen Kettenbruch
entwickeln,

. 1
(14) r= ity + 1
u1+

u2+

1

+_

uﬂ
mit uge Nu {0} und uy, uy, ..., u,e N. Fiir n=1, 2, 3, ... bezeichne K, die

Gesamtheit der Kettenbriiche (14), und es sei1 K, = N. Die Bezichungen
(15) fm=r, f(0,0)=0,7r, f(r, ©)=(, o) ek,

konnen durch volistindige Induktion bestitigt werden: Fiir n = O gelten sie
wegen (7), (8). Um den SchluBB von n auf n+1 durchzufiihren, sei se K, ,,
also

(16) s=m+1/t mit meNu{0}, rekK,.
Es geht darum, .

(17) f&)=s, f(0,5)=(0,5), f(s, ©)=(s, o)
herzuleiten. Zunichst wird

(18) f([s, ) =[s, o)

bewiesen: Fiir

(19) X=s"

gilt nach (16) x > m+1/t, und mit (4) folgt

( 1 1 <
4 f(x=m)) x—m

Wegen te K, ergibt sich mit Hilfe von (15) 1/f (x —m) < t; hieraus erhélt man
mit (6), (16)

S =f(x—m+m)=f(x—m+m21/t+m=s.

Das beweist (18). Setzt man in (19) x = s voraus, dann gilt auch in den
daraus abgeleiteten Beziehungen die Gleichheit, und man erhidlt so

(20) f(s) =s.

Aus (15) ergibt sich (18) auch fiir f~! an Stelle von f. Zusammen mit (18),
(20) gilt demzufolge (17).

4. Es bezeichne Q, die Menge der positiven rationalen Zahlen. Aus (15)
fir n=0,1, 2, ... folgt dann
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r<x<s=>r<f(x)<s (xeP;r,seQ,).

Die einzige Funktion f: P — P, welche dieser Bedingung geniigt, ist die
durch (3) gegebene f(x) = x.
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