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Sur une équation fonctionnelle (II)
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Le sujet de ce travail est I’équation fonectionnelle
(1) ¢{ilf[z, (@)} = ¢(x),

ol ¢(x) est la fonction inconnue et F(r, y) est une fonction donnée. Dans
le travail [1] j’al présenté quelques résultats concernant 1’équation (1)
sous I’hypothése que la fonction F(x,y) est strictement croissante par
rapport a la premiére variable. Dans le travail présent je vais donner
quelques théorémes concernant les solutions continues de 1’équation (1)
a P’aide des résultats contenus dans [1].

Nous admettrons dans la suite les hypothéses (1) suivantes:

1° F(x, y) est définie et continue dans un rectangle

K = <a7.3>><(716)-

2° F(z,y) est une fonction strictement décroissante par rapport
& la premiere variable et strictement monotone par rapport 4 la deuxiéme
variable.

3° F(x,y)e<a, f> pour x e l{a,B) et ye(y,d).
4° La fonction
as
(2) Fz(a:,y)=F[1<’(a',a),y]

est une fonetion strictement monotone par rapport a la deuxiéme variable.
11 est facile de vérifier le
LEMME 1. 1° La fonction F,(xz,y) est continue sur le rectangle K.
2° Fo(x, y) € a, f) pour xea,B) et ye(y,d).
3° F,(x,y) est une fonclion strictement croissante par rapport a la
premiére variable.
4° Fy(x, y) satisfait sur K a la formule suivante:

(3) F[Fz(m,y)’y]=F2[F(w’y)yy]-
Posons
df ’
(4) Fyz,y)=Fl(z,y).
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2 D. Brydak

DXFINITION 1. Pour une fonction F(z,y) et K fixé désignons
E;={x: zela,pd et \Vye(y,9d) et Fy(x,y)=2} pour <¢=1,2.

LEMME 2. 1° Les ensembles E\({a} v {f}) (¢ = 1, 2) sont ouverts,

2° E,CE,.

Démonstration. La démonstration du point 1° est analogue & celle
du lemme 5 dans le travail [1]. Nous allons démontrer le point 2°. Soit
zy € E,. Alors, il existe, en vertu de la définition 1, un y, € (y, d) tel que
F(x,, y,) = x,. 1l en résulte, en vertu de (2), que

Fy(x4, Yo) = F[F (T4, Yo), Yo) = F (%o, Yo) = T

d’ou z, ¢ E,, encore en vertu de la définition 1.

Les fonctions F, et F, étant strictement monotones par rapport a y,
nous voyons que pour tout z e E; (¢ = 1, 2) il existe un point y unique,
tel que ¥ € (v, d) et Fylz,y) = .

Alors nous pouvons introduire la

DEFINITION 2. Pour une fonction F(x,y) et K fixé désignons par
p(x) la fonction définie sur E; par la relation

Fifz, )] = =, t=1,2.

Les propriétés des fonctions ¢¢x) sont établies dans le

LeEMME 3. La fonction gi(x) est continue sur E; et elle satisfait sur E;
a Déquation
(5) pulFz, px)]} = @i(2) powr i=1,2.

La démonstration du lemme 3 est analogue & celle du lemme 6 dans [1].

LEMME 4. 8t ¢ E,, alors g,(x) = @ux).

Ce lemme est une conclusion immédiate des définitions 1 et 2.

LEMME 5. Soit I, # Q. Si F(x, y) est strictement croissante (strictement
décroissante) par rapport a la deuxieme variable, alors ¢,(x) est strictement
croissante (strictement décroissante) sur E,.

Démonstration. Soit F(x,y) une fonction strictement croissante
par rapport a la deuxieme variable. Supposons qu’il existe deux points,
ry et x,, tels que x, < x,, @, 7, ¢ B, et ¢,(2,) = ¢,(x,). Alors

2, = Flx,, g(2)] = F[2,, ¢s(22)] > F[X5, ¢(X,)] = @5 .

Jette contradiction démontre que pour x,,z, ¢ K et x, < x, nous avons
?1(@)) < @u(@,).

On démontre de facon analogue le lemme 5 dans le cas ou F(x, y)
est une fonction strictement décroissante par rapport a la deuxiéme
variable.
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Avant de donner les théorémes établissant les propriétés des solutions
continues de I’équation (1), nous allons donner quelques définitions. Le
terme ‘“intervalle fermé” désignera, dans ce travail, un itervalle fermé,
dont les extrémités sont distinctes.

DEFINITION 3. Un ensemble R d’intervalles fermés appartient & la
famille R, si et seulement si

1° Si I € R, alors I C<a, B).

20 Si I,,I,e R, alors I, =1, ou I, ~n I, = 0.
3° Si IeR, alors I 3 <{a, ).

4° <{a, fO\E, CIE%I.

5° Si (a,b)eR, alors a=a ol acE, et b= ou beE,.
6° Si (a,b)eR, a#a et b#p, alors g,(a) = @,(b).
DEFINITION 4. Si R e R alors pgr(z) est la fonction définie de la facon
suivante:
@p{a) pour zxze<a,b)eR et a#a,
pr(®) = {@s(b) pour wzeda,b)eR et a=a,
p{2) pour xe<la,fNUI.

Remarque. En posant dans les définitions 3 et 4 ¢, au lieu de ¢,
et E au lieu de E,, nous les trouvons identiques aux définitions 6 et 7
dans [1].

DerINITION 5. Si la fonction ¢(z) est définie sur (a, 8), alors nous
désignons par M, l’ensemble des intervalles fermés, satisfaisant aux
conditions suivantes:

1° Si I e M,, alors IC <a, ).

2° Si (a,b) e M,, alors g(z) = ¢(a) pour tout z e <{a, b).

3° Si ¢(x) = ¢(a) pour tout z € <a, b), alors il existe un intervalle I
appartenant & M, et contenant <{a, ).

4° S8i I,,1,¢e My, alors I, =1, ou I, ~n I, = Q.

L’ensemble M, est ’ensemble de tous les intervalles les plus grands

pour lesquels la fonction ¢(x) est constante. Il est facile de démontrer que
cet ensemble est défini de fagon unique.

DEfINITION 6. Nous disons que R e Ry, si et seulement si ReR
et R= M,,.

LEMME 6. 8¢ R ¢ R, alors ou bien ¢g'x) = const, ou bien il existe un
ensemble R’ ¢ Ry, tel que ggr(x) = pr(x) pour tout x e {a, ).

Démonstration. Supposons que Re¢R et désignons R' = M,_. Soit

(6) ¢r(x) # const .
l'
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a) D’abord nous allons démontrer que R’ ¢ R. Les points 1° et 2°
de la définition 3 sont des conséquences immédiates des points 1° et 4°
de la définition 5. Le point 3° de la définition 3 résulte de (6), en vertu
du point 3° de la définition 5. 1l résulte de la définition 4 et du point 3°
de la définition 5 que tout intervalle I ¢ R est un sous-ensemble d’un
intervalle J ¢ M, = R'.

Nous en obtenons que

(7) JICJJ
IeR Jer
et il en résulte que R’ satisfait au point 4° de la définition 3.
Comme J € R, alors les extrémités de J ne peuvent pas appartenir
4 Dlintérieur d’un intervalle appartenant a R’, d’ol, en vertu de (7), ces
extrémités ne peuvent appartenir 4 aucun I ¢ R. Alors

(8) sida,b)eR etleR,alorsaetbn’appartienent pas a l'intérieur de I.

Comme I’ensemble R satisfait aux points 4° et 5° de la définition 3, alors
il résulte de (8) que chacune des extrémités de l'intervalle J € R’, si elle
est différente de a et de 3, appartient a I’ensemble E,, alors I’ensemble R’
satisfait au point 5° de la définition 3.
Si <a,b) e R’, alors, en vertu de (8) ou bien a,b ¢ <a, ﬁ)\JL%I ou
€

bien a et b sont les extrémités des intervalles appartenant 4 R. Nous en
obtenons, en vertu de la définition 4, que si a et b sont différents de a
et de B, alors gr(a) = py(a) et pp(b) = @,(b), alors R’ satisfait au point 6°
de la définition 3.
b) Maintenant, nous allons démontrer que ¢gr(z)= pr(x) pour
rela, B Sizxela, ﬂ)\JL{(J, alors il résulte de (7) que z € {a, ﬁ)\l%l,
€ €

d’olt @r(r) = @x(x) = pr(x), en vertu de la définition 4. Supposons donec
que z € {a,b> ¢ R’. Soit a +# a. Il résulte de la définition 4 que ¢gr(z)
= @y(a). D’autre part, il résulte du point 2° de la définition 5 que ¢@g(x)
= gr(a), car <a,b)e M, . Comme a n’appartient pas a lintérieur d’un
intervalle I ¢ B, en vertu de (8), nous obtenons que gr(a) = @,(a). Les
trois égalités obtenues démontrent que g () = @r(x) pour tout x € {a, .

c) Il résulte de b) que R'= M, , d'ou, en vertu de a), R e Ry.
Ainsi le lemme 6 est démontré. .

Nous obtenons, comme une conséquence simple de (2), le

LEMME 7. Si une fonction ¢(x) salisfait & Uéquation (1),
satisfait aussi a Uéquation

(9) o {Flz, p(2)]} = ¢(z) .

Nous obtenons, en vertu du théoréeme 2 de [1], du lemme 1 et du
lemme 6, le

alors elle
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THEOREME 1. Toules les solutions continues de Véquation (9) sont don-
nées par l'une des formules:

p(ry=1c¢ pour wedla,f>, ou ce(y,?d)
OU

p(z) = prl®) powr wxela,B;, ot ReRy.

DErinITION 7. Pour une fonction ¢(x), définie dans un ensemble
X C<a, ) et prenant ses valeurs dans l’intervalle (y, é), nous désignons:

(10) #(2) = Flz, p(@)].

En vertu de la définition 7 nous avons:

po(x) = Flz, po(x)] et op(x) = Flz, gr(x)] .

LeMME 8. Soit p(x) une solution continue de Uéquation (1) dans {a, 8-
St DVintervalle <(a, b), contenu dans {a, ), satisfait a la condition

(11) st xela,b, alors p(x) = ¢,
alors

1° la fonction @(x) est décroissante dans Uintervalle {a,b> (donc @(b)
“Zg(a) et g(x) € {p(b), p(a)) pour tout z € {a, b));

2° @(y) = ¢ pour tout y e {p(b), p(a)>.

Démonstration. La condition 1° résulte de (11) et de (10), en vertu
du point 2° des hypothéses (H). Les fonctions ¢(x) et F(x,y) étant
continues, la fonction g(x) est aussi continue. Il en résulte que pour
tout y € {p(b), p(a))> il existe un x tel que z ¢ {(a, b) et p(z) = y. Comme
p(x) satisfait & ’équation (1), alors

¢(y) = ple@)] = ¢ {Flz, p(x)]} = plx) = ¢.

LEMME 9. Soit ¢(z) une solution continue de Véquation (1) et (a,b
C {a, ). 8i la condition (11) est remplie et {a,b> ¢ M,, alors:

si a # a, alors a ¢ K,

8t b # p, alors b¢ K.

Démonstration. Soit b # B. 11 résulte du lemme 7 que ¢(z) satisfait
a Péquation (9), d’ou b e E, et ¢(b) = ¢y(b), en vertu du théoréme 1 et
des définitions 4 et 6. Si b € E,, alors il résulte du lemme 4 que @,(b) = @,(b),
d’ou

F(b,c)=F[b,p)]=F[b,p:(b)] = 1.

Il en résulte, en vertu du lemme 8, que <{a,bd) v (F(b,c),F(a,c)> est

un intervalle o ¢(z) =¢, ce qui contredit a notre hypothése que
{a,b)eM,.
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LEMME 10. Pour tout y, € (y, 0) ¢l existe un x, € {a, B) tel que F(x,, y,)
= (Do.

Démonstration. Soit (z,, y,) ¢« K. Si F(xy,y,) = z,, le lemme 10
est satisfait. Supposons donc que F(x,,¥,) = @, # @,. 11 en résulte, en
vertu du point 3° des hypotheses (H), que , € {a, #). Posons

G(@) = F(z,y)—a.

En vertu de notre supposition, nous avons G(z;) = z,—a, # 0.
Considérons les deux cas:
a) &, > x,, c'est-a-dire G(z,) > 0. Alors G(z,) = F(x,, y,) —x,, d’0ol
G(xy) < F(xy, yy) —x, = 0, en vertu du point 2° des hypotheses (H).
b) z, < x,. On démontre de facon analogue que G(z;) < 0 < G(x,).
Dans tous les deux cas G(x,) et G(x,) ont les signes opposés, alors,
en vertu du point 1° des hypothéses (H), il existe un point z, tel que
G(xy) = 0, A’ou F (x,, ¥y) = Z,, en vertu de la définition de la fonction G (x).
Nous avons, comme une conséquence immédiate du lemme 10, le
COROLLAIRE. H, # Q.

THEOREME 2. Si E, = {a, B), alors toutes les solutions continues de
Péquation (1) sont données par Uune des formules:

plx)  powr zela,f),
¢ pour xrela,B>, ot ce(y,d).

() ={

Démonstration. Il est facile de démontrer que ¢,(z) et toutes les
fonctions constantes prenant leurs valeurs de l’intervalle (y, ) satisfont
a I’équation (1). Supposons que ¢(z) est une solution continue de 1’équa-
tion (1) dans <a, B>, telle que @(x) 5= ¢,(x) et ()~ const. Alors, ¢(2)
satisfaisant & 1’équation (9), en vertu du lemme 7, et F(z, y) satisfaisant
aux hypothéeses (H), nous obtenons du théoréme 1 qu’il existe un inter-
valle <a,b> # {a, ), tel que ¢(x) == const dans <(a,b) et ¢(z)=~ const
dans I\<a, b) pour chaque intervalle I comprenant <a,b) et différent
de <a,b). Comme <{a,b) # {a, >, nous avons a # a, ou b # f. Alors
il résulte du lemme 9 que a ¢ E;, ou b¢ E;, contrairement a la condition
B, = {a, f>.

LEMME 11. Soit (a, b) un intervalle ouvert, tel que (a,b)C E,. Si
(a,b) ~ E, £, alors (a,b)C E,.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point ¢, tel que ¢ € (a, b)
et t¢ E,. Désignons

Zy={x: (@, ) "nE, =0 et xe(a,bd)},
Zy={x: t,2) DE, =D et x€(a,b)}.



-1

Sur une équation fonctionnelle (I1I)

Posons

' infZ,, st Z,#0, _{sung, si Zy, £ 09,
e, si Z,= 0; e, s Z,=0.

Comme (a, b) ~ E, # @, nous avons ¢, >a ou {, < b, en vertu du
point 1° du lemme 2. Soit {, < b (dans le cas ou {, > a la démonstration
est analogue). Alors E\({a} v {f}) étant ouvert, en vertu du point 1°
du lemme 2, le point {, ne peut pas étre un point isolé. 1l en résulte, en
vertu de la définition du point ¢,, qu’il existe une suite décroissante {z,]},
tel que t, <<x, <b et z,e E, pour n=1,2,.. et limz, =t,. Comme
xr, € E,, la fonction ¢,(x) est définie dans tous les points x,, ainsi que la
fonction ¢,(2) (voir le point 2° du lemme 2 et la définition 2). Comme
i, e (a, b), nous avons {, e F,, en vertu de ’hypothese. La fonction ¢,(z)
étant continue sur F,, en vertu du lemme 3, nous en obtenons que
limgy(®n) = @(l;). 11 en résulte que @;(zn) —>@u(ty), car @y(2n) = @y(@y) pour
n=1,2,.., en vertu du lemme 4. La fonction I’(x,y) étant continue,
nous obtenons de la définition 2:

o = U F(xy, @ {xz)] = F[1,, gs{ts)]

d’ou 1, € B, et ¢,(1,) = @,(,). Il en résulte, en vertu du point 1° du lemme 2,
qu’il existe un voisinage U du t,, tel que U C E,. Dans le cas ol {, =1,
nous en obtenons que te E,, contrairement & ’nypothése. Dans le cas
ou t, # t, nous obtenons que U ~ (¢, 1) # O, d’ou ({,1,) ~ E, # O, con-
trairement & la définition du point ¢,.

LevMe 12. 8¢ z € E,, alors

(12) Pa(x) € By,
(13) Po(2) = @l po()]
et

(14) Po[ ()] = @ .

Démonstration. Les formules (12) et (13) résultent du lemme 1.
Nous avons de (12), (13) et (2)
Pl @a(@)] = F {@s(2), fol@o(®)]} = F[@e(), @u()]
=F{Flz, po()], o(2)} = Fyw, po(x)] = @
(voir la définition 2).
DEFINITION 8. Nous disons que les points a et b sont conjugudés, si
ackE, et @la)=0.

11 résulte du lemme 12 que si @ et b sont conjugués, alors a = @,(b)
et my(a) = poh).
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Nous obtenons, comme une conséquence immédiate de la définition &
et du lemme 12, le

LEMME 13. 8i a € E,, alors il existe un, et un seul, point conjugué
avec a.

DEFINITION 9. Nous désignons par Z l’ensemble de tous les ensem-
bles Z, tels que
si x e Z, alors gy(x)e Z .

DEFINITION 10. Si R ¢ R, nous désignons
Kp=<a,pN\ T,
IeRr
Lp={x: v #a,z#p et \V[IL=<a,z> ou I = <x,b)]}.
IeR

DEFINITION 11. Nous désignons par Ry le sous-ensemble de ’ensem-
ble R (voir la définition 3) composé de tous les ensembles R satisfaisant
aux conditions suivantes:

1° R ¢ Ry,

2° KpeZ,

3° LpeZ,

4° Lp ~ E,, ol E, est la fermeture de 1’ensemble E,.

Il résulte du lemme 3, des définitions 4 et 7 et du point 1° des hypo-
théses (H) (voir [1], p. 246) le

LeMME 14. Les fonctions gpr(x) et gr(x) sont définies et continues sur
Dintervalle (a, ).

Comme une conséquence immédiate des définitions 10, 4 et 7 nous
obtenons le

LEMME 15. 8i ReR et xeLp o Kg, alors ¢p(x) = @lx) et or(r)
= @o(2).

LEMME 16. Soit (x;,2,> e Re Rz. SU a # z; # p pour i = 1,2, alors

1° yi: = @r(®:) € Lg, pour ¢ =1, 2,

2° er(y1) = @rl@1), pour t=1, 2.

Démonstration. Il résulte des hypotheses et de la définition 10,
que x; € Lp. 11 en résulte, en vertu du lemme 15, de la définition 9 et du
point 3° de la définition 11, que la condition 1° de notre lemme est satisfaite.
Il résulte de (13) que @x(y:) = @ul@y(zi)] = @o(xi), 2 = 1, 2. Il en résulte,
en vertu des hypotheéses, du lemme 15 et du point 1° du notre lemme,
la condition 2°.

Des points 1° et 2° des hypothéses (H) nous obtenons le

LeMME 17. La fonction F(x,y) est ou bien

1° strictement croissante par rapport a la deuxiéme variable pour tout
rela,y), on bien
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2° strictement décroissante par rapport a la deuxiéme variable pour
tout x e {a, f).

11 résulte de la définition 7 et des hypothéses (H) le

LEMME 18. Si X C (a, B> et la fonction @g(x) est constante sur tout
ensemble X, alors la fonction pg(z) est strictement décroissante sur Uensemble X .

LEMME 19. 87 (a,b)e Re Rz, a # a et b +« B, alors

1° I, = <pn(b), pr(a)) ¢ R,

2° gr(z) = pr(a) pour tout rel.

Démonstration. Désignons a, = @g(b), b, = gr(a), ¢, = ¢r(a) = pr(d).
I1 résulte du lemme 16 que

(15) a,, b, eLy,
(16) er(a) = or(by) = ¢,
et il résulte du lemme 18 que
(17) a; < by .
11 résulte de (13), (15) et du lemme 15, que
(18) or(a,) =b et @rb)=a.

11 résulte de (17), (18) et du lemme 14, qu’il existe un intervalle
I, = {a,, by>, tel que

(19) a, < a, - b, Lb,
(20) Pr(a;) = b et @plb,) = a.
(21) ¢r(z) e <a, b, pour xel,.

Supposons qu’il existe un point z, € I,, tel que z, ¢ K. Il en résulte,
en vertu du lemme 15, et de (21), que py(x,) € {a, b). Il résulte du point 2°
de la définition 11 que ¢.(z,) ¢ Kr. Nous avons obtenu que x, € <a, b> ~ Kp,
contrairement aux hypothéses de notre lemme. Nous en concluons que
lintervalle I, est un sous-ensemble d’un intervalle 7, appartenant a R,
c’est-a-dire

(22) I,CI;eR.

Il en résulte qu’il existe un nombre ¢,, tel que

(23) or(a;) = gr(by) = ¢, .

[1 résulte de (16), (18), (20), (23), et de la définition 7, que
(24) F(a,,c) = Flay,¢,) et F(b,¢)=F(b,y,c).

Nous tirons de l'inégalité (19) et du point 2° des hypothéses (H) que
F(ay, ¢,) > Fl(a,, ¢,) et F(by,c,) < F(by, ), alors il résulte de (24) que

(25) F(a,, ¢;) = F(a,, ¢)
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et
(26) F(byy ;) < F(byy ).

Nous obtenons de (25) et du lemme 18 l'inégalité F(b,, ¢,) = F (b,, ¢,),

d’ou F (b,, ¢,) = F(b,, ¢,), en vertu de (26). Il en résulte, en vertu du point 2°
des hypotheses (H), que

(27) Cz - 01 .
Nous tirons de (24), (27) et du point 2° des hypotheses (H) les égalités:

d’ou I, = I;e R, en vertu de (22) et (15). Nous avons démontré la con-
dition 1° de notre lemme. La condition 2° résulle de la condition 1° en
vertu de (23), (27) et (28).

LEMME 20. 8i I = <a,p>eReRz, alors gr(r) = ¢rla) pour tout
i € {@r(f), pr(a)>.

Démonstration. 11 résulte de la définition 10 et du point 3° de la
définition 3 que

(29) a e LR .

Posons

(30) b, = gr(a) .

Alors il résulte du point 3° de la définition 11 que b, € Lg, d’ou
(31) a#b #8.

Done il doit exister un intervalle I, e R, qui a b, comme une de ses extré-
mités. Soit ¢, 'autre extrémité de l’'intervalle I,.

Supposons que b, = a, c’est-a-dire gr(a) = F[a, pr(a)]. Il en résulte,
en vertu de la définition 1, que a ¢ F,, contrairement au point 4° de la
définition 11 (voir (29)). Nous avons done b, # a, et il en résulte, en vertu
de (31) et du point 2° de la définition 3, que 7, ~ I = @, d’ou

(32) a, #f.

Maintenant nous allons considérer deux cas:

a) a, # a. Il résulte de (31) et (32) que l’intervalle I, satisfait aux
conditions du lemme 20; alors les nombres gg(a,) et gr(d,) sont les extré-
mités d’un intervalle I, ¢ R. 11 résulte de (29), (30), (13) et du lemme 15,
Pégalité @p(d,) = a, d’ott I, = I, en vertu du point 2° de la définition 3.
11 en résulte que gr(a,) = B, contrairement au point 3° de la définition 11,
en vertu du lemme 15, car a, e Lr et ¢ Lg.

b) a; = a, c'est-a-dire I, = {a, b;>. Comme S > a, il résulte du
lemme 18 et des hypothéses de notre lemme, que @gr(B) < ¢r(a) = by,
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d’ot @gr(B) e I,. Il en résulte que J = (@r(f), gr(a)) CI,, d’olt ¢@gr(x)
= gr(a,) pour tout 2 ¢J. Maintenant notre lemme résulte de (12), (2)
et du lemme 15.

LEMME 21. 8% {a, b) € R € Rz, alors pr(x) = @r(b) pour tout x € {pgr(b),
or(a)>.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 21.

LEMME 22. Si pg(x) est une solution continue de Véquation (1), et
r e Kg v L, alors @rler(z)] = 2.

Démonstration, Il résulte de (13), du lemme 15 et des hypothéses
de notre lemme que

priF [z, p()]} == r{F [z, pr(2)]} = gr(T) = ¢2(2) = @f@(2)],
d’on
Pr(P2(2)] = pof@ax)],
en vertu de la définition 7.

Nous obtenons de cette égalité, en vertu du lemme 15, de la défini-
tion 7 et de (14), que

or(@(7)] = @rl@2)] = F {g:(x), prl:(7)]}
= F {@y(2), gl po(2) ]} = @llpo(2)] = @ .
Maintenant nous pouvons démontrer le

THEOREME 3. S¢ la fonction F(x,y) satisfait auxr hypothéses (H),
alors

1. 8t E, = {a, f3), alors les fonctions

p(z)  pour zela,f),
¢ pour xela,f>, ot ce(y,9),

p(xr) = {

sont toutes les solutions continues de Déquation (1) dans {a, B).
2. 8i E, # {a, B>, alors les fonctions

gr(z) pour xela,fp), ol R eRz,
¢ pour zela,fy, ot ce(y,0),

p(z) == {

sont toutes les solutions continues de Uéquation (1) dans {a, f3).

Démonstration. La premiére partie de ce théoreme résulte du
théoréme 2. Nous allons démontrer la seconde partie. Soit E, # {a, ).
Nous allons considérer les deux cas suivants:

a) Soit la fonction ¢(x) une solution continue de 1’équation (1), telle
que @(z) == const dans (a, f>. Il résulte du lemme 7 et du théoréeme 1
qu’il existe un ensemble K ¢ Ry, tel que ¢(z) = ¢r(z) pour tout x € <a, 5.
Nous allons démontrer que Re Rz.
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1° La condition R ¢ Ry, résulte immédiatement de la définition
de l’ensemble E.

2° Soit w e Kp et y = @y(x). 11 résulte du lemme 15 que y = ggrlx),
d’on

(33) orly) = 2,

en vertu du lemme 22. Nous allons démontrer que y ¢ K. Supposons
que, au contraire, y¢ Kp, c’est-a-dire y € (a, b> ¢ R. Alors il résulte des
points 2° et 3° de la définition 5 et du lemme 8, qu’il existe un intervalle
I € R, tel que

Pr(Yy) € <pr(d), pr(a)> C I,
contrairement a (33), car z e Kp.
3° Soit z € Ly et soit x V'origine d’un intervalle (r,b> e R (dans le
cas ou z est I'extrémité d’un intervalle (a, z) ¢ E, la démonstration est

analogue). I1 résulte des points 2° et 3° de la définition 5 et du lemme 8,
qu’il existe un intervalle <{a,, b,>, tel que

@), p(@)> C<ay, b)) e R, dou a <g(b) <¢x) <b.

Supposons, en outre, que @(x) # b,, c’est-a-dire a, < g(z) < b,. En
appliquant encore une fois le lemme 8, nous obtenons qu’il existe un
intervalle <a,, b,> ¢ R, tel que

@), 7(a)> Clay, by et d(by) < $le(@)] < Flay) .

Il en résulte, en vertu du lemme 22, que a, < < b,, contrairement au
point 2° de la définition 3. Cette contradiction démontre que ¢(z) = b,.
I1 en résulte, en vertu du lemme 15, que ¢,x) = b,. Comme b, est
Pextrémité d’intervalle appartenant a R, nous obtenons, en vertu du
lemme 13 et de la définition 10, que @y(x)e Ly, c’est-a-dire Lp e Z.

4° Soit be Ly ~ E,. Alors, comme be FE,, en vertu de la définition 3,
il résulte du point 1° du lemme 2, qu’il existe un voisinage U de b tel
que U C E)\({a} v {8}). Comme b€ E;, nous avons U ~ E, # @ et il en
résulte, en vertu du lemme 12, que U C E,, donc b ¢ E,, contrairement
au lemme 9.

Ainsi nous avons démontré que R ¢ Rz.

b) Soit ReR; et ¢(z) = ¢r(z) pour z e {a, ). Alors K e Ry, en
vertu du point 1° de la définition 11. La continuité de la fonction ggr(x)
résulte du lemme 14. Nous allons démontrer que ¢(z) satisfait & ’équa-
tion (1). Considérons les cas suivants:

1° z e {a,b) et {a,b) e Ry. Alors il existe une constante y telle que

p(x)=y pour xela,b,.
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11 résulte done du lemme 18 que

p(x) =y pour xe<{ggr(d),grla))
et
¢r(d) < gr(z) < ¢pla) pour xze {a,b)

en vertu du point 2° des hypothéses (H). Nous en obtenons
p{Flz, (@)} = @[F(x,y)] =y = ¢(x).
2° z ¢ Kp. Dans ce cas nous avons, en vertu du point 2° de la défini-
tion 11, que @ () = @ [p,(x)] et que ¢,(r) e Kg. Comme z, ¢,(z) € F,, en
vertu du point 4° de la définition 3, nous obtenons des définitions 4 et 7:
(2, p(@)]} = p{F[2, g(@)]} = ple2)] = olp(®)] = @o(®) = @() .

La fonction ¢(x) satisfait donc a ’équation (1). Comme il est facile de véri-
fier que toute constante de I'intervalle (v, §) satisfait aussi & cette équa-
tion, nous avons démontré le théoréme 3.

Je tiens &4 exprimer ma reconnaissance & M. Lech Dubikajtis, dont
remarques m’ont aidé & rédiger ce travail et a4 éliminer quelques erreurs.
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