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Einige Bemerkungen iiber die linearen homogenen
geometrischen Objekte erster Klasse

von M. KUuoHARZEWSET (Katowice)

Einleitung. Das lineare homogene geometrische Objekt erster
Klasse ist durch folgende Transformationsformel

(1) o =FS(ADe®, i,k=1,2,..,n; a,=1,2,..,m

vollstindig bestimmt. In dieser Formel sind w® bzw. »* die Komponenten
des Objektes in dem urspriinglichen (£Y) bzw. neuen (E") Koordinaten-
system und A} sind die ersten partiellen Ableitungen der Koordinaten-
transformation

=",
die von den urspriinglichen zu den neuen Koordinaten fiihrt

~pt!
A=
ok

Dabei muB die Jacobische Determinante J der Matrix 4 = ||A%|| von Null
verschieden sein

(2) J=Detd #£0.

Im weiteren werden wir die Transformationsformel (1) in der Matri-
zenform

(3) o' =Fd)ow
schreiben. Um die Komponenten des geometrischen Objektes in jedem

zuldsgsigen Xoordinatensystem eindeutig bestimmen zu kénnen, muf
die Matrixfunktion #(4) folgende Funktionalgleichung

(4) F(A)F(B) = F(4AB)
mit der Bedingung
(5) F(E)=e

erfiillen. In (4) sind 4 und B beliebige quadratische nichtsingulédre Matri-
zen der Ordnung n, F ist eine quadratische Matrixfunktion der Ordnung m,
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2 M. Xueharzewski

die wegen (3) auch nichtsingulér sein mufl und ¥ bzw. e ist die Einheits-
matrix der Ordnung =» bzw. m.

Zu den linearen homogenen Objekte gehoéren unter anderen Skalare,
Biskalare, gewohnliche und Weylsche Dichten, Tensordichten beliebiger
Valenz also alle so genannten Grofien ([10], S. 68).

In der letzten Zeit wurden neue lineare homogene geometrische
Objekte von S. Golgb und A. Jakubowicz ([2], [3], [4], [5]) eingefiihrt.
Ich mochte in dieser Note die linearen homogenen Objekte von einem
allgemeineren Standpunkt betrachten. Diese Betrachtung laB8t viele
Beweise vereinfachen, Sitze verallgemeinern und auch neue Objekte
solcher Art erhalten.

Die vorliegende Note Dbesteht aus vier Paragraphen. Paragraph 1
enthilt allgemeine Bemerkungen iiber die linearen homogenen geometri-
schen Objekte. Im § 2 wir der Begriff des Tensors auf die F-Tensoren
verallgemeinert. Dann werden einige Beispiele der F-Vektoren darge-
stellt (§ 3) (so gennante D -Vektoren (!), §-Vektoren (!) verschiedener
'A.rt, L-Vektoren und M -vektoren) und endlich (§ 4) einige Eigenschaften
dieser bewiesen.

§ 1. Allgemeine Bemerkungen iiber die linearen homo-
genen geometrischen Objekte. Wir bemerken zuerst, daB jede
Funktion ¥, welche (4) und (5) erfiillt, ein Homomorphismus der Gruppe
GL(n, R) in GL(m, R) ist und natiirlich umgekehrt. Die Bestimmung
aller linearen homogenen geometrischen Objekte kann also auf Bestim-
mung aller Homomorphismen der Gruppe GL(», R) in GL(m, R) zuriick-
gefithrt werden.

Jetzt stelle ich einige Eigenschaften der Losung F der Gleichung (4)
mit der Bedingung (5) dar. Vorher gebe ich noch einige Bezeichnungen an.
Mit @ (&) werde ich die skalare Matrixfunktion einer reellen Verinder-
lichen & bezeichnen. Die skalare Matrixfunktion ist eine Diagonalmatrix,
deren alle auf der Hauptdiagonale stehenden Elemente untereinander
gleich sind. @(£) hat also folgende Gestalt

Ip() 0 .. 0
q5(5)=: p(§) .. 0
00 L)

AuBerdem werden wir 'vora,ussef,zen, daB @ (¢) multiplikative Funk-
tionalgleichung
(1.1) D(£)D(n) = P(én)

(*) D-Vektoren sind mit den von A. Jakubowicz ([5]) eingefithrten Deffinoren und
§-Vektoren mit den von S. Golab und A. Jakubowicz ([2]) eingefithrten S-Affinoren
identisch, ‘
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fiir alle reellen von Null verschiedenen Zahlen &, und die Bedingung

(1.2) d(l)=-¢e

erfiillt. Aus der Gestalt @ (§) folgt, daBl (1.1) und (1.2) mit den Bedingungen
(1.3) p(&)p(n) = @(én) ,

(1.4) L p)=1

dquivalent sind. _

Weiter werden wir mit X' bzw. X7 die zur X inverse bzw. transpo-
nierte Matrix bezeichnen.

Mit Hilfe der obigen Bezeichnungen kann man folgenden Satz an-
geben:

SAarz 1.1. Ist F(X) ein Homomorphismus der Gruppe GL(n, R)

in GL(m,R), so kann man nachstehende Homomorphismen derselben Art
bilden

(1.5) ’ F,=[F(X ],
(1.6) F,=[F(&XN]",
(1.7) Fy=F((X7Y),
(1.8) F,= ®(4)F(X), d4d=DetX,
(1.9) F,=CF(X)C0".

In diesen Formeln ist C eine beliebige nichtsingulire Matrix und 4
ist die Determinante von X.

Durch das unmittelbare Uberpriifen, daB die Funktionen I,
t1=1,2,3,4,b, die Funktionalgleichung (4) und die Bedingung (5)
erfiillen, kann dieser Satz bewiesen werden.

Jetzt gebe ich zwei Sitze iiber die Determinanten der Matrixfunktio-
nen, die der Gleichung (4) geniigen.

SATz 1.2. Ist F eine Losung der Funktionalgleichung (4), so ist die
Determinante von F nur von der Determinanie A4 der Matriz X abhdngig.
Diese Abhédngigkeit hat die Form

(1.10) IF(X)| = (4),

wo ¢ eine multiplikative d.h. der Qleichung (1.3) geniigende Funktion ist.

Beweis. Da die Determinante f(X)= |F(X)| der Matrix F eine
skalare Funktion der Matrix ist, die wegen (4) die multiplikative Funk-
tionalgleichung

(1.11) FX)f(Y)=fXY)

erfilllt, folgt (1.10) unmittelbar ans dem Satz 1 der Arbeit [7].
1*



4 M. Kucharzewski

Ist die Determinante der Matrix F gegeben, 30 kann man die Deter-
minanten der Matrizen F,,F,, F,, F,, Fs leicht berechnen. Entsprechen-
des Ergebnis enthidlt folgender

SATZ 1.3. Bezeichnen wir mit f die Determinante der Matriz F, so
sind die Determinanien der Malrizen F;, 1=1,2,..,5, durch nachste-
hende Formeln bestimmi

(1.12) Byl = 1Bl =17, \Fl=I|F=F, Ful=9p"7.

Dieger Satz folgt aus der Gestalt der Matrizen ¥; und aus den wohl-

bekannten Eigenschaften der Determinanten.
Wir machen noch die Aufmerksamkeit auf folgenden Satz, der ganz
analog wie in [9] (8. 32, lemma 1) hewiesen werden kann.

SAtz 1.4. Die linearen homogenen geometrischen Objekie o und o,
5

die durch die Funktionen F und I bestimmi sind, sind untereinander stark
: B ]

dquivalent, Die starke Aquivalenz erzeugt die Funktion o = Cw.
B

Der Begriff der starken Aquivalenz (strictly equivalent) ist in [8],
S. 262, erklirt.
Wegen des Satzes 1.4 werden wir im weiteren die linearen homo-
genen geometrischen Objekte mit den Funktionen F und F nicht unter-
- ]

scheiden.
Umgekehrt gilt folgender von 8. Golab (vgl. [4], S. 104) herriihrender
Satz :

SATZ 1.5. Ist w ein lineares homogenes geometrisches Objekt mit der
Transformationsformel (3), so ist

(1.13) g= Uw )

wo O eine beliebige nichisingulire Matriz bedeutet, auch ein lineares homo-
genes geometrisches Objekt mit der Transformationsformel

(1.14) o' = (0FC Y)e,

o und w sind offensichilich stark dquivalent.

Die von A. Jakubowicz eingefithrten Bevektoren (Beftinoren) [4] sind
Objekte dieser Art. Sie sind ndmlich aus den kontravarianten Vektoren
mit Hilfe der Formel (1.13) erhalten.

Aus dem Satz 1.5 folgt nachstehender Satz noch

SATz 1.8. Es sei w ein lineares homogenes geometrisches Objekt mit
den Komponenten w2 a=1,2,..,m, und mit der Transformations-
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formel (3). Ist g, eine beliebige Permutation der Zahlen 1,2, ..,m, so st
das Objekt o mit den Komponenten

(1.15) o= goes

auch ein lineares homogenes geometrisches Objekt, dessen Transformations-
formel die Form (1.14) hat, wo O entsprechende nichtsingulire Matriz be-
deutet. o und o sind also stark dquivalent.

Beweis. Da jede Permutation der Komponenten des Objektes w
durch das linksseitige Multiplizieren der Matrix o mit einiel nichtsinguléiren
Matrix C ersetzt werden kann, kénnen wir die Beziehungen (1.15) in
folgender Form

(1.16) 0= Cow

umschreiben, wo C entsprechende nichtsinguldre Matrix ist. Mit Hilfe
des Satzes 1.5 erhalten wir aus (1.16) den Satz 1.6 und der Beweis ist
beendet.

§ 2. Verallgemeinerung der Tensoren. Jeder Funktion F,
welche die Funktionalgleichung (4) und die Bedingung (5) erfiillt, ist ein
lineares homogenes geometrisches Objekt zugeordnet, das durch die
Trangformationsformel (1) bzw. (3) bestimmt ist. Ist z.B. F(X)= X,
bzw. F(X) = (X7Y)7, so erhalten wir den kontravarianten bzw. kovarian-
ten Vektor, d.h. Tensor mit der Valenz (1.0) bzw. (0.1). Aus diesen kann
man auf wohlbekannte Weise die Tensordichten beliebiger Valenz
bilden. Wir kénnen den Begriff des Vektors auf folgende Weise verall-
gemeinern.

DEFINITION 2.1. Das lineare homogene geometrische Objekt, das
durch die Funktion F hestimmt ist, werde ich den verallgemeinerten
Vektor genau F-Vektor nennen.

Bezeichnen wir mit Fg' (4A) die Elemente der Matrix F, so kann die
Transformationsformel des F-Vektors so

(2.1) wf'=F(4)®, P,0=1,2,..,m

geschrieben werden. Nach dem Satz 1.1 sind fiinf weitere Homomorphis-
men (1.5)-(1.9) mit jedem Homomorphismus F verbunden. Wir kénnen
also aus jedem F-Vektor fiinf weitere lineare homogene geometrische
Objekte erhalten. Da man den F;-Vektor wegen des Satzes 1.4 weglassen
kann, sind noch vier F-Vektoren aus diesen iibriggeblieben. Wir werden
sie entsprechend mit w, w, w, w bezeichnen. Bezeichnen wir mit G(A4)
1 2 a 4
die Matrix F(47)” mit den Elementen G§ (4)
(2.2) G(4) = [F(4AN)] = 1168 (4)l

und mit F5(4) bzw. G5(4) die Elemente der zu F bzw. ¢ inversen Matrix
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F~Y4) bzw. G7'(4), so haben die Transformationsformeln dieser Objekte
nachstehende Formen

(2.3) wpr = FR(4) e )
(2.4) 0" = G (4)0°,
2 2
(2.5) wpr = 109'(«4)(;)@ ,
(2.6) of = O(J)FG (A) o .
4 4

Um die Beziehungen der Objekte w, w, w und o mit der Funktion 7
1 2 3 4

auszudriicken, werde ich diese auf folgende Weise nennen. Das Objekt
mit der Transformationsformel

(2.1) nenne ich den kontravarianten F-Vektor der ersten Art

(2.3) nenne ich den kovarianten If'-Vektor der ersten Art

(2.4) nenne ich den kontravarianten F-Vektor der zweiten Art

(2.5) nenne ich den kovarianten I'-Vektor der zweiten Art

(2.6) nenne ich die ¢ Dichte des F-Vektors.

Jetzt kann man ganz dhnlich wie die Tensoren der hheren Valenz,
die F'-Tensoren der héheren Valenz bilden (vgl. [4], 8. 108, [5], S. 61, [2]).
7.B. das Objekt I8 mit der Transformationsformel
P ..PLR..K
B! ..ol s .5,

= OUVE, | Fp T Ty, G Gl G G WG B,

ist eine @-Dichte des F-Tensors der Valenz erster Art (%, !) und zweiter
Art (¢, u) (kurz I'-Tensordichte (k,!) und (¢, u)).

Die F-Tensordichten kann man addieren, multiplizieren mit den
reellen Zahlen und miteinander, dann hinsichtlich der Indizes der gleichen
Art verjiingen. Diese letzte Eigenschaft folgt aus den Relationen

F(A)F(A™Y) = ||[FG T = |67,
GA)FA™) = | 6§ Q%I = ok

die die Homomorphismen ¥ und @ erfiillen. Alle diese Operationen sind
den, die fiir gewthnliche Tensoren gelten, ganz analog.

§ 3. Beisplele. Jetzt gebe ich einige Beispiele der F-Vektoren an.

1. A. Jakubowicz [5] hat folgende Objekte eingefiihrt, die er Deffi-
noren gennant hatte. Das sind die linearen homogenen geometrischen

Objekte mit (’2‘) Komponenten im n-dimensionalen Raume. Fir diese
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Objekte igt die Funktion F, die wir jetzt mit D bezeichnen werden, durch
nachstehende Formel definiert

(3.1) F=D=”-Dg’”’ tykyrys=1,2,..,n, P)Q=1s21"-a("2b)
DE(A)=24L4E, i<k, r<s,

wo P und ¢ alle Paare (i, k), i <k, i,k=1,2, ..., n, in einer bestimmten
Ordnung durchlaufen.

Bemerkung. Die Formeln (3.1) sind auf folgende Weise zu verstehen.
Wir ordnen jedem Paare (¢, k), 1 < k& der natiirlichen Zahlen ¢ und %,
wo ¢, k=1,2,..,n gleich sind, eine und nur eine Zahl P von der Folge
1,2, ,(’2” in ganz beliebiger aber bestimmter Weise. In (3.1) ist der
Index P bzw. @ eine Zahl, welche dem Paare (¢, k) bzw. (r, §) zugeordnet
ist. Da die natiirlichen Zahlen 1,2, ..., (’;) umkehrbar eindeutig auf die
Pare (i, k) abgebildet sind, kann man die Indizes P auch mit den Paaren,
die ihnen entsprechen, bezeichnen. Wenn wir die Paare (i, k) auf eine
andere Weise auf die Zahlen 1,2, ..., (’2‘) ein-eindeutig abbilden, so er-
halten wir ein anderes Objekt. Diese sind aber wegen des Satzes 1.6
miteinander stark dquivalent.

Die obigen Bemerkungen mit entsprechenden leichtverstindlichen
Veriinderungen betreffen auch die Formeln (3.2)-(3.5), (3.10), (3.11), (3.12).

Gemil unserer Bezeichnung ist das obendefinierte Objekt das kontra-
variante D-Vektor erster Art. Der kovariante - D-Vektor der diesem
entgpricht, ist durch die Funktion '

Dy = 24}, 4%,
definiert.
Da die Bezeichnung
D(4™)" = D(4)

tir die Funktion D gilt, gibt es keine D-Vektoren zweiter Art. Geméis
der am Ende des vorigen Paragraphen dargestellten Betrachtungen kann
man die D-Tensordichten beliebiger Valenz bilden und diese auf gewdhn-
liche Weise umformen (vgl. [5], S. 61).

2. S. Golab und A. Jakubowicz [5] haben ein anderes Objekt ein-
gefithrt, so genanntes §-Tensor. Im #n-dimensionalen Raume hat es (n}',,'l)
Komponenten und ist durch nachstehende TFunktion bestimmt. Diese
Funktion werden wir mit § bhezeichnen F(A4) = S(4)

, . AiIAfI
S(4) =851, 8G(A4)= {M’li:Aé
(3.2) (re) s

. 1
i<k, r<s, P,@=12,.,("}.
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Die Funktion (3.2) bestimmt also einen kontravarianten 8-Vektor
erster Art. Man kann noch drei weitere §-Vektoren bilden, d.h. den ko-
varianten §-Vektor erster Art und den kontravarianten und kovarianten
§-Vektor zweiter Art. Bezeichnen wir mit & die Matrix [8(47)]%, so
kénnen die Funktionen, welche diese §-Vektoren bestimmen, durch
folgende Formel ausgedriickt werden

3 3 S .A._1 T, SP (A) . {Af’r’Af' ,
( . ) [ ( )] . Q - 2-“1(ir'-Aa’)1 1,I< 8’,
. T\4T, nP’ _ Af:AZ’) y
(3-4) €= [S(A )] . aQ (A) = {2.4?;4‘1;’), < g
Ar.,Arl
-7y, p2oay _ | Al AR,
(3.5) S{47)): Beld) {244&'1‘17«'), r<s,

Unter diesen vier Objekten, die durch Matrizen (3.2), (3.3), (3.4),
(3.5) bestimmt sind, sind (3.2) mit (3.4) und (3.3) mit (3.5) stark dqui-
valent. In der Tat erfiillen entsprechende Matrizen niedergeschriebene
Beziehungen

S=0a0?,
[8(4™H1" = ¢7'8((47HT) 0,
wo ( eine diagonale Matrix ist. Die Elemente von ¢ sind durch die For-
meln
Ck=1, P={(i,i), Co=%, P=(i,k), i<k, C=0, P#Q

bestimmt.
Wegen des Satzes 1.4 folgt daraus, daB entsprechende Objekte stark
dquivalent sind. Wir haben also folgenden

SATZ 3.1. Der kontravariante (kovariante) S-Vektor der ersten Art
ist dem kontravariamten (kovarianten) S-Vektor der zweiten Art stark dqui-
valent.

Fir die S-Vektoren in dem zweidimensionalen Raume gilt noch
folgender

SATz 3.2. In dem zweidimensionalen Raume st der kontravarianie
S -Veltor der ersten Art einer Lovarianten S-Vekiordichte der zweiten Art
stark dquivalent.

Beweis. Fiir die Matrizen der zweiten Ordnung gilt die Relation
(3.6) (A™HY'=g7'0407",
wo J die Determinante der Matrix A und ¢ die Matrix
0 —1“
1 0
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bedeutet. Bezeichnen wir mit S(4) die Matrix des kontravarianten
S-Vektors der ersten Art, so ist der kovariante §-Vektor der zweiten
Art durch die Matrix

S((A-I)T)
bestimmt. Aus (3.6) ergibt sich also
(3.7) 8((4™)7) = 8T 8(0)8(A)[S(ON] " .

Aus der Formel (3.2) erhalten wir, daB §(J ') eine skalare Matrix
ist, derer alle auf der Hauptdiagonale stehenden Elemente J * gleich sind.

J-2
(3.8) 8(J7) = J? =J7%,
J-2

Uberdies muB §(C) nicht singulir sein, weil C eine nicht singulire Ma-
trix ist.

(3.9) 8(0)=0, DetT #0.

Wegen des Satzes 1.4 driickt die letzte Beziehung aus, dal der kova-
riante Esaffinor der zweiten Art der kontravarianten §-Vektordichte
der ersten Art stark dquivalent ist. Der Satz 3.2 ist also bewiesen.

Aus den Sitzen 3.1 und 3.2 folgt, daB jede S-Vektordichte im zwei-
dimensionalen Raume einer kontravarianten 8§-Vektordichte erster Art
stark dquivalent ist. Von den zerlegbaren abgesehen sind diese die ein-
zigen linearen homogenen geometrischen Objekte mit drei Komponenten
im zwei dimensionalen Raume erster Klasse, wie das Z. Karenska [6]
gezeigt hat. (Das geometrische Objekt nennen wir zerlagbar, wenn es
einem Vereinigungsobjekt ([1], 8. 13) stark 4quivalent ist, das aus den
Objekten mit weniger Anzahl der Komponenten besteht.)

3. Betrachten wir noch das lineare homogene geometrische Objekt
mit der Transformationsregel (3), wo F durch nachstehende Formel
bestimmt ist. Die Matrixfunktion F werde ich in diesem Falle mit L
bezeichnen F(A) = L(4)= ||ILY)|

(3.10) ILE(Ad)=AS4¥, &,k,r,8=1,2,..,n; P,Q=1,2,..,n2.

In (3.10) laufen P bzw. Q iiber alle Paare der Zahlen (z, k), i, k=1, 2, ..., n,
bzw. (r,s8), r,8=1,2,...,n, die auf beliebige Weise geordnet sind. Es
ist leicht nachzupriifen, daB die Matrix I die Funktionalgleichung (4)
und die Bedingung (5) erfiillt. Dieses Objekt werde ich das L-Vektor
nennen. Es hat also n? Komponenten im »-dimensionalen Raume,
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Nach dem Satz 1.1 kann man aus dem obendefinierten Objekt noch
drei weitere Objekte, die durch Funktionen

LA™, n4h", L™
bestimmt sind, bilden. Da aber die Beziehung
L(ATT = L(4)

in diesem Falle gilt, ist die Funktion L(4™")" der L((4™")") und L(4™)"
der L(4) gleich. Eg gibt also nur das kontravariante und kovariante
L-Vektor der ersten Art.

4. Wir definieren jetzt die Matrixfunktion F auf folgende Weise.
Ist A eine Matrix mit den Elementen A4}, so bezeichnen wir mit B mit
den Elementen B. die zur A inverse und transponierte Matrix. Wir haben
also

B=(4")", Bi=Al.

Jetzt bilden wir die Matrix M (A) mit nachstehenden Ilementen
(311) M5 (4)= A'BY, i,k,r,s=1,2,..,n,P,Q=1,2, .., n

In (3.11) laufen die Indizes P und @ iiber alle geordneten Paare (i, k),
wo i, k=1,2,..,n sind.

Man kann nachpriifen, dal die Matrixfunktion M die Funktional-
gleichung (4) und die Bedingung (5) erfiillt. Das lineare homogene geome-
trische Objekt, das durch die Funktion M bestimmt ist, nenne ich den
M-Vektor. Er hat #?-Komponenten im 7-dimensionalen Raume.

Die Matrix M erfiillt die Relation

M4 = M(4),
aus welcher die Beziehung .
M{A™H) = [M(A™H

folgt. Diese zeigen, dafl die M -Vektoren zweiter Art den entsprechenden
erster Art gleich sind. Wir haben also nur den kontravarianten und ko-
varianten M -Vektor der ersten Art.

Ganz analog kann man die .D-Vektoren, §-Vektoren, L-Vekioren
und M-Vektoren der héheren Ordnung bilden. Z.B. der L-Vektor der
Ordnung r kurz L-Vektor ist ein lineares homogenes geometrisches
Objekt, das durch die Funktion L(4) = | L5

” r

(3.12) LE(4) = A:}l... A,ifr

bestimmt ist. In (3.12) laufen die Indizes P und @ iiber alle geordneten
m-Tupel (3, ..., %), WO 4y, ..., % = 1,2, ..., %, sind.
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§ 4. Die Determinanten der Matrizen D, §,L -und M.
Sehr oft miilen wir die Determinante der Matrizen der F-Vektoren
bestimmen. (vgl. [2], [3], [4], [6]). In der Arbeit [2] bzw. [3] haben die
Verfasser die Determinanten der D-Vektoren und §-Vektoren mit Hilfe
eines Satzes von 8. Golgb ([1], S. 55) berechnet. Ich mochte hier einen
anderen Weg fiir die Berechnung der Determinanten von D, §, L und M
zeigen. Ich beweise némlich folgenden )

SATz 4.1. Die Determinanten der Matrizen D, 8,L, M, die durch die
Formeln (3.1), (3.2), (3.10), (3.11) definiert sind, driicken sich durch die
Determinante J der Matriz A auf folgende Weise

(41) |D|=J"", |8=J", |L[|=J™, |M|=1, J=Detd

aus.

Beweis. Nach dem Satz 1.2 ist jede dieser Determinanten eine
multiplikative Funktion der Determinante J. Wir haben also

(42) Di=@(d), Sl=@l), Li=al), M|l =q¢l),

wo die Funktion ¢, 1 = 1, 2, 3, 4, die Funktionalgleichung (1.3) erfiillen.
Um die Gestalt der Funktionen ¢; zu erhalten, setzen wir in (4.2)
statt 4 eine niederdefinierte diagonale Matrix

(4‘3) Altc,=a'i}.c) alza;,éo’ ad=at=..=ar=1.

Dann ergibt sich

o {a‘a“, P=Q,i<k. {a‘ak, P=g,i<k,
¢~ 0, P #Q; = 0, P#Q;
P afe*, P=@, P ata~k, P=gq,
- i -

0, P#Q; 0, P +£Q.

Daraus folgt, daB die Determinanten der Matrizen D, §, L, M die Form
(4.4) |D| = a”? ’ ISI = " ) lLI = a™ ’ IMI =1

haben.
Da die Determinante J der Matrix A gleichzeitiz die Form

(4.5) J=a

hat, erhalten wir aus (4.2), (4.4), (4.5) die Gestalten der Funktionen g;.
Sie sind durch folgende Formeln

pu(@) = a1, yfa)=artt, pla) =@, pla) =1

ausgedriickt. Dies zieht nach sich die Beziehungen (4.1).
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Mit Hilfe der Sitze 4.1 und 1.3 kénnen die Determinanten der Matri-
zen von den kontravarianten bzw. kovarianten D-Vektoren, S-Vektoren,
I -Vektoren und M-Vektoren der ersten und zweiten Art berechnet
werden.
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