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Introduction. On a démotre [1] que la limite de la matrice du
potentiel généralisé de simple couche, défini par M. W. Pogorzelski [2]
(voir aussi [2']), est, sous certaines hypotheses, la matrice du potentiel
généralisé du systéme elliptique d’équations le nombre de dimension 2 de
T’espace E,, dans lequel le systéme était défini, était plus grand que le rang
I de ce systéme (n» > ). Dans cet article on examinera le cas ou » < Al.
On sait que dans ce cas il est inutile de chercher la limite du potentiel de
M. W. Pogorzelski (voir I'exemple de M. M. Krzyzanski [3]). Néanmoins,
dans le méme travail M. Krzyzanski donne une modification du potentiel
qui converge avec ¢ —co vers une limite finie. C’est aussi le procédé appliqué
par M. S. D. Eidelman dans Particle de 1954 [4]. M. Eidelman construit
pour un systéme spécial d’équations paraboliques une solution fonda-
mentale intégrable sur tout ’axe du temps (¢ > 0). Cette solution n’est
autre que la quasi-solution bien connue dépourvue de ses premiers termes
dans son développement en série de Taylor. Selon ’auteur de ’article [4]
cette méthode est assez générale pour pouvoir étre appliquée aux cas.
des systémes paraboliques arbitraires, mais avec des coefficients qui sont
différentiables [5].

Dans ce travail on appliquera la méthode d’Eidelman aux systémes.
paraboliques d’équations soumis aux conditions de M. W. Pogorzelski [2];
on supposera donce ici que les coefficients sont hiéldériens. On ne trouvera
la limite du nouvau potentiel que dans le cas d’un domaine restreint (voir
les hypothéses IIT et IV), de méme que dans D’article [1]. Il serait peut-
étre possible d’améliorer ce résultat en étudiant directement le systéme
d’équations intégrales définissant la solution cherchée.

La solution fondamentale construite par la méthode de M. W. Po-
gorzelski au moyen de la quasi-solution, dépourvue de ses premiers termes
dans son développement en série de Taylor, sera dite solution fondamentale
spéciale. Le potentiel construit sur cette solution fondamentale spéciale
sera dit potentiel spécial.
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1. Soit, F Despace euclidien & # dimensions, ses points:
X =X(@, o, 2a); ¥ = ¥(y1y ooy Yn); Z = Z (21, ..., %), ..., t 6tant le temps
non négatif. Soient: 2 un domaine de E, 2 la fermeture de 2, Q" une
région de E contenant 2; ¢, C, C,, C°, ... des constantes positives (on
les écrira aussi const ou ¢'¢). Soit M > » Pordre du systéme parabolique
d’équations linéaires, normales, a coefficients holdériens et aux dérivées
partielles; %), ..., ka — les composants entiers non négatifs de chaque
entier non mnégatif k< M, clest-a-dire 0<k; <Fk; k+...+kn=1Fk;
0 < k< M. On posera: (k, ..., kp) = (k) et on écrira les coefficients du
systeme et les dérivées de la solution inconnue (u,, ..., #x) = (¥) comme
il suit:

ARX, ) =AM X, 1) et DNu) =rtoeyjexlt L ek .

Le systeme d’équations prendra ici, comme dans ’article {1] la forme
o<k< M

AYX, t) DF(uj) —euaet = 0,
N

N

1.1) V) =

1

18

A

n

?
a=1,..,8,XecQ,t>0,

la somme (1.1) étant étendue & toutes les suites (£). En désignant par p

le nombre des termes de la somme 2 du second membre de la formule (1.1)
on écrit cette somme sous la forme suivante:

(4o(X, 1)- D(w))?,
ce qui permet de remplacer la formule compliguée (1.1) par la suivante:
(1'1)  ¥u) = (4 X, ) D(u))’ —uqfét = 0,
a=1,..,N, X e,1>0.

La matrice [w;];j-1..~x des solutions du systéme (1.1) sera notée [a].
Les hypotheéses sur les coefficients du systéme (1.1) sont les suivantes:
I. Les coefficients du systéme (1.1) sont continus et bornés dans

la région 2’ et pour ¢ > 0; ils sont soumis aux conditions de Holder
CLI XY +it—<"], k=,
XYM k<M, t=r1.

| XY| désigne la distance des points X et Y; I et b’ sont des constantes

telles que 0 < h <<1; 0 < ?' < 1. Posons h, = min(k, 24h"). On suppose
aussi que les limites

(2.1) AS(X, ) —AP(Y, 7)) <

(2’1) l'im APX, ) =APX), XeQ,a,j=1,..,X

existent et qu’elles sont uniformes dans £’, pour chaque suite (k), définie
plus haut.
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II. Le systéeme (1.1) est uniformément parabolique par rapport a la.
variable ¢ dans la région £’, selon Petrovsky [6], (voir aussi [2], formu-
les () et (7)). I1 en résulte que le systéme d’équations

(3.1) P i) = (A X) D(@)? —Oitafot =0, a=1,.., N,

sera aussi parabolique selon Petrovsky dans le domaine (', pour ¢ > 0.
On écrira la définition de la matrice des quasi-solutions [ W] du systéme (1.1)
de M. W. Pogorzelski au moyen des définitions du début de ce paragraphe,.
comme il suit:

(£1) Waf =WH(X,4 Y,7)
40
= @r)™" [ ot,7; Z,¢; (3))expi(s(z—y))ds,

ot (8) = (8, ..oy 83a), A8 = ds;...dsn, 8* = 8§ +... +82;
'Nl Hy
@) L=, 2,5 @) =D D Khs™(t—1 expis™(t—1),
=1 [=0

X, Y, Zef2, (20; tZ27>20; X#Y,sit=1; a,=1,..,N.

N, est le nombre des racines différentes de 1’équation de Petrovsky pour
8 =1, u,—ordre de la racine A, v —=1,..., N;. Les coefficients Kb,,
1=0,1,..,4,»=1,..,N, de la somme (4'.1) et les racines A, dépen-
dent des coefficients de la matrice des quasi-solutions et des wvariables
(81/8y ...y 8a/8); ils sont donc des fonctions de (Z,() et de (s8,/s, ..., 84/8).
Les fonctions #2 forment la matrice-solution [»] du systéme auxilier
bien connu d’équations linéaires aux dérivées ordinaires avec les valeurs
initials données par le symbole de Kronecker &.. Il résulte de 1’hypo-
theése II que

(51) TRel<—06,08>0;, ZeQ, ¢>0, »=1,.., N,
et de ’hypothése I que

(3’1) limia=4%4,s=1; lMmK, =K, 1=0,..,4,r=1,..,N,
{—o0 {—o0
et

(3”.1) Rel, < —8, Ze®, »=1,..,N;.

Comme les coefficients du systéme (3.1) ne dépendent que de la variable
spatiale, on peut écrire les quasi-solutions du systéme (3.1) comme il
suit:

(6.1) Wi =WiX, 7,0

= {2m)™" ﬁ 25(0, Z; (s))expi(s(z—y))ds8, O=1t—1

—_—0
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et
.\'1 T4
a 2 A a~r =
(6'.1) 95 =98, Z; (5)) = 22 K28V 0exp(us™0); o, p=1,..,N.
v=11=0

11 résulte des inégalités (5”'.1) et (5.1), donc de I’hypothése II, que les
matrices [9] et [W6™] aussi bien que les matrices [v] et [W(t—z)"*]
sont formées de fonctions entiéres en 6" et (X —Y)/6"™ respectivement
de classe Z} et ZI, avec p = M et 1/p+1/g =1 (voir [2] et [6']).

Ce fait permet d’écrire les inégalités

(7.1)

vﬂ(t, 5 Z,8; (s))’ < C’exp[—%és‘u(t—r)] , 1>t
(1.1) @—0)"MWH(X,t; Y, 1)| < Cexp{—c[| XY|/(t—7)'"")}, t>7,
(voir [2]) et de méme

(7.1)

92(0, Z; (8))| < Cexp(—16570),

(771)  0"WX, Y, 0)] < Cexp[—e(IXYY6™YT, ¢ = MM 1),
6>0, X,Y,Ze.

2. Appliquons maintenant la méthode d’Eidelman de Darticle [4].

Développons les quasi-solutions des systémes (1.1) et (3.1) (qui sont

des fonctions de (z—y)) en séries de Taylor au point A= A(a,, ..., ),
ol a3 +...+ar >0, |[4] > 0, & savoir

(1.2) W5 = WHX, 4 Y, 1) = ) Q54X , 4 Y, v);
p=0

(1'.2) W= W5X, Y,0 =) “Q5X,Y,0), 6=t
p=0

ou

(2.2) Q7 = QF(X,4;Y,1)

1 0 o 1» .
= 17 [('51 —a,) a—wl+ e+ (En—aq) 3_‘”;] ‘Vazﬁg(x1 LY, T)x-v-u43

& =wi—Ys, 1=1,2,..,n,
(2'2) “Qf =-'QiX,Y,0)

1 0 . o 1® ..,
= IT![(EI—GI)%: —:-~-+(Qn—an)a?“] Wf,g(l, Y, 0)|x-y=a-



Propriété limite de la matrice du polentiel spécial de simple couche 243

Posons
M-n

(3.2) AP = PEX, Y, 1) = ) QPN X, 4 Y,7),
p=0
M-n

(3".2) 4P% = 'PLX, Y, 0= ) 1Q%UX, Y, ),
»=0

et écrivons, par définition, pour les quasi-solutions spéciales les formules
(42)  Wai' = WX, 8 Y, 1) = Wi X, 5 ¥, 1) —uPHY(X, 5 ¥, 1),
4.2) WL -AWEHX,Y,0) =W5X,Y,0—P4XX,Y,0).

11 résulte de la

(5.2) IW"‘

0 ](M-n--i—l) 2

o
= (.M—n i 1)'! [(51 —a,) é;lj‘ e+ (En— an)a*w; ap'clx_ Fed’s

et
A=A+ X—-Y—-A4), A"=A'[a,+ (& —ay),..., an-i—ﬂn.(fn—dn)], Inl<1,

(5'.2) “wi

1 0 o JW—n+1) .,
= m[(51_“1)3—%+---+(§n—an)&—x;] Valx_yeu -

Mais Pinégalité (33) (article [2]) entraine
(6.2) |DR[WEH| < const§~ ™M gy g
(6".2) I DR WE]| < const =/t

Ces inégalités appliquées au cas ou m = M —n+1+p donnent les limi-
tations suivantes des fonctions (5.2) et (5°.2):

(7.2) | DL W% < constg UFPTM g ¢ 7> const > 0,
(7°.2) | D W2 < const g~ T@TVAD gy g 1,2, L

Ces derivées sont donc absolument intégrables sur le demi-axe 0 > 1.
Quant 2 'entourage du point § = 0 les limitations de I’article [2] donnent

(8.2) | DY W5 <eonstd™| XYM gy >0,
(8'.2) IDRIW5] < const 7| X Y|~ =M g — 0,1, ...

On conclut de la, a cause des définitions (1.2)-(4'.2), que

M-n
—rxy)em - —(n+m+p-
Dx[ ]l const8™ | XY (nm=3 | 2 IX—Y—AP|A] (n+mt p—Ap)
=0

Annales Polonici Mathematici XIV 16
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Mais on a supposé [A| # 0 et le domaine 2" est borné. C’est pourquoi
le second terme de la somme ci-dessus est borné. Les limitations des
quasi-solutions dans ’entourage du point 6 = 0 subsistent donc pour
les quasi-solutions spéciales, par conséquent

(9.2) M WE] < const @ XY |~ ™M gt 1> 0,
(9°.2) IDRAWE] < const 94| XY |~Fm=M0 g 0,1, ...
On voit donc que les singularités de ces dérivées sont faibles jusqu’a
Pordre m = M —1 pour
(9.2) 1-1/M<u<1.
Aussi on peut démontrer une inégalité analogue a Pinégalité (59), [2],
4 savoir:
(9'” 2) 1"[-4 m[A .&1 Cl]l
< Cnlt— v) "'*""’“‘exp{ el | XY |/(t =) M) sup |42, ) — A2, &)

Cl, €, étant positives, et 0 < v < .

LEMME 1.2. Il résulte des hypothéses I et II que les quasi-solutions
spéciales avec leurs dérivées jusqu'a Vordre m < M —1 sont absolument
intégrables sur tout V'axve positif du temps, a savoir les intégrales

(10.2) [ 1D WE (X, t4-6; ¥, 0)]a6,
(10.2) f \D"[WAX, Y, 0d0, X=Y

“existent pour m = 0,1, ..., M —1. Leurs singularités par rapport & |XY|
sont

(10”.2) const | X y |~ "M

elles sont faibles pour m = 0,1, ..., M —1.

On introduit les systémes elliptiques liés aux systémes paraboliques
(1.1) et (3.1), & savoir

(11.2) PO () = FO(n) + ‘T‘t- =0, a=1,..,N
et

’ a 2(a) ‘r'A'u'a "
(11°.2) P2 (u) = P>u) =0 a=1,.,N.

Le dernier systeme y@(u) est le systéme elliptique limite dont il était question
dans Uintroduction. En effet ses coefficients sont les limites des coefficients
du systéme (11.2) ou (1.1) pour {->oco.
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On introduit les fonctions

(12.2) X, Y) = [ WE(X, 146, ¥, 7)d0 =
1]
et
(12'.2) LwZ(X, Y) = l AWEX, Y, 0)do — “wh .
On aura le

LEMME 2.2. Il résulle des hypotheses I et I1 que les intégrales (12.2)
et (12°.2) sont les quasi-solutions des systéemes (11.2) et (11°.2) respectivement.

On démontrera donc les égalités suivantes:

()
(13.2) M La5(X, YY) = 2 Az, oy DV LWk (X, X)) =0
1< <N

a=1,..,N; Xe2; Y, Ze2, >0

et
(M)
(132) 2Tl X, V= ) AGU2) DV ui(X, V)l =0,
1<jEN

X#Y, (M)=(kyy e ka), by +...+ by = M; f=const, 1<K N.

On démontrera seulement 1’égalité (13°.2). Pour X # Y on peut
faire rentrer I’opération x@ sous l’intégrale (12’.2), car dans ce cas le
point & = 0 n’a pas de singularité, et la différentiation n’augmente pas la
singularité de ’intégrale a ’infini. On a donc, d’accord avec les définitions
(13°.2), (1'.2) a (4’.2) et le fait que 0O < M—n < M

(= =]

(142) 29¢wl) = f [ WEX, Y, 8]do = [ A [Wi4(X, Y, 6]d0

0

f{ e, v, o % X Y, a)}d0+fawfﬁ(x Y, 0,
1]

= aﬂ(l Y 0)9,0 -—0 a,ﬁ=1,...,N, .XEEY,

4 cause de la définition de la quasi-solution W% as et de l'inégalité (6'.2)
pour m = M, c.q.f.d.

Quant’a la quasi-solution spéciale [ Wfﬁ] elle n’est pas la quasi-solution
du méme systéme d’équations que I’est la quasi-solution [WZ%] (veir [2],
(20)): elle sera la solution de la méme équation, mais avecle second membre.
On aura en effet, comme conséquence immédiate du lemme 2.2 le

16*
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COROLLAIRE 1.2. Les quasi-solutions spéciales [JW5HX,1; Y,17)] e
[AWfp(X , Y, 0)) sont respectivement les solutions des systémes

o ey 0aWe 2P
(15.2) IO WG) -2 = =%, a=1,.,N,
Ay ~ApZ
(15°.2) SR 7 I e i W

¢ 89 ?

Il peut étre intéressant de savoir (voir (3'.2) et (2°.2)) que

M—n
o P 1 2 PR ORI
62) ¥ = 3 lit—a) ot tama) | A WAl
p=0

(M) M—-n

1 1 0 o 1@
I B e e e L P
1<5<N p=0 p- 1 OZn
x DM[WiHX, Y, 0)lx—y_4
et que
RS o P4HIT, 0; Y
T 2 y=1

' L ;A “
167.2)  “wh=wi— [ [ D Wi, m Bt D
0 =1

Les dérivées de la quasi-solution Wf} dans la formule (16.2) seront
d’un ordre assez élévé (<< 2M —n) mais calculées pour X — Y = A4 #0.
Elles seront done, comme fonctions de 0, réguliéres sur tout ’axe positif
de D’accroissement 0 < 68 < co et des polyndéme d’ordre (M —n) comme
fonctions de (X —Y = A) (ai=ax;—ysy t=1,...,0).

11 est aussi intéressant que les limitations (10°"'.2) peuvent étre faci-
lement améliorées (voir {4]). Nous savons en effet (voir [2], (33)) que

1
DY TAWEX, Y)Y < {1+ [ 07 exp[—ea (IXT|/6"¥) 48,
’ q= M{(M-—-1).
En faisant intervenir le changement de variables bien connu
XY =wu; 0 =[XY|ju]"; a8 =M\ XYMdujuM!

on trouve l'inégalité

(17.2) IDM Ml X, T))| < const In|X Y.
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Pareillement on obtient pour m > M —n DPinégalité

(17°.2) = | D"[*wZ(X, Y)]| < const| XYM~ *™

Ces deux limitations sont plus avantageuses que (10'’.2). Les mémes
limitations subsistent pour la quasi-solution: ,wZ'(X, Y). On a donc la

Remarque 1.2. On peut remplacer dans la limitation (10'.2)
|1 XYM par (XYM on par In| X Y|, dans le cas at m = M —an.

8. Construction de la matrice des solutions spéclales des
systémes (1.1) et (3.1) dans le cas: » < M. On trouvera dans
ce paragraphe une énumération des propriétés de la solution spéciale dans
le cas du temps 0 <t < T = const. Les démonstrations de ces propriétés
sont & trouver dans l’article [10].

Ecrivons par analogic avec larticle [2]:

(13)  aNelX, 8 ¥,7) = POLWE(X, 5 ¥, )],

a=1,...,N, f=const, 1 < B < N;

(1'3)  “NHX,Y,0) = POrtwiox. v, ),
e=1,...,N,f=const, I<AN.

Ces définitions prennent, a cause du corollaire 1.2, les formes

(2.3)  4Nop = aNop( X, t; ¥, 7) = Noy— PO PY)

(M)
= D [AGUX, )~ AGU(Y, I DMIW(X, 5 ¥, )] +
1<jENV
0<kf‘ll P
+ 2 AWK, ) DLW (X, 4 Y, v
1<V
(2.3) AN, = AN (X, Y, 0) = N,,— ¥ ['P5)
(M)
= ) (AG9X) — AGUTIDIWHX, X, 00+
1KjN
osh< M
[ PR SR N 2
n 2 AP DT WHX, T, 8]+ T,
1<7< N

les sommes des formules (2.3) et (2°.3) étant étendues i toutes les suites
k=(ki,....kn)y By~ ... +kn =k, 0 < k; < k. Ces formules remplacent la
formule (89) du [2] — la définition du noyau: N4(X,t; Y, 7).
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Les matrices des solutions des systémes (1.1) et (3.1) sont définies
comme il suit. Pour le systéme (1.1) ce sont

t
(3.3) ulwp = alp(X, 8 Y, 1) = WE(X, 4 ¥, 1)+ [ | B W™, pyalld

(X4
ou
N
(4.3) S(f,9) = D ful X, & 1T, D)1, 35 ¥, 7)
y=1
et

APos = Pep( X, 1; ¥, 7)
doit étre la solution (voir (13.3)) du systéme d’équations intégrales

{
(53)  Pup = NplX,t Y, 1)+ [[ 8N, P)alldc,

T
a=1,., N, f=const, 1 <N,
pour qu’on ait:

(5.3) PO Mo(X, 1 Y,7)] =0, a=1,..,N; 1<t<T = const.
Pour le systéme (3.1) on a

(3.3) Al =AT4X, Y, 6)

0
—AWHX, Y, 0+ [[s('W", p)alTas, a, =1, .., ¥,

0
ol
N
(4'.3) s$(fs9) = D ful X, 1T, 8—0)olIT, Y, 0)
r=1
et
(1”.3) P, = D4X, Y, 0)

est la solution (voir (13'.3)) du systéme d’équations intégrales

0
(5".3) Py = Np(X, Y, 00+ | | s('N, ‘@) dlTa;
00
pour qu’on ait:

(5"".3) PO, (X, ¥, 6)] =0,
a=1,..,N, f=-const, 1 <B<N, 0<O<const, X#Y, Xef2, YeQ'.

11 résulte de I’hypothése I, des limitations (8.2), (8'.2) pour m = M
et 1 —hy/M < u <1, ainsi que des formules (9.2) et (9°.2) pour 0 <m < M
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et 1—h/M < pu <1 et des définitions (2.2) & (3'.2) que les singularités des
noyaux (2.3) et (2'.3) sont faibles. Notamment on a

(6.3) . Noa(X,t; ¥, 1) < const @ Xy U H-m=hl

1—M/M<p<l,t—t=20
et

(6'.3) |'N4X,Y,8) <constd XY~ MM _pM<pu<l.

I1 résulte aussi facilement de 'hypothése I, des définitions (2.3),
(2.3) et (2.2) a (5'.2), et des inégalités (6.2) a (7'.2) que

(7.3) |4N(X,t Y,7) <eonst(t—z) "M t_r>1
et
(7'.3) " Nos(X, Y, 0)] <const 7 g1,

En tenant compte des abréviations (4.3) et (4'.3), on trouve les
noyaux itérés comme dans Particle [2] en éerivant

4
(83) NGV = NGUX,t; ¥V, v) =] | SUN, N)dITd:,

Q'
©
4Nag = (N
et '

6
(8.3) NGV ="NGVDX,Y,0) =) s("N, NI,

0
-IL*P‘(:;) — A.Naﬂ .

On écrit pour les noyaux résolvants des systémes (5.3) et (5°.3)

(93) . Rp = Mp(X, Y, 1) = Y N9, a,8=1,..,N
v=0
et
(9'.3) MRy = Rp(X, ¥, 0) = D NG @, f=1,.., N,
=0
Alors on a
¢
(9".3) Doy = 1 Nop + | | BN, (N)ATA = (R,
(X d
et

[}
(9"".3) B,y =N+ | | s('R, W)L =90,
09
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En tenant compte des limitations (6.3) et (6".3), on démontre qu’il
existe un indice »,, &4 partir duquel tous les noyaux itérés (8.3) et (8'.3)
sont bornés, a savoir

N
(10.3) 2 |AN§,73)| < Ay =const, »v>=y,
p=1
et
¥
(10".3) D IUNG < Ag=const, v,
p=1 '

De 14 et des limitations mentionnées il résulte (de méme que dans
I’article [2]) la convergence des séries (9.3) et (9°.3) dans le domaine ',
0 <t < T =const.

De méme que dans Particle [2] on a les limitations

(11.3) | aWas] = [ 4Pl < ,p'e(t_.,)—nIXY[—[n+M(1—m—h,1
et
(111.3) I;lmﬂﬂl - |1¢aﬂ| gq)ff aﬁ,ulXY|—[ﬂ+;‘l(l—u)—h] .

De 1a et des inégalités (9.2) et (9°.2) il résulte que les intégrales (3.3) et (3'.3)
existent.

On. démontre aussi que les noyvaux et les solutions sont holdériens
par rapport 3 la variable spatiale X. A savoir, on a pour chaque ensemble
fermé 2* ¢ ' les inégalités suivantes:

Q)te'X.X’!nhl/inf lX Y|u+ J‘!+l,
(p'e]XX'Vll(t __r)—(l'i'l/ﬂl) ,
0<y<l, O0<t—71<1l, X, X' e*, YeQ—-0*, t—7>1.

(12-3) l.vl-Naﬂ(Xa t; Y’ T) —.lz\raﬂ(X': t; Y9 t)l < ‘

ainsi que
q)l(ixxllqh/inf|XYJn+Jl+l’
q)lelX Y/lh 0—(l+l/:'ll)

“ ’
0<yp<l, 0<O0<l, X,X' el Ye2—-0+, 0=>=1.

(12l-3) lJan(X7 Yv B) —‘.‘Naﬂ(x,y Y’ G)I < I

et
(18.3) 4@l X, 8 ¥, 1) —@up( X', 1; ¥, 1) < | X X" finf | X Y"*
O<np<l, 0<t—Tr<l, X, X e Ye2-—0*,
ainsi que
(13°.3)  |"®s(X, Y, 0)— "B X’, T, 0)] < ¢°|XX'|"/inf | XY|" "V,
0<n<l, 0<0<1, X,X e*, Ye 0.
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On démontre facilement, comme dans Particle [1] ou [8], les inégalités
suivantes:

(14.3) | NG| <econst® ™' MM t_r=6>1,v=0,1,..
(14°.3) [“ND| < const®™* ™™ g>1,v=0,1,..

les constantes des seconds membres de ces inégalités n’étant pas indé-
pendantes de ’indice ».

4. Les intégrales des expressions du paragraphe 3. Les
expressions (7°.3), (10".3) et (14'.3) permettent d’affimer que les inté-
grales:

1]

(1.4)  [“NS(X, Y, 0)d8 = “nS)(X, ¥) =08, “n ="n,,

0
a,f=1,..., N,

existent dés que X # Y pour v =0,1, ..., % —1 et pour » = »,, v +1, ...
elles sont bornées méme si X = Y.

On démontrera gue pour X = Y, » =0, ..., »,—1 leurs singularités
sont faibles. En effet, on trouve en partant de » = 0 et des expressions
(2°.3) et (17°.2) que
(2.4) - |nes(X, Y)| < const | X ¥
et
(2°4) "aQX, V) <const| XY |, ay=h, ay =, +h,

mais pour » = v, > [n/h]
(2".4) I“nS(X, Y)| <const, a,f=1,..,N.

On démontrera sans peine, comme dans 1’article [1], la formule

2.4) g™ = [ s(*n, AT, v=0,1, ..,
ou 7
N
(2™.4) s(fy @) = qu-/(X, Mg, Y).
En effet "

0o -]
ALy f NG, Y, 00d0 = [ a8 [[ s(*N,“N)armd;
(14

0 0

oo oo N
= [ac[ao [ DN X, T, 0-0"NpUT, Y, )l
0 I Q27 p=1
oo oo N
= [ a [ a8, f N 4N (X, T, 0 NQUT, Y, £)all
0 0 _.r—-l

= f 2""»0,,(1',1'1' AT, Y)aIT = "2l ,  c.q.fd.

2 =1
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La sommation formelle des noyaux itérés (2°''.4) permet d’ecrire

(3.4) gy = mo( X, ¥) = X nll(X, Y).
r=0
De méme on introduit la fonetion
(4.4) Yol X, ¥) = Mg X, ¥)+ [ s('m, n)all .
QI

Pour avoir la série (3.4) convergente on admettra les hypothéses
complémentaires IIT et IV (au par. 7) et on introduira les fonctions do-
minantes (au par. 5 et 6).

5. Les fonctions dominantes. Observons que les polynomes (3.2)
et (3.2) sont, par rapport a la variable | X — Y — A|, @’ordre M —»n. Cest
‘pourquoi nous avons les formules

DHWE — D*WE ot D WE = DFWH

dés que k> M —n.

Les dominantes des dérivées d’ordre &k > M —n des quasi-solutions
(4.2) et (4'.2) sont les mémes que dans ’article [1] ou [8]. A savoir on
‘pose sur tout ’axe positif

1.5)  (WE), = Co™ "V exp[—e(| X Y|/0V), ¢q=M)(M—-1),
ou les constantes positives C; et ¢, sont convenablement choisies (on
les trouve par exemple dans les formules (33), [2]).

Si k < M—n on peut écrire (voir [4])

{2.5) DFWE

M—n—k
kyirZ o1 0 o »
=D" Wy — 2‘4, i’_![(‘vl_yl_al)é;;‘*----+($n'?ln—an)a?”
p=

xD*Wo(X, Y, 0)x—y—-

Il est done naturel de définir, comme dominante de cette fonction
pour 0 < 6 <1, la fonction

(3.5) (W = C 0 " Mexp[— (| X Y]/6V)4 4
M—-n—k

+ Z ”1)Ck+p/p!|4Y _ Y_Alp 0—(7l+k+17)/.l[exp[__Gk+p( lAI/GII-"I)QJ,
p=0

q= M{(M—1).
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Mais comme le dernier terme reste borné pour chaque valeur de 0,
on peut écrire pour 0 < 6 <1

(3'.5)  (Wguk
M—-u—-k

= G0 exp[— e (XTI + D o, X—T— 4P,
p=0
ou ¢f., > 0, est constant.
Pour 6 > 1 et £ << M —»n on trouvera, 4 cause de (2.5)
(4-5) (I‘lraﬂ)k — Cz*!X— 17_41!31—",—1\'—11 9—-(1-!-]/.11) ,
6>1 k< M—n, C*>0.

Remarque 1.5. Les dominantes (1.3), (3'.5) et (1.5) sont les mémes
pour les dérivées D*('WZ) et D*( WZF).

On a supposé les coefficients du systéme (1.1), ainsi que le domaine 2’
bornés, on peut done écrire comme dominantes pour les noyaux N
et 1N, les fonetions qui suivent:

1) 6 >1:

(5.5) INHX,Y,00=00 """ 21; X e, Ye2

C > 0 est une constante convenablement choisie;
2) 0 <<

(63) i“vaﬁ — lATaﬁ(X; Ir’ 0) — CB—[I+(n—h)/.\!) exp[~c(lXY]/G“"")q] ,
0<0<1,¢>0,C>0.

Il résulte des formules (6.3) et (3.3) que les noyaux N3 sont définis
aussi bien que dans Darticle [1] ou [8] et on peut écrire, pour 6 borné,
comme dominantes des noyaux résolvants (9.3) et (9°.3) les fonctions

(15)  RH(X, X, 0)= D INX, Y, 0; 'NHX,Y,0=N)X,¥,0),
v=0
a,f=1,..,N.
On a aussi comme dans (10°.3)
(8.5) INONX, Y, 8) =const, »> .
La dominante pour ,®,; et "‘Q,,, (voir (5.3) et (5".3)) est la fonetion:

7]

(93) 'B(X, T, 8) = Nyy(X, ¥, 0) = [ [ s(N, M)A =Ny, X =Y

09

avec les mémes singularités que a la fonetion 'N,4(.V, Y, 0).
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6. Les intégrales de la dominante (N4 JX, Y, 0) sur l'axe
positif du temps. Il résulte des définitions (6.5) et (5.5) de la domi-

nante N, qu’elle est intégrable sur ’axe positif du temps
(1.8) gy = ngp(X, ¥) = [ IN (X, Y, 0)d0
0

1 oo
— [ INH(X, T, 00@0+ [ \N(X, Y, 0)a0, X +£7Y.
0 1

Sa limitation est la suivante:
(2.6) |1n4g5(X , ¥)| < const | X ¥ |~

comme dans l’inégalité (2.4). Par suite en formant les noyaux itérés

(X, ¥) on retrouve les mémes limitations qu’au par. 4. Ainsi on

arrivera & un indice », tel que
(3.6) 0<Inf(X, ¥Y)<comst, v»>u,.

On peut écrire comme aun par. 4

(4.6) altH(X,Y) = {s(ln(‘k), R*NAIT, k= 0,1,..; 2% =n.

S

o

En sommant formellement les noyaux itérés on obtient le noyau

(5.6)  Imp(X, ¥)= D mPX,Y), X#Y¥,XeQ, Ye

»=0

qui est la fonction dominante des deux intégrales des noyaux résolvants
(11.3) et (11’.3). Pour obtenir la série (5.6) convergente on fera inter-
venir des hypothéses supplémentaires.

7. Hypothéses supplémentaires. La discontinuité de la fone-
tion In.,(X, Y) est faible par rapport &4 la variable spatiale, c’est pour-
quoi lintégrale

[ (X, Y)AY
ﬂ’

est arbitrairement petite avec la mesure du domaine £
Hypothése IIL. On suppose le domaine Q' assujetti & l'inégalité
suivante:
[ N

N
1.7 D (X, 0 = [[ D INyX, ¥, 0)dYd <b <1,
=1 0

00 f=1
0<f< o0, XeQ,a=1,..,N.
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Le lemme 1.4 et la formula (10.4) de DParticle (1] restent valables,
4 cause des limitations du par. 5 et de Phypothése III. Ainsi on a
LEMME 1.7. Il résulte des hypothéses de 1-I11 que séries (6.3) et (7.3)

sont uniformément convergentes par rapport ¢ 0 pour X + Y, et que les
intégrales

[
2.7 HX,0) =[] Rl X, Y, 0)dY AN, «,f=1,.., N,

00
et
[}
(3.7) Jup(X, 8) = [ [ 1M X, Y, 0)dYAO, «,f=1,..,N
0

existent uniformément pour chaque 6 > 0.
De méme le corollaire 1.4, [1], subsistera sous la forme du

COROLLAIRE 1.7. Il résulte des hypothéses I-II1 qu’on a pour chaque
6>1T

0

(X, 0,T) = [ [ 1" Rep( X, ¥, 0)|dTd0 >0, T-ro0
T2
el

0
X, 0, T) = | [ Rep(X, ¥, 6)dY A0 >0, T—oo.
T
8. La convergence des séries (3.4) et (5.6).
THEOREME 1.8. Des hypothéses il I-1I1 résulte la convergence de la
série

(1.8) Yimg = ) WX, Y), X #Y;
y=0
la fonction est a singularités faibles et elle est intégrable dans Q'.
Démonstration. On introduit les dominantes du par. 6

oo

(2.8) WX, Yy = [ INS(X, Y, 0)df.
0
Nous savons que

% l .
(3.8)  NAX, Y, 0 =D INQX, Y, 0+ [ | s(N, NI
v=0 0 o

d’ou

(S5 0

" Koo
(4.8) [ 1N,(X, ¥, 00@0 = X (X, Y)+lim [ a0 [ a; [s(R, 1 ¥")arl.
: = e S

0 0

L’intégrale sous le signe de la limite, désignée par jgx, sera bornée.
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Ecrivons en effet cette intégrale comme il suit
K K |
(58) 0<jx = [ a [ as [soR, \N")ar
0 4

o

-

K N
=[a& [ a0 [ X (X, 1, 0)N1, ¥, 0)dll .
0 0 o y=1

Alors
N K
0 <jx < D [ max NI, ¥, 5)d: f a8, | R (X, IT, 6,)all .
v=1 0 m1,Yen Ql

Le lemme 1.7 et les inégalités (5.3) et (8.5) donnent
(6.8) 0 < jx < const .

On a done démontré que 'intégrale (4.8) existe.
On démontrera ensuite gqu’on a, & cause de la définition (5.6). la
formule

(7.8) l R(X, T, 0)do_2m‘"’ X, T) = lms(X, X).

0
En effet, on a pour K et K, positifs guelconques et pour X = Y
K
(8.8) 2{ NQ(X,Y,0d0 < | Rp(X, ¥, 0)d0 < const, X =Y.

r=0 0 0

Mais les fonetions intégrées sont non négatives; on a donc pour chaque K,
positif

>

0

[ g, 7, o)do_Zln‘"’( X, ¥) < const
0

v=1u

Il
]

v

d’olt il résulte la convergence de la série
=%}
(9.8) DR, ¥) = imy(X, Y), XX
v=0

ce qui démontre Pégalité (7.8).
On a comme conséquence des inégalités (8.8) et (4.5) 'égalité

(10.8) fl Ns(X, T, 0)dY do _ZJ X, T)AY = [ Imy(X, ¥)aY,
Dl
car les termes de la premiére somme de (10.8) (voir (2.6) et (3.6)) ainsi

que la fonetion hng(X, Y) (voir (9.8), (4.8) et (6.8)) n’ont que des sin-
gularités faibles. Le théoréme 1.8 est démontré.
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En outre on a 1'égalité:
v
(11.8) [[@0 [ “RHX,Y,0dY = [ “muX, Y)dY .
0 I @
9. Propriétés des fonctions
(1.9) PAX, Y, 0 et @ — [ ‘DyX,Y,0)do
b
THEOREME 1.9. Des hypothéses I-III il résulte la formule

o0 0 ]
(29) [ “@u(X, Y, 0)@0 — *ny(X, Y)+ [ a0 [ @ [ s(“N,“®)ail .
0 0 0 Q

Démonstration. On a d’une part la formule (9".3), done

(3.9) [“oX,Y,0a6= [ “R(X,T,0a0, s(*N,"®)—s(N,®),
0 0

et

0o [/}
3.9 [dasfa
0

0

J 8N, malt = [ (*R(X, ¥, 6)—“N(X, Y, 0)]d6.
’ 0

2

En outre on a le théoréme 1.8, ce qui permet de démontrer 1’'iden-
tité (2.9). On a en méme temps démontré que

(4.9) ‘o X, Y) = [ “@s(X, ¥, 0)d0 = “mes( X, Y)
(1]
(voir les théoremes 1.8 et 2.9).
Comme conséquence des formules (4.9), (3.9) et du théoréme 1.8
on a le

THEOREME 2.9. Les hypothéses 1-III donnent les formales

(4.9) Ao X, ¥) = *ng(X, Y)+ [ s(4n, *m)all
Ql

ou

(4.9) Yo X, ¥) = (X, Y) + [ s(*n, *p)all ,
Q'

ce qui démontre que la fonction "X, Y) est solution du systéme @’équations
intégrales (4"°.9).

La démonstration de la formule (4°.9) est immédiate.
Admettons maintenant
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Hypotheése 1V. Les coefficients du systéme (1.1) et le domaine
d’intégration Q' sont assujettis aux inégalités suivantes:
9

o]

Le lemme 1.7 prendra la forme
LEMME 1.9. Il résulte des hypotheses 1, II et IV que les intégrales

N
| Y INuWX, Y, 0)dXds <b <1, a=1,.,N; 020, Ve,

2 =1

[
'(6'9) Aiaﬂ(yytyf)=ff|Amaﬂ(Xyc§ Y,r)ldXdé‘, t—r=0, Ye

T
€t

']
(6.9) ig(Y,0) = | | Rp(X, ¥, 0)dXdl
[

existent uniformément pour chaque 60 >0, a, =1, ..., N.

LEMME 2.9. Il résulte des hypothéses I-IV que Vintégrale ¢, est hil-
dérienne par rapport a la variable spatiale X.

En effet, on a, en partant de la définition (1.9)

oo

{7.9) ¢ = f Aq)aﬂ(Xy Y, 0)d0

1
et des définitions (57.3) et (4'.3)

0

(1.9) o= [ “NoX, Y, 0a0+ [ a6 [ s(“N,R)ammac =i, +i,.
1 1 0

Il résulte de la formule (12°.3) que

{8.9) li(X, Y)—i(X’, Y)| < const | XX'|"

Le terme i, sera aussi holdérien. En effet, on peut poser
0o 0 vo

99 =[dof]f s(-"N D AN ama; -
i 0¥

0

[ae]

oj [s(*x, ) “N%)arma; i, +1,.

0o v—vo+1

'8

En transformant ¢, on obtient

o0 1]

(9.9) iv= [ 48 [ [ s("N" AqyarTa;
0

1
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et en changeant 'ordre d’intégration dans (9°.9) on a

(97.9) 14X, Y)—i(X", )|

j du J a9 [ Zr‘vgf,oﬂ’(x,n, w)— NG T, w) AR (1T, ¥, 6)lT .

o »=1
Posons

(10.9) o =“N2"X, T, v) —“N3™(X', T, u)

<
k2 N

- j j Z[Aﬁ*av(x M, u—0')—N (X' IT,, u— 0 )] NO(IT, , IT, 0) AIT, 46" .

La fonetion V("’)(HI,H , ') est bornée (voir (10°.3)); elle est soumise
a Pinégalité (114.3), pour 6’ > 1. En outre on peut écrire en tenant compte
des formules (2°.3), (16.2)
(10.9) N (X, I, u— ) —*No (X', [T, u—6')
= N X, ), u—0)—N (X', IT,, u—0')—
- —[PQAP X, T, u—6)— S P (X', IT,, u—0')] .

On peut donc représenter la fonetion g, pour » <1, comme somme
des intégrales suivantes:

-

u Yy
(107.9) o = [ | D [(FufX, [T, u—0)—
0

— N X', Iy, w— 0 NI, 1T, 0)dIT, 46
et

1 N
(107.9) o= [ [ N [PLPAUX, 1T, u—8)—

y@4p, (X', I, w— 6 NS, 1T, 6')alT,d8’

de sorte que
(10".9) 0o=g+0,-

Dans le cas olt « <{ 1 ’évaluation de I'intégrale (10”.9) se fait comme
dans Darticle de M. . Pogorzelski [7], formule (115). La fonction & inté-
grer dans (10"’.9) est a trouver dans les formules (3.1), (1'.2)-(3".2). On
a donc

(11.9) lo] < const | XX'|"", O0<h*<h, u<l.

Annales Polonici Mathematiel XIV 17
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Pour # > 1 on transforme ’aceroissement ¢ en somme de deux inté-
grales:

v
| 2 UN X, My = 6) —

— AN X, T, w— ) NOOUT,, 1T, 0')dIT,d6" +

—AN (X', T, ) NOOUT,, I, uw— 8)dIT,dy’ .

Quant & la premiére intégrh,le on lui applique les limitations (12°.3). Elle
ne surpasse donc pas:

q’te |XX'|"'u'—(l+l/M)

Pour évaluer la seconde intégrale on traite séparément le cas ol 0 <16’ <
< %, et le cas ou 6’ > 1. Le premier cas meéne & la méme limitation que
plus haut (formules (10°.9) & (11.9)). Le second cas se traite en appliquant
deux fois la seconde des inégalités (12°.3). On trouve ainsi la limitation
suivante de ’accroissement p, pour  >1

(11/.9) |9| < ¢’e[|4Y.X'Ih'll;-(l+llﬂl) + lIX’lh‘/l‘I—(1+1/.‘l)] , w > 1.

L’inégalité (9”.9) peut étre transformée griace aux inégalités (11°.9)
et (11.9) comme il suit:
(129)  [ifX, ¥)—idX’, Y)
N o™
o° > [ a0 j ‘N, Y, 0)aT|XX'| "‘(l du + J dufad )
y=1 0
< const ]ll"’l"

car on a le lemme (1.9) et on a admis Phypothése IV.
Evaluons maintenant 'intégrale intérieure du terme 4;, en ’écrivant

N
[ D AN, X, 1T,0- C)ZAM (1, Y, o)ala: +

+ff2 X, 1T, g)Z“N"’(n Y, 6—0)dld;, 0>1.
0 =1 y=0
La premiére de ces intégrales est holdérienne, & cause de la formule (12°.3).
L’accroissement est multiplié par 07" et par un facteur majorisé
par:

N g &N

¢ 3 N [ [ *NGT, Y, ¢)|dITd: < const .

y=173r=0 0 Q'
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La seconde intégrale est traitée comme la somme de deux intégrales
pour 0 <L <} et pour $ <{< 10, 6> 1. La premiére est holdérienne
comme les intégrales évaluées par les formules (10”.9) 4 (11.9), multipliées
par le facteur 6~“*Y*) La seconde est holdérienne en vertu de (12.3),
avec les facteurs

o2

const §~ ¢+ f dc/c M < const §7TYID
12

Finalement on a, pour i, I'inégalité suivante:
(12°.9) |i(X, ¥)—in(X’, Y)| < g1 XXM f d6/6" M — const | XX'|*" .
1

On a donc démontré pour l’intégrale ¢,(X, Y) l'inégalité
(13.9) e X, ¥)—gy(X', ¥)| < const| X X"

(voir (12.9), (12.9), (8.9) et (9.9)), c.q.f.d.
LEMME 3.9. Il résulte des hypothéses I-1I1 que Dintégrale

1
(14.9) Yu(X, ¥)= [ “Py(X, Y, 0)d8, X2 =0,CQ; Ve -0
1]

est holdérienne par rapport a la variable spatiale X e £2, et admet des disconti-
nuités faibles par rapport a (X, Y) e 2.

La derniére proposition résulte des formules (97.3) et (11.3), la
premiére découle de la formule (13°.3).

LEMME 4.9. Il résulte des hypothéses 1-II1 que
RN X, Y, 0) =D (X, Y,0)>0, “TpX,Y,0)>0, 6.

On a en effet

'Q

(14.9) “R(X, ¥, 0) = Y NX, Y, 0) +fdc [ s('m, “N“)arr .

v=0 .0
En désignant le second terme par j on trouve

6/2

4.9) j= f a [ 2 N AX, I, O)* NPT, Y, 6 —0)adl +
2 y=1

0

N
[ac [ X (X, 0,0 N, ¥, 0-)all .
2 o=1

l5
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Les premiers termes des sommes (14.9) et (14'.9) convergent vers zéro,
avec 6 oo, a cause de l'inégalité (14'.3) et du lemme 1.7. Le second terme
de la somme (14°.9) converge vers zéro, avec 0 —oo, & cause de la définition
de l’indice », et du corollaire 1.7.

En ce qui concerne la limite de la fonction AI’,,,,(X , Y, 8), il suffit
de calculer

jfus( W, 4®)| arta; = j j s (W7, ey arTac+ [ [ |s(AWT, 4@) arTd;

0o 62 2/

(p‘““ [“4®|dITd; 9~ 0 4 max |t I, Y,g)]f} [4W|aITdc >0 ,
02

Ri>e2 0 &
0-—>oc0.

10. Propriétés de lintégrale

=~

(1.10) [ 4ry(X,Y,0a9 ="TyX,T); X=£Y
0

THEOREME 1.10. Il résulte des hypothéses I-III que Vintégrale (1.10)
existe.

Démonstration. On a d’aprés les définitions (3'.3) et (4'.3)

oo

(2.10) “MyX, Y) _J TWHX, Y, o)do+j dojj s(*WY, “Ap)arde ,

0 o

a,f=1,...,N.

Mais la premiére intégrale (2.10) existe (lemme 1.2). 11 suffit de démontrer
PVexistence de l’intégrale

] [}
i=[ao [ a [s(*W", ‘®)amd
0 0 (14

= [ a de s (AW, @) dITd:
g

- f di f a8, j'Z"Wg,(x,n, 6,) DT, ¥, {)all .
(1] 0 £

Y =1

Nous avons, & cause des formules (12.2) et (4.9), I’égalité suivante

N
— | 3 4wl X, D) eI, Y)all = | s(*u”, *p)all
4 ./___1

Q2
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car les fonctions intégrées n’admettent que des discontinuités faibles,
(17.2), (4.9), (1.8) et (2.4). Comme conséquence nous pouvons écrire

(3.10) ATa(X, Y) = *wl(X, Y)+ [s(he”, “p)ail
e.q.f.d. “
Posons maintenant
o<k M
(410) $P(w) =) = Y APX) DYy =0, a=1,.., 7,
1IN

¥9(x) sera dit opération elliptique selon (11'.2) et on peut écrire
(5.10) P2 — PLy(u)+ e ~5, a=1,.,XN.

Appliquons opération (4.10) a la fonction (3.10) pour X = Y. Cette
opération peut étre introduite sous le signe de l'intégrale du premier
terme de la fonction (4.10), car cette opération n’augmente pas la singu-
larité & Pinfini (6 >o0); le point 6 = 0 n’est pas singulier pour X # Y.
Désignons le second terme de la somme (3.10) par o, et considérons
Popération wﬁ'é)(z_vaﬂ); on a

P (Was) —WYU du f dv fZAWf/ X, 1, 0)"0,(1, ¥, “)dH]

On peut faire entrer 'opération y@ sous le signe de l’intégrale dans le
eas olt » > 1, car alors les dérivées de la quasi-solution “Wf,, restent
bornées et intégrables, et nous avons le lemme 1.9 et 1’égalité (9'''.3).
Si v <1 et u <1, on peut introduire ’opération y@ sous le signe
de Pintégrale 4 cause du lemme 3.9, de la définition (4°.2) et des résultats
de Darticle [2], théoreme 3.
Il reste & examiner l’intégrale

_ f v [ Z"W’,(A I, v) (T, Y, w)dll

0 @ y=1
} N o)
= [av [ X AWEX, I, 0) [ 0,0, ¥, «)dudll
0 o =1 1

1 N
— [av [ ) WX, I, v)e, Y)dIT .

0 27 y=1

Mais, grice au lemme 2.9, nous savons que la fonction ¢,(/7, Y) est holdé-
rienne par rapport & /7. L’opération ¢ peut étre introduite sous le sigae
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de lintégrale J (voir l'article [2], théoréme 3). Nous avons donc

N

P 2(1,,) = j v Z YO WX, 1T, v)) (T, Y)aIT

et
'l’?Y( A-r'uﬁ)

\T

= | @' Whx, v, 0)]d0—1-] dv j 2¢‘°’["Wﬁ',(x,n, o)) eI, Y)all .
0

2 y=1

En revenant & (2.10), nous trouvons, towjours pour X # Y,

v, = j YRUrN(X, Y, 0))46

or si 'on applique 1’égalité formelle (5.10) et la formule (53'”.3) on peut
éerire

N o R ==} a
Y2 () = [ Bxd Tl X, ¥, 0)d0+ [ 2T X, ¥, 0))as
0 0

=“T(X, Y, 0)25° .

Mais nous savons d’aprés le lemme 4.9 que
(5".10) (X, Y,0—-0, 6>c0
et d’apres (3'.3) et (4'.2)

(5”.10) UrpX,Y,00>0, 650, X #Y

¢.q.f.d.
On a done démontré le

THEOREME 2.10. I résulte des hypotheses I-IV que les intégrales (1.10)
forment la matrice des solutions du systéme elliptique @’équations (+.10),
a4 8avoir que

(6.10) yp@(“Ip(X,Y)) =0, a=1,..,N,f=const, 1<AN.

On peut ’écrire en utilisant la définition (1'.1) comme il suit

(6'.10) PR () = (A X)D()? =0, «=1,..,N.

Le systéme (6.10) est elliptique, c¢’est-a-dire le déterminant de Petrovsky

qui correspond aux systémes (6.10) (ou (6°.10)) ne posséde que des racines
& partie réelle négative.
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Comme dans 1'article [1] on introduit les fonctions dominantes
auxiliaires

\C(X, ¥, 0) = WX, Y, 0)+ We(X,Y,0), af=1,..,N,
ou

[}
WX, Y, 0) = [ [ s(W, ®)aTdu
02
et

1D,5(X, ¥, u) = Noo(X, ¥, w)-+ | | s(9, 1N)allav .
0

Remarque 1.10. La fonction 1P, est la dominante des fonections Adi,,ﬂ
et (D,5, done la fonction II4(X, Y, 6) est la dominante des fonctions “I’a,,
et 4I,;. Toutes les limitations des fonctions “®,, et “I,; étaient basées
sur celles des fonctions |W, et IN,. Ces limitations subsistent done
pour les fonctions 1P, et [I',;. C'est pourquoi tous les résultats des par. 9
et 10 subsistent aussi pour les fonctions P, et . I,.

11. Le potentiel de simple couche du systéme elliptique
d’équations limites dans le cas ou % << M. On conserve ici les
hypotheéses I-IV. Soit S la frontiére du domaine .

Hypothése V. La fonction {0(@,?)}=1,..v = 0(@,1t) est définie,
continue, intégrable et bornée sur la surface 8, pour chaque valeur du
temps ¢ > 0. On suppose qu’on a uniformément sur S

(1'.11) ‘1112 0.(@,t) =0(@), Q@e8,a=1,.,N.

DEFINITION 1.11. La fonection

t N
(211) L ULX, 1) = u D al(X, 49,7 0(Q,1)dQdr, Q<8
08 y=1
est dite potentiel généralisé spécial (A) de simple couche du systéne para-
bolique (1.1) de densité {o,(Q, t)}.

En généralisant les définitions des articles [2] et [1], [8] on définira
le potentiel généralisé spécial du systéme elliptique limite.

DEFiNITION 2.11. La fonction

AY

(311)  “u(X) = [ Y (X, 08@QdQ, Xe2,a=1,..,N

s =1

sera dite potentiel généralisé spécial de simple couche du systéme elliptique
limite et de densité limite {p,(@Q)}.
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On va démontrer

THEOREME 1.11. Sous les hypotheses 1-V, si Uordre du systeme M > n
el 8t le temps t—oo, la limite du poteniiel généralisé spécial (A) de simple
couche du systeme parabolique est le potentiel généralisé spécial (A) de simple
couche du systeme elliptique limite et de densité limite. (’est-a-dire

(4.11) lm U X,t) =4u(X), XeRe®.
t—o00

Démonstration. On a en vertu de la formule (1.10) au lieu de la
formule (3.11) la formule suivante:

N o
(3.11) “uX) = [ D) [ “I(X,Q,0)0/Q)dQd0, 6=1—7, XeQ.

S y=10

Les formules (3.11) et (2.11) donnent
N oo

(6.11)  “uX)—1ULX, 1) = [ D [ “Ip(X, Q, 0)@95:(@)dQ +

S p=1t¢
t XN
+ f J ﬂZ [T X, @, t—1)8s(Q) —4Tws( X, 15,9, 7) 0@, )] Q.
11 résulte de (1.10) que la premiére des intégrales (6.11) converge vers
zéro avee 1/t, .X € 2. En observant qu’on peut écrire
(X, Q,t—1) = (X, t;Q,7)

la seconde intégrale R(t) satisfait pour ¢ > T > 0, a 'inégalité suivante

N

¢
RO < [ [ D) 1Tl X, @, 0)—alof X, 5 Q, 01 16,(Q)] dQ b -

TS =1

#

IAFu:'(X7 t; Qv 7)(@/(Q) - Qy(Qa 7):”de7 -

1

_l_
R
4%

~
2“

kﬁ'ﬂ

+ . lJFuy(-‘Y’ 1 Q,7)0, Q) — Lo X, 1;Q,7)0,(Q, 7)|dQdr .

(=1

S -

~2
1l
L

La derniére intégrale converge vers zéro, pour I = const et { oo comme
le prouvent la formule (3°.10) et la remarque 1.10. Nous avons done 1'in é-
galité suivante:

T

t— N
BmR() <l [ a0 [ X [“TolX, @, 6)—iTe(X, 15,1~ 01 [3(@)] 4Q +
- S

—00 0 . p=1

o N
- omax 3@ —efQ, 1) [ a8 [ D I.(X,Q,0)dQ.
N ] S

1>7T,Q¢€S,p=1,... =
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Comme on le sait (voir théoréme 1.10 et la remarque 1.10), la derniére
intégrale existe; 1’hypothése V prouve que le dernier terme converge
vers zéro avec 1/T. Remplagons maintenant, pour ¢t > T, +T, T, > 0,
le premier terme par la somme

01un[f V‘Ir AX,Q, 0)d03,(Q) dQ+

t->co T, S

T, N
+ a0 [ X 1TufX,Q, 0)—uluf X, Q,1—0)|[3,(Q)]dQ |
0 S y=1

oo N
_ 21.'{ a9 Sf 2 Tl X, Q, 0@ dQ .

En effet, 1a limite du dernier terme pour oo, est égale & zéro, 7, étant

constant, [9]. La derniere intégrale est petite avec 1/T, (théoréme 1.10 et

remarque 1.10). Ces résultats démontrent que lim R(¢) est arbitrairement
{—>»00

petit, avee 1/T+1/T,, T, > T, d’oit résulte le théoréme 1.11.

Remarque 1.11. Observons encore qu’il résulte de la définition
du potentiel spécial elliptique qu’on a

(5.11) W(u) =0, a=1,.,N, XeQ

la densité étant intégrable sur la frontiére § du domaine 2, et en admet-
tant les hypotheses I-IV. Comme nous le savons, on a

(5.11) Q. U)=0, a=1,..,N, XeQ,
sous les hypotheses I et II (voir les formules (2.11), (5°.3) et (5.10).
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