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Résumé. On donne une nouvelle caractérisation des transformations infinitési-
males conformes d’une variété finglérienne, d’abord localement, puis lorsque la variété
est compacte, en faisant apparaitre, dans ce dernier cas, la courbure de la variété
et on détermine les conditions pour que la composante connexe de I'identité du groupe
de transformations conformes se compose d’isométries. Cas ou la courbure scalaire
et la courbure moyenne directionnelle sont constantes non positives.

Introduction. I’objet principal de ce travail est de caractériser le
groupe des transformations conformes d’une variété finslérienne compacte
et de démontrer que, dans certaines conditions, la composante connexe
de ce groupe C,(M) sc compose d’isométries I,(M). Aprés un bref rappel
des notations de la géométrie finslérienne les t.i. conformes sont caracté-
risés d’abord localement (Théoréme 1), puis lorsque la variété est compacte
(Théoréme 2). Des conditions équivalantes, faisant apparaitre la courbure
de la variété sont définies dans le théoréme 3. Puis on introduit une forme
quadratique @(X, X) qui s’exprime, en fonction du tenscur de Ricei
et les dérivées covariantes du tenseur de torsion, si cette forme est définie
négative la transformation conforme correspondant & X se réduit & I’iden-
tité si elle est semi-définie négative ou si la courbure sectionnelle
(B(X,u)u, X> est non positive, X est une isométric infinitésimale et
a dérivée covariante du type horizontal nulle. Au paragraphe 4 on étudie
le cas d’une variété proprement finsléricnne et lorsque les deux derniers
tensuers de courbure satisfont a certaines conditions (Théoréme 4). Les
sections 5 et 6 sont consacrés aux variétés a courbure scalaire et & courbure
moyenne directionnelle constantes et on prouve que dans certaines condi-
tions on a Cy(M) = I,(M) (Théorémes 5 et 6). Enfin au paragraphe 7 on
établit une formule de divergence pour les 1-formes verticales.

0. (a) Soit M une variété différentiable, connexe, paracompacte de
dimension n et de classe €. On désigne par T'(M)—M le fibré des vecteurs
tangents a M, par p: V(M)—M le fibré des vecteurs non nuls tangents
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4 M, par W—M le fibré des directions orientées tangentes & M. Un point
de V(M) sera noté par z = (z,v) ou & =pze M et veT,,. Si DV(M)
est I’anneau des fonctions différentiables sur V(M) on désigne par p~' T (M)
le fibré image réciproque de T (M) par p: V(M)—M et par p~'T(M)
le DV (M)-module des sections différentiables de p~'T(M). Les éléments
de TV (M) et de p~'T (M) scront notés respeetivement X et XsiX est

au-dessus de X alors gj = X. Soit V lc fibré des vecteurs verticaux,
en chaque point ze€ V(M) on désigne par ¥V, I’ensemble des vecteurs
verticaux en z, ¢’est-a-dire des vecteurs qui sont tangents & la fibre passant
par z (V, = kerps ou py: TV(M)->TM).

DEFINITION. [2] Une variété finslériecnne est définic par la donnée
d’une variété MM de dimension # de classe 0 et d’une fonction L sur
T (M) satisfaisant aux conditions suivantes:

1° L >0, C* sur T(M) et C° sur V(M);

20 L(w, ) = AL(z,v) Vie R*;

3° Le Hessien Fu(X, Y)(z) = X (Y (F)(2) = g.(X, X),ze V(M),
est une forme bilinéaire symétrique définie positive oll nous avons posé
F = 112 et ou X et Y sont des champs de vecteurs verticaux ct constants
sur les fibres V(M)—M.

Soit U un voisinage d’'un recouvrement de M muni des coordonnées
locales (#%) (4 =1, ..., n). Soit (2%, v) les coordonées induites sur p~!(U)

. 0
ouv =19 e € T,, de L*(z,v) on obtient par dérivation verticale:

95, ) = 0;(3L%)  (6; = 6/6'vi).

Par rapport & ce recouvrement g, est un tenseur homogénc de degré
zéro on a:

;' = g, (v, v) = L2

(b) Soit ¥ unc loi de dérivation covariante dans p~'T (M) c’est-a-dire
une application

V: TV(M)xp~'T(M)—>p~'T (M)

satisfaisant & la condition de dérivation covariante. A 1’aide de V on
définit une application linéaire u,: T,V (M)—T,, (M) par:

-

1 (X) = Vyv, XeTV(M).

Nous dirons que V est réguliére si pour tout z € V(M), u, définit un iso-
morphisme de V, sur T, (M).
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Supposons V' réguliérc si H, = ker(yu,) alors T,V (M) g’écrit d’une
maniére unique sous la forme:

T.v(M)=H@V, (H,nV,=0)(zeV (M)

ol H, sera dit ’espace horizontal défini par V. Ainsi tout vecteur X
eT, V(M) s’écrit:

X —HX4+VX

oh AX (resp. VX ) est horizontal (resp. vertical). Avec les notations pré-
cédentes on a:

o(X) = g(HX + VX) = o(HX) = X
olt V, = kerg. On définit la forme de torsion et de courbure de V par: [2]
(0.1) T(X,¥) = Vs Y-V X—o((X, ¥D),
(0.2) X, NNVZ =V VZ—V3VsZ—VigpZ,

ol X, VetZeTV(M)et X — o(X), ¥ = o(¥) et Z = o(Z). Le théoréme

fondamental de la géométrie finslérienne s’énonce ainsi:

TUBOREME. [1], [2] IT existe sur V(M) une connexion réguliére unique
attachée o L telle que:
10 Vzg =03
20 T(HX, HY) = 0; )
3° 0,(T(VX, 1), o(2)) = ¢,(T(VX, 2), o(D)),
ot X, Y et Z € TV(M). Dans ces conditions V est une connexion de direction.
La connexion V ainsi définie sera dite la connexion finslérienne at-

tachée & L. On désigne par T le tenseur de torsion et par R, P et @ les
trois tenseurs de courbure de V.

1. Transformations infinitesimales conformes. Soit X un champ de

vecteurs sur M, X définit une t.i. conforme s’il existe une fonction ¢
sur M telle que

A

L(X)g = 2¢g

oit L(X) est la dérivée de Lie définie par:

A

L(X) = Vg+4Ag
avec:
AgY = —[Vpp X+T(V; X, Y)]
soit:
Axg = 299
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d’oll, quels que soient Y et Z e p~'T(M)

(1.1) 0 =A39(Y,7) =299(Y,2)+g(Ax Y, Z2)+9(Y, A3 7)
relation qui s’écrit:

(LY g(Vpp X, Z)+9(Vys X, Y)+29(T(V; X, ¥), Z) = 209(¥, Z).
En coordonnées locales la condition (1.1)" s’exprime par:

(1.2) ViX;+ V; X, +2T5 Vo X, = 2¢g,;.

Désignons encore par X la 1-forme associée & X, par dualité définie par
la métrique et par p le scalaire:
0 =g(X,T") = T\(X), (T*)-i:'Tg:'iw

de (1.2) on a:

1 1
(1.3) ¢ = —;6(X+ ov) = trace Axg.

Ainsi (1.1)" s’éerit:
(1.4) g(VapX,2)+9(Vyz X, Y)+29(T(V;X, Y), Z)+
+ 28X+ eng(¥, 2) = 0.
Avec:
(1.5) Vi 6(X 4 gv) =0,

ou W est un champ de vecteurs verticaux. La condition (1.5) est équi-
valente a

(1.5)’ (L(X)T)(Y) = o.

Car d’aprés [1] la dérivée de Liec du tenseur de torsion s’écrit:
(1.6) (L(X)TN(Y,Z) = —(ViAx)Z+ (X, Y)Z

ol Y est vertical. Or @ étant défini par (1.3), en prenant la trace des deux
membres de la relation précédente:

(L(X)T*)(Y) = —V§} trace Agx =nVip =0.

Enfin une t.i. conforme laisse invariant le tenseur de torsion T car si X
est conforme de (1.1) on obtient par dérivation verticale:

9((Vii A) Y, Z)+9(Y, (Vi Az)Z) = 0.
Compte tenu de (1.6) cette relation s’écrit:

9((ZX)T)(W, Z), ¥)+¢((L(X)T)(W, ¥),2) =0
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le tenseur T' étant symétrique d’ou:
(LX) (W, Z), X) =0

quels que soient W, Z et Y. Ainsi T est invariant par X.
Caractérisation locale.

THEOREME 1. Pour qu’un champ de vecteurs X sur M définisse une 1.4.
conforme il faut et il suffit qu’il satisfasse a Vune des conditions équivalen-
tes:

(1) 9(4x Y, 2)+9(¥, A32)+299(X,Z) = 0,
(2) 9(Vagp X, v)+9(Y, V; X) = 2¢9(Y, 0),
quels que soient ¥ et Z e p 'T(M).

Preuve. 1 est clair que (1)=(2). Montrons que (2)=>(1). On remar-
quera d’abord que les conditions (1) et (2) ne dépendent que de la partic
horizontale de ¥, on peut donc supposer que le champ de vecteurs ¥

est projetable. Soit Z un champ de vecteurs sur V(M) tel que:
7 =Vsv =n(Z) = 4.
Dérivons verticalement la relation (2):
(LT)  g(ViVus X, 0)+9(Vup X, 2)+¢(T(V; X, ¥), Z)+9(¥, Vi ; X)
= 299(X,Z)+2V; 99(X, v),

or des équations de structure il résulte:

(1.8) g(VzVyy X, ) =g((VG-T)(Z) Y))-X)
et

1.9) ViV, X = V;T(Z,X)%—V[Z’,,;]X
or

Z =n([Z,%), ViZ+Vzzo=0.
Ainsi (1.9) s’écrit:
ViVveX = (VD) (Z, X)+T(V3 X, Z)+Vyz X
d’ol
(1.10)  g(Y, ViV X) = g(X,(V; I)(Z, X)) +9(T(V; X, 2), Y)+
+9(Va2 X, Y).
Portons (1.8) et (1.10) dans (1.7) on obtient:
(111) g(VgpX,Z)+9(Vyz X, Y)+2¢(T(V; X, Y), Z)
= 2(V39)g(Y, 0) +2¢9( ¥, Z).
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Posons ¥ = o dans cette relation, en comparant le resultat ainsi obtenu
avec la condition (2) on a:

Vip =0.

Ainsi ¢ est une fonetion sur M et la relation (1.11) n’est autre que la con-
dition (1).

2. Cas compact.
(a) A tout champ de vecteurs X sur M on associe, la fonction 74 (Y, Z)

(21) ©(Y¥,2) =g(VusX,2)+9(Vus X, Y)+29(T(Vs X, X), Z)+
2
+ (X +ev)g(X, 2),

o = g(X, Ty,
7 étant bilinéaire symétrique cn Y et Z définit done un tenseur covariant
symétrique d’ordre 2. Relativement au repére natural (e;) des coordon-
nées locales, 7 s’écrit:

2

(22) (e 6) =1y = Vi X+ V; X 42TLV X, + 90 (X +ev)
d’ou
(2.3) g77; = 0.

Pour X fixé, on considére la 1-forme Y—7(X, ¥Y) = uy(Y) dont les
composantes sont:

(2.4) u; =ux (¢) =7(X,¢)

= (V5 X, X)+9(Pux X, ) +2(T(Vs X, X), 0) 4 5(X+e0)g(X, €
d’ol
(2.5)  —dut P (x(X ,1%)
= g5, D+ (Va0 (X, T 499V (X, 0) +7(7; X, T~ Ty (V5 X)

il faut calculer les deux derniérs termes du second membre de cette relation.
Pour cela partons de la relation:

gihTi = gijﬂ;
d’ou

[ L(X) T, — g L(X)T%] = T, — < TV,

soit encore, en explicitant le premier membre:

. . 2\ .
TrT,— 9T = — V7 — (2—;) V" 8(X + ov)
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d’oul

) . 2\ .
(T, — 17 ThY Vo Xy = — Vo(Xh[ Vs rk’*-;-(z — 7—%) 7 o(X + g’v)]) +

+Xh[ 7,7 z*h+(2 —%) 7,7 5(X + ev>].

Reportant cette expression dans (2.5) on obtient:
2\ .
(2.6) —du+Vi(«(X, T+ Vo[Xh( Vi ‘zj‘h+(2 —;) P 6(X + g'v)]

= g(7, 1)+ {(X).
Avee:

. . 2
(2.7) &= Vitg+ T Vory+ Vo VEz, + (2 _;l) VoVi (X + ov)

ou ((X) est une 1-forme sur W(M). De (2.6) on obtient par intégration
sur W(M):

(2.8) T+ [EHX)n(g) =0
w

ou ¢ , » désigne le produit scalaire global. De (2.8) on obtient le:

THEOREME 2. Pour quw’un champ de vecteurs sur une variété finslérienne
compacte définisse une transformation infinitésimale conforme il faut et il
suffit que ¢ s'annule partout sur W(M).

(b) Dans la suite de ce paragraphe on considére le champ de vecteurs
X satisfaisant a (1.5) soit:

(2.9) 6;0(X+gov) =0, o =g(X,T".
De D’cxpression de z(Y,Z) définie par (2.1) on obtient:

2
(2.10) (Y,0)=g(Vyp X,v)+g(V; X, Y) +56(X+ ov)g( Y, v),
2
(211)  z(o,0) =2V59(X, )+ -3(X +ev)g(v, 0).
Posons:

(2.12) C(Y) = (Vi) (X, 0)—(3) (Pyupr)(v, 0).
En vertu de (2.10) et (2.11) on obtient:

2
(213)  C(¥) = g[I(X), ¥)+ V5 3(X + v)g(v,¥)—

1
- Viay 6(X + ov)g(v, v)
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avec:
(2.14) I(X) =V;V, X+ R(X,v)v
ou I(X)ep~'T(M). Soit V, Penscmble des vecteurs verticaux en z et u,
Pisomorphisme d¢ V, sur T, défini par u(Z) = Vv alors I(X) s'écrit:
(2.15) I(X) = u(lv, X]).

LEMME 1. Soit Z un champ de vecteurs sur V(M) tel que

Vyv =Z=n(2) =27

on a alors quel que soit ¥ e p™'T(M):

(2.16) (Vz7)(Y,0)+7(T(Z, ¥),0) =0.

Preuve. Soit Z un champ de vecteurs satisfaisant a la condition
du lemme, de (2.10) on obtient par dérivation covariante verticale, cn
tenant compte de (2.9)

(217)  (Fo(Y,0)+ (V3 ¥, 0)+2(¥, Z)
=9(V3 Ve X, 0)+9(Vyp X, 2)+9(VzV, X, Y)+9(V; X, V3 Y) +

2
+;L6(X+gv)[g(l72Y, v)+g(Y, Z)].

En utilisant les équations de structurc on obtient:
gV VuirX,v) = g(Vygigan X, v) —9(( V,T)z, Y), X),
VaVeX = (VI Z, X)+T(Z, Vy X)+ Vs X.

En reportant ces relations dans (2.17) et en tenant compte de la définition
de T on obtient [a formule (2.16)

LEMME 2. Z étant défini comme dans le lemme 1 on a pour tout Y hori-
zontal et projetadle:

(2.18) (VgO)(Y)J.—C(T(Z, Y)) = (Vo) (Y, Z)+(Vgzo)(Y,v)—
—(Vui)Z,v).
Preuve. De Pexpression de C(Y) (2.12) on déduit:
(219)  (P0)(Y)+C(T(Z, X)) = (V) (X, Z)— (Vupo) (4, v) +
+(Vs)NT(Z, ), o) +(Va Vo) (X, 0)—(3) (V3 VypT)(v, v)
il faut done calculer les trois derniers termes du second membre. Ecrivons
Didentité de Ricei, quels que soient Z, X, ¥ ¢t W on a:
(2.20) (VapVzo)(Y, W)=V Vo) (X, W)—-(Viz1o(Y, W)
= ——-c(.Q(Z, X)Y, W) —r(Y, 2(Z, X)W).
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Posons dans (2.20), Z = Z, X =9, W = v, en vertu de lemme 1 nous
obtcnons:

221) (VaVeol(XY,0)+(Vs7)(T(Z, X),v)
= (Vaz)(Y,v)—((V31)(Z, Y), v)
de la formule (2.16) du lemme 1, il vient:
(Vz7)(v,v) = 0.
De lidentité (2.20) et du lemme 1 il resulte:
(2.22) — (D (V2 Vapo)(v,0) = (V;1)(Z, Y), ).

En portant (2.22) et (2.21) dans (2.19) on obtient (2.18). Comme consé-
quence de (2.18), on a en symétrisant:

(2.23) (VzO)(X)+(V30)(2)+20(T(Z, X)) = 2(V;7)(Z, X).

Nous sommes maintenant en mésure d’anoncer le:

THEOREME 3. Pour qu’un champ de vecteurs X sur une variété finslé-
rienne compacte définisse une t.i. conforme il faut et il suffit qu’il satis-
fasse a:

(2.24) V3V, X-+R(X,v)v+g(v, 0)¢* —2¢,(v)0 =0 (g, = dp)

o @ est une fonction sur M définie par:
1
p=——0(X+ev), eo=9(X,T

et g* est le vecteur dual de ¢, .

Preuve. Si X est conforme, d’aprés (2.12), C(Y) est nul, d’our (2.24).
Inversement supposons X satisfait & (2.9) et (2.24). De la formule (2.23)
conséquence du lemme 2 il résulte que (V;7) est partout nul on en déduit
d’apres lidentité de Ricei la relation:

Vj VOT’[]CZ Virik-l_ Vo Vi r’ik == 0.

Mais 6(X + gv) étant indépendant de la direction ainsi la 1-forme ¢ définie
par (2.7) s’annule partout donc X est une t.i. conforme, d’aprés le thé-
oreme 2.

3. Courbure et transformations infinitésimales conformes. Soit X
une t.i. conforme du théoréme 3 il résulte:

(31) g(VaX,ViX)=Vig(VzX,X)+gR(X, u)u, X)+g, (X)—
_29(X) u)?’* ('"’)

ou: 4 =L wet u =292



222 H. Akbar-Zadeh

Nous allons calculer les deux derniers termes du second membre
de (3.1). Nous obtenons d’abord:

(3.2) 9, (X)= —6[(X+ov)p]—ng*— g(X,T*) g« (v).
Soit Y la 1-forme définic par:
Y =¢,(u)X.

Associons 4 Y la 1-forme verticale sur W(J{) définie par:
¥V =Y—-Y(u)u,

ou u, est la 1-forme associée au champ de vecteurs unitaires u. D’apres
(3.2) on obtient:

(3.3) —8Y = 2g(X, T*)9,(0) +,(X) —ng(X, v)gp, ().
En multipliant par 2 la relation (3.2) et cn ajoutant a (3.3) on obtient:
(3.4) 9, (X) = 0¥ —26[(X + ov)p] —nVi(g(X, u)p) —ng2.

D’autre part on a:
(3.5) —29(X, w)p, (u) = 20> —2Vu(pg(X, u)).
Ainsi (3.1) devient:

. 5 1/ 2 .
g(VaX, VuX) = g(R(X, «,b)u,x)_%(l_ﬁ)a(“ o)+ 0¥ +

+ Vilg(Va X, X)) —28((X + ov)p) — (n +2) Vit (pg (X, w),

M étant supposée compacte, les quatre derniers termes du second membre
sont des divergences, en utilisant le lemme principal (voir C. R. A. S,,
t. 278, 1974. formule 4.2) on obtient:

(3.6) (VaX,VuX) = f [(R(X, u)u,X)—%(l—%)a(X-{- 9”)2]71(9)
w
1 2
-2 [Cb(X,X)—(1—;)5(X+ev)2]ﬂ(y)-

w
Avec:

(3.7) DX, X) =[H;+2(V,V,T; -V, V, T5;)] X' X

Si #(X, X) est définic négative alors X est nul. La transformation con-
forme correspondant & X se réduit a 'identité si @ (X, X) est semi-définie
négative ou si la courbure sectionnelle (R(X, u)u, X) est non positive,
alors X est & dérivée covariante du type horizontal nulle.

COROLLAIRE. Si la forme quadratique ®(X, X) est définie négative
la transformation conforme correspondant & X se réduit a 'identité si ®(X, X)
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est semi-définie négative ou si la courbure sectionnelle (R(X,u)u, X) est
non positive, X est a dérivée covariante du type horizontal nulle.

En particulier sur une variété Minkowskienne compacte il n’existe
pas des transformations conformes propres.

4. Cas oni Oy (M) = I,(M). Soit Co(M) (vesp. I,(M)) la composante
connexe de l'identité du groupe de transformations conformes (resp. le
groupe d’isométrie) on suppose M compacte et on va étudier le cas our
Co(M) = I,(M). Pour obtenir cette égalité nous imposerons d’abord
des conditions aux deux derniers tenseurs de courbure P et @ de la variété,
puis nous étudions le cas ou la courbure scalaire est constante. Soit U
un voisinage de M muni des coordonnées locales (), on désigne par (z°, v°)
les coordonnées iduites sur p~*(U) (p: V(M)—=M). Les coefficients de la
connexion finslérienne relativement au repére naturel sont [1]:

* R . X . % *
(41). I'j= ()9 18915+ 0i9nr — 9151 — [Tig Tope + Tios Ty — Tineo g™ T'ip ]

Soit X une t.i. conforme de (4.1) on obtient:

~ * . . .
(4.2) L(X) I = 2”‘7’0—3297% (p; = Vip, 90 = @;0"),

N . . . .
(4.3) L(X) I, = 01%_}_5;%_%?)1_‘_3211;‘3?3’

» *- . » - . . .
(4.4) L(X) Ty, = 80+ 0,9 — 959" — Tjr@o + 0" Vi —

— 0, Vo'~ Vi ' + £° Q0" — L T} Th o

ou
(4.5) Qi = TuT5 — T T5.

D’autre part le covecteur de torsion T; étant invariant par X on a:

A

(4.6) L(X)V,T; = Tipo+v;To¢* + £V, T;¢°.
Calculons le carré de .ZV;-(p;:
(4.7) LVe'Vip' = V(¢ Vp' | -L9' V; Vi
— ZV;[£9' Vg1 -2 [V V9 + Q9]
= L[V;(29' Vg + LT;¢' Vig'] —
— LT Vi — L9 Vi V9" —2Q0' ¢

Jj
or

— LGV V9 = L LV + LV Ti¢'
Ainsi (4.7) s’écrit:
(4.8) LVipVigh = —8Y —2£°Q,;0'¢' + L2V, T;0'¢'.
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Avee
Y; = Z¢' Vi’
On va calculer le dernier terme du second membre de (4.8):
LV T0' 0 = LVILT;9'¢) — T;¢7 0o — L2 T;9' Vg — L 100 Vigp?
= ZV(LTp9") +2LT9' T;¢" — (n—1) 27 T;p g} +
+(n—2)T;¢7 9o+ 2" T Ty’ ¢
= Div-+(n—2)T;¢’ o+ LT, T5;9' ¢’
or
Qij = TfsT;j—TsTfj
ainsi
(4.9) LV T;9'¢’ = Div4(n—2)T;¢ 9o+ L V9’ Vi —£°Q,59'¢
ol

Portons (4.9) dans (4.8):
(4.10) 2$2Qij<pirpj = —0(Y+Z)+(n —2)qu)jtpo.

De (4.6) on obtient:
FL(X)V,T; = 20,Ts¢° + LV, T;0' .
Ainsi (4.8) s’écrit:
(4.11) PV, Vigh = — Y —L°Quo'e’ —20,T,0" + ¢* L(X) V, T;.

Les formules (4.10) et (4.11) nous donnent de deux manicres différentes
Pexpression ¢,T;¢, il en résulte:

' n—2 ) .. [(n+2 . i
(4.12) —2—’3’2 Vio; V"?”—f-(—z—) L°Qu9'y’

_2o 2\ . .
”2 ) 5Y + (%——) ¢ L(X)V,T,.

- oren |

On suppose maintenant dimM > 2 et
(1) L(X)V;Te = 0,
(2) 432%93‘90’2 0.

De (4.12) il résulte aussitdt, par intégration sur W que V;p; est partout
nul. Or la condition (1) entrainc alors:

Tipo = 0.
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Si M est proprement finsléricnne (7' # 0) de la relation précédente il
resulte ¢ =0 done Cyo(M) = I,(M):

THEOREME 4. Soit (M, g) une variété proprement finslérienne compacte
{(dimM > 2) et X une t.i. conforme satisfaisant a:

(1) LX)V ;Te= 0,
f-i”Q@,q?M g) = 0.

Alors COo( M) = I,(M).

5. Cas ou la courbure scalaire est constante non positive. On. suppose
toujours M compacte et le covecteur de torsion satisfait a:

(5.1) V;T, =0.

Si X est une transformation infinitésimale conforme de (4.12) on a alors
Pinégalité (n > 2):

] ngij‘Pf‘I’j <0.
W

La dérivéc de Lie par X du tenseur de Ricei Hj; de la connexion de Berwald
8’éerit:

(5.2) L(X)H,

jl

= —(n—2)Dyp,— g;; D;¢* —v,8; D" +
+v;[D,6;¢° — D,; 6;9°14 (1)L 0; LD, 89" — D, 6,9'].

ol D est la dérivée covariante dans la connexion de Berwald. Supposons:

(5.3) g'Hy =H =0"*<0
De (5.2) on obtient:
(5.4) 2¢0H = —2(n—1)¢"' D;p,—nDy(Tip) —%¢"8;Y,—

— (324" 6( 2D, 8¢").
Avec:
Y, = 2D(T'p;) —u; Do(T'p;) (u = £ v).

Les deux derniers termes du second membre de (5.4) sont des divergences
des formes verticales. On en déduit compt tenu de (4.10) la formule:

(5.5) Hy? :[(n ~1)gy+ zﬂ%]qo*'qﬁJrDiv

(n—2)

ol Div désigne la divergence des 1-formes. Nous sommes ainsi conduits
& poser:

g9y = (n—=1)g;+ zin

(n —2)
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Dec (5.5) on obtient par intégration:
H[o*n(9) = [ 459'9"n(9).

Si g est définic positive de DPégalité précédente il résulte que ¢; = 0,
M étant compacte, ainsi X est une isométric infinitésimale. Nous obtenons
ainsi la généralisation d’un resultat dia & Lichnerowiez [5].

THEOREME 5. Sur une variélé finslérienne compacte (AimM > 2)
a courbure scalaire constante mon positive satisfaisant a:

(1) V3 Ty =0,

n
(2) ¢5 = (n-l)gi,--l——%—_;)—.?zQﬁ (déf > 0),

le plus grand groupe connexe des transformations conformes coincide avec
le plus grand groupe connexe d’isométrie.

6. Cas ou la courbure moyenne directionnelle est constante. Rappelons
d’abord que la courburc moyecnne directionnelle € (Hijvf'v" = Z20(z, v))

\

est liée & la courbure scalaire par:

H—(3)Vo(g76};) = nC+(3) 29" 6,(£6,0).

Supposons C constante et T, satisfaisant & (5.1) de (5.2) on obtient:

Voo ;
(6.1) 200 = —(n=2)— — Vig' — Vo(Tig).
D’autre part si ’on pose:

Z; = L7popi—u; (p*(w))* (w = 2710)

—08Z = gij‘Pi‘}’j—W*(“)z
d’on, M étant compacte:
(6.2) [959°¢'n(9) =n [@u(w)*n(g)
124 w
utilisant la formule (4.10) et (6.2), de (6.1) on obtient:
(6.3) np?C = g,;9'¢’ + Div.
Avec g; défini par

(6.4) 9y = (n~1)g;+ m—

n
_7 ngij .
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De (6.4) on a alors par intégration sur W(M):

nC [on(9) = [a59'9'n(g).
w

w

THEOREME 6. Soit (M, g) une variété finslérienne compacte (dimM > 2)
& courbure moyenne directionnelle constante non positive et satisfaisant & (5.1).
8i la forme quadratique q; définie par (6.4) est définie positive alors Co( M)

7. Une formule. Nous avons établi dans [1], lorsque la variété est
compacte, une formule de divergence pour une 1-forme horizontale. Nous
démontrons ici une formule analogue pour une 1-forme verticale. Soit
w le champ de vecteurs unitaires correspondant & v-(w = £ 'v). On
désigne encore par % la 1-forme associée a w, par dualité définie par la
métrique du est partout de rang 2(n—1) sur W(M) donc (u, du) définit
une structure pfaffienne sur W(M). On notera par 7(g) I’élément de volume
de W(M):

n(g) = (—1)Nun(duw)* '/(n—-1)! (N = n(n—1)/2).

Soit (v, €1, ...y €,_;, #) un repere orthonormé de T,, (y e W) (u = e,).
On a:
U =ue =¢€=>u =0, u,=1,

n

désignons par f; = Vu, soit:

ﬁn=wnn=02 ﬂl=wi.n (l=1,...,n—1)

relativement & ce repére ’élément de volume % s’écrit:

N =pfArw
avece

B=PBiA . .o ABpu_yy, © =N ... A,
ol (w,) est le repére dual de (e;). Soit b une 1-forme verticale sur W:

n—1
b = 2 bifs (b, =0),
(7.1) A=1

n—1
= D (=10 e A A e ABpiAw
i=1
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ou le signe A signifie que le terme correspondant doit étre omis dans le
produit extérieure considéré d’ou:

(7.2)  a*d)
n—1
= 2 (=1 @b ABYA o ABL A o APy 1A 0t

Am]

n—1 . A N
+ D=1 D (=1 T AR A BN oo ABUA o ABIA A Bui A 0 F
A=1 n#Ea
n—1

+(—=1)y*"2 2 (—=1)*718,8.A oo A ,5’,1/\ coi ABpiA dw

A=1

il faut done calculer les termes df, et dw. On a tout d’abord:
B, = Ppn o+ (DL By 0+ Piggopn By

d’ol modulo des termes contenant les wy:

(7.3) df; = Purwy,  (mod wy)
de méme
n
dw =Z(—1)i_ldwiA W1A cor A DA ooo A O,
i=1
or:

dwi+0)ij/\ (Uj = ‘yTijhﬂhA w‘,;.

Ainsi
En reportant (7.3) et (7.4) dans (7.2) on obtient:

ad(*d) = L[Vibyi+b:Tiln
oll V', désigne la dérivée covariante par rapport au corepére (Vv?) or

w Vb, = 0=>u"V.b, =0 = V,b,.

Ainsi
Supposons M compacte on a alors:

(7.5) [ dbn(g) = — [ £(7b+-bT)n(g) =0
w(M)

4 cette relation on donne le nom de la formule de divergence.
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