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Sur le prolongement & gauche de Pintégrale
d’une équation différentielle 2 paramétre retardé

par Z. MiKOLAJSEA (Krakdéw)

Résumé. Dans le livre de J. Halle (}) on trouve un théordme sur l'existence
d’'une solution z(f) de I'équation z’(t) = f(¢, z;) avec la condition z,(s) = ¢(s) pour
se[—r, 0] dans lintervalle 0 —7r—a < ¢ < 0, o0 a est positif suffisamment petit et
zy(8) = z(t +8) pour —r < 8 < 0. Dans la présente note nous allons donner une con-
dition plus simple et plus générale d’existence de z;(3) pour s —a < t< o (a> 0).

Dans le livre(') de J. Halle on trouve un théoréme sur l’existence
d'un- prolongement & gauche d’une solution z(¢) de 1’équation

(1) o' (t) = f(t, @)
satisfaisant & la condition initiale
(2) @,(8) = ¢(8) pour ve[~—r,0],
ol

@;(8) £ x(t+8) pour se[—r,0].

Dans le théoréme en question I’auteur suppose les hypothéses suivantes:

Hypora®ses H. (h,) D est un ensemble ouvert dans RxC (ol
R =(—o00, +00), C =C0([—r,0], R*) est l'espace des fonctions conti-
nues dans I’ensemble [ —7, 0], & valeurs dans R®).
. (hy) f: D - R" est atomique, c’est-a-dire que f(¢, ) admet une dérivée
de Fréchet f,(¢, p) par rapport & ¢ € C continue dans D, et il existe une
matrice 5(¢, @, 0) & variation bornée par rapport & 6 pour (¢,¢)e D,
6 € [—r, 0], une matrice A (¢, ) continue dans D telle que Det A (¢, ¢) 7 0,
et une fonction scalaire y (¢, ¢, 8) continue telles que

(3) i 9)p = [[d,n(t, 9, 0)1p(6),

(1) . Halle, Funotional differential equations, New York 1971.
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(4) n(t, @, —rF)—n(, @, —1) = A(t, ¢),
—ris
) || | tants,e, Olp(O)—A(t, P)p(=n<y(tigre)  sup (O,
(6) y(t,9,0) =0,
(hy) ?'(0) = f(o,9).

Remarque 1. L’hypothése que f,(¢,9)y est la dérivée de Fréchet
de f par rapport & ¢ signifie qu’il existe des fonctions g(¢, ¢, v) et (¢, ¢, )
telles que

(1) ft,3+9) = (6, @) +5o (6 P v+(t, 6, 9),

(8) g(t, @,0) =0 pour chaque geC,

@ lgt, g, v)—g, @, 0I<e,p,fly—§  pour [y, [{|< B,
a(t; @, B) continue par rapport & (¢, , f) pour (¢, ¢) € D,

(10) e(t, 7, 0) = 0.

Dans la condition (9) |yl = V Zy‘, lyl=sup lly(6)|. Dans le livre

—r<<8<0
de Halle(!) on trouve le théordme smvant‘

THEOREME 1. Les hypothéses H étant admises, il eviste un &> 0 tel
que la solution x(t) définie dans Vintervalle [oc—r, o-+a) tel que z, = ¢
peut étre prolongée & gauche sur Vintérvalle [0 —a—r, o] c’esi-d-dire qu'il
existe une fonotion T(t) continue dans [c—a—r, o] telle que
(1 Z, =9
et que la fonotion

) = {m(t) pour o—r<t<q+a,
T \Z(@) pour o—a—r<i< o—r,

satisfait a Végquation (1) pour o—a<<ti< o+a.

Dans la présente note nous allons démontrer une -condition' plus
simple et plus générale, suffisante pour 1'existence du prolongement 2 gau-
che ‘de la solution de ’équation (1) satisfaisant & la condition (11).

1. Envisageons I’équation différentielle
(1.1) o' (¥) = f(t, ®(t—r), 3),

o) 2 =ay,y...,0,, 0,(0) =o(+0) pour —r<O0<O.

Admettons les_hy_l_:othéses suivantes:

Hyporasrs H. (h,) D est un ensemble ouvert dans B*+! x 0.
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(h,) La fonction f(¢, y, y) est continue dans D.
(hy) 11 existe une fonction F (i, ¢, 2), continue pour (¢, y, 2) telle que

(1.2) ly—ol<By l2=¢'(0)I<BPy o—a<ti<o+a (g¢u>0)
et telle que

(1.3) f(tv F(t, v, 2), 'P) =2.
(h,) Il existe une constante k(a, §) telle que
(1.4) IF(t, v, 2)—F(t, 'ﬁa 2 < k(a, ﬁ)lV’_'ﬁl

pour (, v, 2) et (¢, §, 2) appartenant 3 D telles que
p(0) =9(6) pour —r+a<6<0,
lp—vI<B, 9—@I<B, B<hy,
{1.5) k(a, <K <1 pour a<d, < fii< g, f<fo
(hs) @(8) est de classe C* dans [ —r, 0] et
¢'(0) =f(o, p(=7), 9).

THEOREME T. Les hypothéses H étant admises, on peut prolonger
a gauche la solution x(t) de I'équation (1.1) avec la condition initiale

(1.6) ,’Do = .

Démonstration. De la continuité de la fonction ¢’(s) dans Pinter-
valle [ —7, 0] il résulte qu’il existe un @ > 0, a < aq, a < r tel que

') —¢' (O < fo pour —a<t<O.
Envisageons la transformation suivante:

Fl+7, @' (t+7—0) pour o—a—r<t<o—r,

(Tn) (2) ={(p(t—o') pour d—r <t 0.

Pour « € (0, a] 1a transformation T est définie pour chaque 7(1), continue
dans l'intervalle o —r—a <t < g, et telle que

(1.7) ln—@l < B.
Dans le cas ou
(1.8) Ng =@

la fonction (T'n)(t) est continue (cf. (hs)) dans l'intervalle s —a—r <t < o
ot satisfait & la relation

(1‘9) (Tn)c =@.
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Envisageons la fonction
e(—7) pour o—r—a<t<o—r,
p*(t) =
p(t—0o) pour o~r<i<o,

on a

e(—r) pour o—r—a<t+0<<o—r
gt (0) = ¢*(t+6) = DA

p(t+0—0) pour o—r<t+0<o0.
Pour c—a<i<oon a |
0)—gp(—r owr —r<i<< —t+o—r,
(1.10) Ma)_ﬁ(e)"=l::::oz—:tt-+;"ea)li :ou.r-—t+a—r<0<0.
On a (pour s —a<t<o)
(1.11) —agt—0<0.

De la continuité uniforme de la fonction ¢(6) dans 'intervalle —r <t <0
il résulte que pour chaque ¢ > 0 il existeun a(c) > Otelquea > a > a(e) > 0
et que

lp(6) —@(048)<e pour |s| < a(e), 6e[—~r,0]

et par suite

(1.12) lp(8)—g¢ ()i<e pour a< a(s),de[—r,0].
On a donc pour a suffisamment petits
(1.13) g i —¢l < 38, pOUr @< al}f)

et, par suite, Fp* est définie pour a < a(3p,). Evaluons |Tp*—¢*| pour
a < a(3p,)-
1B (E4+7) @riry @' @+ 7—0)) —@*(H)]
(Te*) (&) —@* () < pour o—r—a<t< o7,
0 pour o—r< i< o,

En vertu de la définition de ¢*(¢) on &
F(H‘fn ?’:+n ?"(t'l"'_- U)) —p*(t) = F(t‘*"" ‘P¢.+n 'P'(H‘f—d)) —p(—1)

pour c—r—a<it<o—r
d’ot, en vertu de (h;) et (1.3),

(T *)(8)—g* (B} < |B(t+7y @hsr®’ (t+7—2) —F (v, @, ¢’ (0))||
pour o—r—a<it<o—r,
et par suite, F (¢, y, 2) étant continue,
H(Te*)(t) —@* (Dl < é pour a suffisamment petit, c—a—r<i<o
c'est-a-dire qu’il existe un a*(s) < a(3p) < a tel que
(1.14) (To*)—¢il<e pour a<<a*(e), y—a<i<o.
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Envisageons ’ensemble (B) des fonctions continues #(¢) (pour o —r—a
<t<y) telles que

~¢/|<1f powr c—a<i<o,
To =9z =9

(B)
ol
(1.15) a = a*(}fy(1— k‘)) .

La transformation T'y est définie et continue dans (B). Nous allons démon-
trer que TB < B. Envisageons Ty pour ne€B. On a (Ty), = ? Evaluons
[(Tn),—@i| pour y—a << o

I(T'7) (&) = @* (D < (L) (3) — (Tp*) ()| + [ Tp*) (2) — p* (D]
< IT7) (&) — (To*) (D)l +3Bo(1 — k%)

(ef. (1.14) et (1.15)). On vérifie facilement que pour 7 € B on peut appliquer
la condition (1.4). On a donc

I(T7) () — (Te*) (O < & iny — 9| < K" 360
et par suite
I(T7) (2) —@* ()l < K360+ $8:(1 — k') = 1b

c’est-a-dire que T'B <« B. On vérifie facilement que pour chaque # € B,
neB on a

|Tn—T7| < K*ln—1|
(ou [§] = sup [&(?)), done il existe un 5* € B tel que
. o=~p—aica
P’T_' = 9%
c’est-a-dire
=@, *()= F(t—l-r, 17','+,, qp'(t+r—a)) pour o—r—a <t o—r
d’otr il vient
n*(t—r) =F(t, 5, ¢’ (t—=0)) = F(t, 5,9 () pour c—a<t<o
et par suite, en vertn de (1.3),

7"'(t) = f(t, n*(t—r), %) pour e—a<t<o.

Le théoréme T eat ainsi démontré.

Remarque 2. Le théoréme 1 résulte du théoréme T. Les hypothéses
H étant admises, la fonction f(¢, ¢) est de la forme

f@, @) =F (t, o(—1r)+§(¢, ¢)
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ol )
F(t,y) = A(t, 9’0‘)?/’

Gty @)= g(t, of, ;— @)+ 1, @) —Fo(ty 1)l + [ [Bon (8, 91 (6), 6)]2,(6)

et par suite de ’hypothése que Det A (¢, ¢) # 0 il résulte qu’il existe une
fonction F(¢, y, 2) satisfaisante & (1.3)

F(t,p,2) = A7'(t, *) 2 —§(t, p)}
on a done ‘
IF(t, v, 2)—F(t, §,2)l = A7, g} {§(E, v)—d (¢, P}
< "A-—l(t! 9’:)“ g (¢, v) -—ﬂ(t, Pl < Po{"g(t! ?’:1 V’_‘P:) -

0

| [1don 2, ¥ (6), 0)] (w(8)—(0))

-r

—9(, ?’!.7 $—o)l} +

~f4a

<oty @, B)lw—61+|| [ [donlt, 45 (8), 6]} Tw(6)—(0)][}

._"

pour chaque couple y, ¢ tel que y(6) = p(0) pour —r+a< 0 <0.
En vertu de (6) on a

| F lante, o2, 91200

—rta

=|| J laon(t, ol (0), 0]¢(O)— Aty g E(—1r)|<7(t,08,0) sup (O],

—r<0C~r+a
done
IE () vy 2)—F (¢, ) 2)| < Pole(t, 97y B)+7 (2 o) @)l w— 91}
pour y, ¢ tel que y(8) = ¢(0) pour —r+a< 00,
mais ¢(t, ¢ , 8) > 0 pour g — 0, y(t, ¢; , a) > 0 pour a— 0, et, par suite,
pour a, # suffisamment petits on a
k(a, B) = e(t, 9fy B)+7(t 9, 0) < 1.
Les hypothéses H sont dono satisfaites.

2. Remarque 3. Les hypothéses H étant admises, il existe exacte-
ment une solution z(t) & gauche de o, satisfaisant & la condition 2, = ¢,
telle que |o;,—¢p] < § dans l'intervalle de définition de .

Supposons qu’il existe deux fonctions Z(t) et z(#) définies dans 'inter-
valle o —a—r <t < o telles que

(@) =ft,z(t—1),T) pour c—a<i<y,
o' (t) = f(t,d(t—r),B) pour o—a<i<y,
(2.1) T, =0, =9, Zt) #aact).
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On a done
Z(t—r) =F(,%,%'@1) (t—r)=F¢05,7'() pouroc—a<t<o,
c'est-a-dire

(2.2) Z(t) = F(t+r, Zy,, ¥ (t+7))
(2.3) (t) =F(t+r,d,,,8(t+r) -pour o—r—a<i<o—r,
(2.4) Z(t) = z(t) = @(t—0o) dans [o—r,o].

De ’hypotheése que Z(f) = z(t) il résulte qu’il y a un ¢,, ¢, e {[c—a—r7, 0]
tel que

(2.5) Z(t) # B(ty).

De (2.4) il s'ensuit que t, & [—a—r, o—r]. En vertu de (2.4) et (2.5)
il existe un ? € (¢, o —r] et une suite {t,}, ¢, ¢, ¢, (¢, c—r) tels que

(2.6) Z(t) =z(t) pour telt, ],
(2.7) Z(t,) # o(8,).
On a

Z'(t+r) =2 (t+r) pour tefi—r,d],
Z,.(0) =%,,(0) pour I—r—t<6<0, —r<0,
et par suite, en vertu de (1.4), pour f—a, < ¥ <?f (qp <7, < d) oD &
IE@X)=Z@)| = || F{t+7,Zpspy @' (¢ +7) = F i +7, 3y, & (t+1))||

< k(aqy B)- I:'El+r-st+rl-
Posons par définition
M = max |Z(s)—2(s)l.
t—ap<o<i+r
On a donce
M < k(a, B)M.

t,— ¢ et par suite I—a, <1, < pour » > N, d'ou il résulte que 0 < M,
De l'inégalité ay < a et de (1.5) il vient

k(a,B) <1,
dono

M< M,

L’unicité du prolongement est ainsi démontrée. -
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3. Remarque 4. Dans la remarque 2 nous avons démontré que
I’hypothése H entraine I’hypothése H. Dans la suite nous allons donner

un exemple d’équation satisfaisant & I’hypothése H et ne satisfaisant
pas & ’hypothése H.

ExEMPLE 1. Envisageons le cas ol f(t,y, v) est donné par la rela-
tion suivante

0
(3.1) ft,y,9) =y+ [ v(8)da+3[p(0)F".
Dans ce cas

P(t,p,2) =2— [ p(s)ds—34"(0),

o .
IF(t, v, )= F(t, p, ) < [ lp(8)—p(a)llds+ 3l p*° (0) — p**(0)].
Dans le cas ol

v(8) =vp(s) pour —r+a<s<0 (0<a<r)

on a done
~r+a

IF (¢, v, 2) —F (1, v, 2)ll < f llp(2) — ¥ (8)lids < alp—y|.

-y

Les hypothéses H du théoréme T sont donc satisfaites tandis que les
hypothéses H ne le sont plus pour y(6) tel que ¢(0) = 0.

Regu par la Rédaction le 21. 10. 1976



