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Résumé. Soit (E,) une décomposition de Schauder d’un espace vectoriel topo-
logique localement convexe F dont la topologie T induit une topologie tonnelée sur
chaque E, . Nous prouvons qu’il existe au plus une topologie tonnelée 7’ qui coincide
aveo T sur chaque E, et qui est telle que (¥,) soit encore une décomposition de Schau-
der pour 7. Nous appliquons ce résultat pour prouver que, sur l'espace H (E) des
fonctions analytiques (c’'est-i-dire continues et de restrictions aux sous-espaces de
dimension finie analytiques) sur un elc E, la topologie 7y engendrée par les recouvre-
ments ouverts et dénombrables de F est exactement la topologie tonnelée associée
3 la topologie T, de Nachbin. '

Soit £ un ele (espace vectoriel topologique localement convexe sé-
paré sur le corps des complexes) rappelons qu’on appelle décomposition
de Schauder la donnée d’une suite (E,) de sous-espaces de F telle que

a0
tout @ de E s’écrit de maniére unique » = ' a,, avec 3, dans E, pour

i=1

n

tout n, et telle que les applications u,: #— ) #; sont continues. La notion
=1

de base de Schauder correspond au cas ou chaque F, est de dimension 1.

L’étude des fonctions analytiques en dimension infinie . (voir par
exemple [7] pour les définitions) fournit un exemple intéressant de décom-
position de Schauder. En effet, si F est un elc, H (F) I’espace des fonctions
analytiques (c’est-a-dire continues et dont la restriction aux sous-espaces
de dimension finie est analytique) sur E et si #("E) est 1’espace des appli-
cations polynomiales continues homogéne de degré n, Dineen a monté [1]
que les espaces #("E) forment, via le développement de Taylor & 'origine,
une décomposition de Schauder de H(E) pour les topologies T, et T,
(voir plus loin pour les définitions) qui sont les topologies les plus intéres-
santes que 1’on considére habituellement sur cet espace.

D’autre part, si I’on note T la topologie d’un elcE, on sait qu’on
peut lui associer une topologie tonnelée, notée T, qui est 1a borne inférieure
des topologies tonnelées plus fines que 7. Cette topologie, que ’on peut
construire (voir [3] et [8]) par un procédé d’itération transfinie, est solu-
tion du probléme co-universel des applications linéaires continues d’un
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espace tonnelé dans E (c’est-a-dire que de telles applications se factori-
sent & travers E, T,).

Dans ce qui suit nous allons étudier les relations qui peuvent exister
entre la topologie tonnelée associée et la décomposition de Schauder et
appliquer les résultats obtenus pour caractériser la topologie T, sur 'espace
H(E) des fonctions analytiques.

LeMME 1. 8i (E,) ‘est une décomposition de Schauder d'un espace ton-
nelé E, on peut supposer que la topologie de E est engendrée par des semi-
normes p telles que p(@) = supp[u,(®)] pour tout @ de E.

n

Démonstration. Soit (p,)s.4 1’ensemble des semi-normes qui
définit la topologie de E et posons, pour tout =, ¢,(#) = supp,[«,(?)].

n

La topologie engendrée par les (g,),.4 est plus fine que la topologie ini-
tiale T'. Montrons qu’elle lui est égale, c’est-d-dire que toute semi-norme
g, est T-continue ce qui équivaut % dire, puisque l’espace est tonnelé,
que 'ensemble B = {weE, q,(®) < 1} est un tonneau de E: L’ensemble B
est évidemment convexe, équilibré et absorbant; montroms qu’il est
fermé: soit # un point adhérent & B alors u, (o) est adhérent & u,(B) pour
tout ». Comme, pour tout n, p[,(y)] < 1 pour tout ¥ de B et p restreinte
a E, est T-continue il s’ensuit que p{u,(®)] est adhérent & p[u,(B)] et
done que p,(®) <1. De ceci on déduit que @ appartient 3 B puisque
Pp(o) = supp[u,(2)]).

On peut alors démontrer:

THEOREME 1. 8¢ (E,) est une décomposition de Schauder d'un elc(E, T)
tel que T induise une topologie tonnelée sur chaque E,, il ewiste au plus une
topologie tonnelée T' qui coincide avec T sur chaque E, et qui est telle que (E,,)
80it encore ume décomposition de Schauder. Cette topologie, si elle ewmiste,
n’est autre que la topologie tonnelée associée & T et est engendrée par les semi-
normes sur E qui satisfont au® conditions suivantes:

(») p(®) = supp[u,(2)],

(w#) la restriotion de p & E, est continue pour tout m.

CoROLLAIRE 1. Soient T, et Ty deus topologies tonnelées sur E et telles
qu'il emiste une décomposition de Schauder (E,) pour T, et Ty, alors T, = T,
8t et seulement 87 T, et Ty coincident sur chaque E,.

CoROLLAIRE 2. Soit B un espace vectoriel et (e,) une suite de poinis
de E, 1l emiste au plus une topologic tonnelée T sur B telle que (e,) 80it une
base de Schauder de (E,T).

Remarque. On sait [2] que si (Z,) est une décomposition de Schau-
der d’un espace tonnelé alors E, est tonnelé pour la topologie induite.

Démonstration. Supposons qu'il existe une topologie tonnelée
notée T" telle que (E,) soit une décomposition de Schauder pour T
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et telle que T = T sur chaque E,. D’aprés le lemme 1 on peut supposer
que les semi-normes définissant 7' satisfont au conditions () et ().
Notons 7’ la topologie engendrée par toutes les semi-normes satisfaisant
a (%) et (**), c’est une topologie plus fine que 7"'. Montrons que T" = T":
8i p est une semi-norme 7T'-continue un raisonnement semblable & celui
fait dans la démonstration du lemme 1 prouve que l’ensemble A
= {weE, p(») < 1} est un tonneau pour T qui est une topologie tonnelée.
La semi-norme p est donc bien T"'-continue. Cette topologie 7" est évidem-
ment plus fine que T' done plus fine que la topologie tonnelée associée T,;
on montre alors que T’ = T, en recommencant le raisonnement précé-
dent appliqué & T, au lien de T".

Remargqgue. Le corollaire 2 entraine des résultats du typé suivant:
soit ¢’ un espace [® muni de la norme 1% 1< p < ¢< + oo, alors Jl, est
tonnelé si et seulement si p = gq.

Le théoréme précédent serait plus intéressant si ’on savait répondre
a la question suivante: tout décomposition de Schauder d’un elc est-elle
encore une décomposition de Schauder pour la topologie tonnelée associée ?
La réponse positive & cette question entraine une caractérisation de la
topologie tonnelée associée. En fait il semble que la réponse soit négative
en général; elle est positive si la topologie tonnelée associée est compatible
avec la dualité c’est-a-dire posséde le méme dual.

PRoOPOSITION 1. Soit (E, T') un ele dont la topologie tonnelée associée T,
est compatible avec la dualité (E, E') alors toute décomposition de Schauder
pour T est encore une décomposition de Schauder pour T,.

Démonstration. On sait [4] que dans un espace tonnelé une suite
(F,) de sous-espaces est une décomposition de Schauder si et seulement
si cette suite est une décomposition de Schauder pour la topologie faible
sur E. Comme les topologies T' et T, sont compatibles elles induisent
la méme topologie faible sur E et, comme (%,) est une T-décomposition
de Schauder, il s’ensuit que u,(#) tend vers # faiblement pour tout z et
les applications u, sont faiblement continues. La décomposition (Z,)
est de Schauder pour la topologie faible, donc aussi pour T, d’aprés le
résultat rappelé plus haut.

Remarque. Comme la topologie tonnelée associée est plus fine
que la topologie forte g (X, E') elle n’est pas compatible en général avec
la dualité. On peut cependant prouver le résultat suivant:

ProrosiTION 2. 8i (B, T) est un ele, la topologie tonnelée associée
est compatible avec la dualité (E, E') si et seulement si le dual E., est quasi-
complet.

La démonstration utilise le résultat classique suivant:

LEMME 2. 8i E est un elc munt d’une topologie de Mackey alors E est
tonnelé si et seulement si E. est quasi-completl.
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Si T, est compatible avec la dualité, les espaces (E,T) et (E, T,)
ont le méme dual sur lequel les topologies faibles coincident. Comme
T, est tonnelée, ces topologies faibles sont quasi-complétes. Réciproque-
ment, supposons que (K, T), est quasi-complet. La topologie de Mackey
correspondant 4 T est tonnelée en vertu du lemme 2, donc plus fine que
la topologie T; cette derniére est donc compatible avec la dualité.

THEOREME 1'. Soit (E,T) un elc possédant une decomposition de
Schauder (E,) et dont la topologie T induit sur chaque E, une topologie tonne-
lée. Si de plus E, est quasi-complet, il ewiste une topologie tonnelée et une
seule telle que (E,) soit encore une décomposition de Schauder. Cetle topologie,
qui n’est autre que la topologie tonnelée associée, est engendrée par les semi-
normes satisfaisant auw conditions (*) et (%%) du théoréme 1.

COROLLAIRE. Si E est un elc & base de Schauder et si B, est quasi-complet
la topologie tonnelée associée est engendrée par Vensemble des semi-normes
telles que p(®) = supp[u, ()]

n

Application aux fonctions analytiques en dimension infinie

Rappelons que, si F est un ele, plusieurs topologies s’introduisent
naturellement sur ’espace H(E) des fonctions analytiques (c’est-a-dire
continues et dont les restrictions aux sous-espaces de dimension finie
sont analytiques); ce sont en particulier (voir par exemple [1] et [5]):

la topologie T', de Nachbin, engendrée par les semi-normes portées
par les compacts de F (une semi-norme p est portée par un compact K
si pour tout voisinage V de K il existe une constante C > 0 telle que
p(f) < Cifly pour tout f de H(E)).

la topologie T';, engendrée par les semi-normes p telles que pour tout
recouvrement dénombrable, ouvert et croissant (U,) de F il existe un

entier n, et une constante C > 0 tels que p(f) < C|f |Un, POUTr tout f de
H(E).

la topologie T, , (resp. T,,) bornologique (resp. tonnelée) associée
arT,.

On a les relations suivantes entre ces topologies:

/ H(E)’ Tw.b\

HE),T,
N a1, "

ol la fléche indique la continuité de D’application identique.
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Le résultat le plus général liant les topologies T, et T', est dii & Dineen
qui a montré que dans de nombreux cas, et en particulier si ’espace ¥
est métrisable, T, est 1a topologie bornologique associée & T, . Le résultat
suivant ne fait intervenir aucune restriction sur ’espace:

THEOREME 2. Pour tout ele E la topologie T, est la topologie tonnelée
associ¢e a T,.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.1 de [1], les sous-espace8
E, = #("E) forment une décomposition de Schauder de H(E) pour les
tepologies T; et T, ; par le lemme 1.2 de [1] sur chaque F, ces topologies
coincident et sont tonnelées. Le théoréme 1 entraine, puisque 7', est
tonnelée, que celle-ci coincide avec la topologie tonnelée associée & T,
et qu’elle est 1’'unique topologie tonnelée qui coincide avec T, sur chaque
P("E) et qui est telle que (9’(”E)) soit une décomposition de Schauder.

CoROLLAIRE. La topologie T, (resp. T, ,) est tonnelée i et seulement
8t T, =T, (resp. T, = T,).

Terminons par une caractérisation des bornés de H(E) pour T,:
la topologie T, peut aussi étre considérée comme la topologie bornologique
tonnelée associée & T, (c’est-a-dire la borne inférieure des topologies
bornologiques et tonnelées plus fines que T,). Or la topologie bornologique
tonnelée associée & un ele (E, T) est égale (voir [6]) & la topologie borno-
logique associée a la topologie forte g(E, E’). D’ou:

PROPOSITION 3. Les ensembles bornés de H(E), T, sont exactement les

ensembles fortement bornés de H (E), T, (c’est-a-dire bornés pour la topologie
Bl(H(E), T.), (H(E), T.)])- |
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