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Zussammenfassung. Eine Matrix A4 (ay) iiber einem kommutativen Koérper K
. m
heisst doppelt pseudostochastisch, wenn sie die folgenden Bedingungen: Y a; = 1,
n J=1 ]
i=12..n Ya;=1j=1,2,...,merfiillt. Mit D = DS(n, K) wird die Gruppe
i=1

aller reguliren doppelt pseudostochastischen Matrizen derselben. Ordnung = und
mit [D, D] ihre Kommutatorgruppe bezeichnet. Es sei [4] das Element der Faktor-
gruppe D/[D, D), das die Matrix A enthilt. Die Formel g([4]): = Det A bestimmt
eine Abbildung von D/[D, D} in K* = K — [0]. Unter der Voraussetzung, dass die
Charakteristik K gleich 0 ist, werden die folgenden Sitze bewiesen.

Satz 3.1. Die Abbildung g ist ein Isomorphismus.

Satz 4.1. Jeder Homomorphismus f von D in eine kommulative Gruppe G hat die
Form f(X) = ¢(DetX), wo ¢: K*—~G ein Homomorphismus bedeutet.

Aus dem Satz 4.1 ergibt sich, dass jede multiplikative Funktion F, die D in
einen beliebigen kommutativen Korper K abbildet, die Form F(X) = yp(DetX)
hat, wo y: K*—K belichbige multiplikative Funktion ist.

Einleitung. Eine Matrix 4 =(a;), ¢+ =1,2,...,%, j=1,2,...,m
iiber einem kommutativen Koérper K heisst doppelt pseudostochastisch,
wenn sie die folgenden Bedingungen

m
(1) Day=1, Da;=1,
j=1

erfiillt (vgl. [1], Def. 1). Diese Matrizen werden kurz ,,dps-Matrizen”
genannt. '

Alle reguliren dps — Matrizen derselben Ordnung » mit Matrizen-
multiplikation bilden eine Gruppe (vgl. [1], Hilfssatz 1.1), die wir mit
DS(n, K) bzw. kurz mit D bezeichnen werden.

In der vorliegenden Note bestimmen wir die allgemeine Form der
Homomorphismen von D in eine beliebige Abelsche Gruppe G unter der
Voraussetzung, dass die Charakteristik des Korpers K gleich Null ist.
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1. Hier werden wir die in [1] eingefiihrten Bezeichnungen benutzen.
Insbesondere wird mit P, j #k, j, Kk =1,2,...,n die Permutations-
matrix und mit F;(a), 1<i<m, a #* 0 bzw. mit G;(f), f # 0, die ele-
mentare Matrix erster bzw. zweiter Art bezeichnet (vgl. [1], Def. 1.1,
2.1, 1.3).

Die Matrix P;, entsteht, wenn wir in der Einheitsmatrix E die j-te
Zeile mit der k-ten vertauschen.

F,(a) erhalten wir, wenn wir in E die i-te und die (i+ 1)-te Zeile
durch die folgenden Zeilen

1O (E-2) G-1) (%) (i+1) (n)
(0 ...01—a a 0...0),
0...0a—-11—-a10...0)

entsprechend ersetzen.
Die Elemente der Matrix G;(f) sind folgendermassen definiert:
1+ 1-8

aii == a]f = 2 , au = @, = 3

a;; = 6,; in allen anderen Fillen.

Aus den obigen Definitionen folgt
HiLrssaTz 1.1. Die Abbildungen

F;: K'»D, G, K'>D

sind Homomorphismen der multiplikativen Gruppe K* = K —{0} in die
Gruppe D.

Wir beweisen jetzt den nachstehenden

HiILFSSATZ 1 2. Elementare Mairizen und Permutationsmatrizen erfillen
die folgende Gleichung

(11) Fn_l(l—a)an_m( 2 ~1)
l1—a

— . __.__ﬂ
—Fn—l(l-'ﬁ_a) Pn—ln-Fn—l (1 l—ﬂ—a)’
fir n>3, a #1, a+p#1, f # (1—a)/2.

Beweis. Es geniigt (1.1) nur fiir Matrizen dritter Ordnung zu beweisen.

Durch Multiplizieren beider Seiten lidsst sich leicht zeigen, dass die
folgende Identidt
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1 0 0
1 0 O B L B
al—a0 l—a l1—a -
— 1
a a 01— g 7]
l—a 1—a
1 0 0
1 0 0 ) L . B .
=| B+tael—B—a0|Pyu] 1—f-—a 1-f—a
—f—a Bt+ae 1 B B 1

B 1—-f—a 1—f—a
gilt, aus der sich (1.1) fir n = 3 ableiten lasst.

2. Jetzt geben wir zwei Sitze iiber die kanonische Zerlegung der
reguldren dps — Matrizen an.

SATZ 2.1 Jede Matriz Ae D kann in der Form
(2.1) A = L'Gn—ln(ﬁ)'R
dargestellt werden, wobei L und R Produkte einer endlichen Amnzahl der
Matrizen Py; und F;(a;) sind.

Fiir » > 3 ist dieser Satz in [1] unter der Voraussetzung (3.2) bewiesen
worden. Da jede Matrix 4 DS(2, K) die Form

(2.2) A =G,(8), B =Detd
hat, gilt (2.1) anch im Falle n = 2.
Im weiteren wird die Identitdt (2.1) fiir » > 3 mit Hilfe von (1.1)

etwas umgeformt. Wir setzen in (1.1) fir ¢ = 0. Dann geht diese in fol-
gende Gleichung iiber: )

1—28
(2'3) Gn—ln(zﬁ - 1) = Fn—l (1 —ﬂ)Pn—lnF-n—l (ﬂ?‘)’
g#1, B#3%} n=3,
die zeigt, dass man jede von E verschiedene Matrix G,_,, durch die

Matrizen P, ,,, F,_,(a) ausdrucken kann.
Sehr einfach ist auch die Relation

(2.4) Fy(a) = Pil-Pi+l l+1Fi(a)Pi+l z+1Pu
nach zupriifen,
Aus (2.3), (2.4) und aus der Darstellung (2.1) folgt

SATz 2.2. Die Gruppe D fir n > 3 lasst sich durch die Matrizen Py,
und F,_,(a) herleiten.
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3. Wir bezeichnen mit [D, D] die Kommutatorgruppe von D und
mit [A] das Element der Faktorgruppe .D/[D, D], welches die Matrix A
enthilt. Die Formel

(3.1) g([A]): = Det A

bestimmt eine Abbildung der Gruppe D/[D, D] in K*. Unter der Vor-
aussetzung, dass die Charakteristik y(K) des Korpes K gleich Null ist,

(3.2) 1(K) =0,

beweisen wir den folgenden Satz:

SAatz 3.1. Die Abbildung g ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Permutationsmatrizen P;, erzeugen die n-te symmterische
Gruppe 8,,. '

Da 8, = D ist, muss auch die Inklusion

A, < [D, D]

gelten, wobei 4, die Kommutatorgruppe von S, darsteltt. Es gilt die
Relation

(*) P;‘Ia = PZkPIijPle2k'

Aus (») und aus der Bemerkung, dass jedes gerade Produkt der
Permutationsmatrizen zu 4, also auch zu [D, D] gehort, folgt die Gleich-
heit.

(3.3) [ij] = [P12]'

Jetzt nehmem wir an, dass » > 3 ist. Aus (3.3) und aus den Satz 2.2
ergibt sich

(3.4) (4] = [P F,_1(a)], c=0,1

fir jedes Element [A] der Faktorgruppe D/[D, D]. Die Relation (3.4)
zeigt, dass [A] dann und nur dann zum Kern g gehort, wenn gilt

Det(sz'Fn_l(a)) - 1
d.h. wenn o und ¢ die Beziehung
(3.5) (—1)°a=1

erfilllen. Es sind also zwei Fille zu unterscheiden
(3.6) =0, a=1,

und

(3.7) =1, a= —1.
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Im Falle (3.6) ist [A] = [E]. Um den Fall (3.7) abzuschliessen,
setzen wir in (1.1) fiir @ = 2 ein. Dann erhalten wir

(3.8) [-Fn—l( —l)Gn—ln(_2ﬂ—1)] = [PnFn—l(—zﬂ—l)]
fir § < —1 und g # —3%. Aus (3.8) folgt, dass der Homomorphismus
(3.9) [Fpo1(£)-6G1l1n(8)]

der Gruppe K* in die Gruppe D/[D, D] fiir & # 1 konstant ist.
Auf Grund (3.2) muss (3.9) gleich [F] sein. Daraus ergibt sich die
Relation

[Plz n—l( —‘1)] = [E]

welche zeigt, dass die Beziehung [A].= [F] auch im Fa,lle (3.7) gilt.
Kern g besteht also aus einen Element [F] und unser Satz ist fiir n > 3
beweisen. Wenn n = 2 so folgt der Satz 3.1 ohne weiteres aus (2.2).

4. Zum Abschlup noch einige einfache Folgerungen aus Satz 3.1,
die fiir die Geometrie bzw. Theorie der geometrischen Objekte wichtig
sind. .

SATZ 4.1. Unter der Voraussetzung (3.2) hat jeder Homomorphismus
der Gruppe DS (n, K) in die kommutative Gruppe G die Form

(4.1) f(X) = p(DetX)

wobei ¢ ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe K* in die Gruppe G
bedeutet.

Beweis. Es ist bekannt, dass f in der Form

(4.2) f = fow

dargestellt werden kann.
f und » sind die folgendermassen definierten Homomorphismen:

v: D->D[[D, D], »(4): =[4],

f: DID, D]-G, f([4]): =f(4).
Auf Grund von Satze 3.1 kann man (4.2) in der Form
f = fog logow

schreiben, aus der dann (4.1) folgt, wenn wir fir ¢ = fog™ setzen.
Es seil K ein beliebiger kommutativer Korper. Fiir die multiplikativen

Funktionem, die DS(n, K) in K abbilden, erhalten wir leicht aus dem
Satz 4.1 die
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FoLGERUNG 4.1. Unter der Voraussetzung (3.2) hat jede multiplikative
Funktion f,

f: DS(n, K)~K,
die Form
f(X) = p(Det X),

wobei y: K*>K eine multiplikative Funktion ist.
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