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Verallgemeinerte harmonische Analysis

von S. HARTMAN (Wrocltaw)

1. Seit Bohr ist der Begriff der harmonischen Analysis viel aus-
gedehnter als die klassische Fourierreihenlehre. Vom heutigen Stand-
punkt aus ist die letztere nur ein Sonderfall einer Theorie, die sich nach
ihrem Inhalt und ihren Methoden auf Funktionenriume auf Gruppen
bezieht.

In naheliegender Weise darf ein Element 7 der abelschen Gruppe G
eine Periode der auf G erklirten Funktion f heilen, wenn f(t+t) = f(?)
fiir jedes t ¢ @G gilt. Alle Perioden bilden offenbar eine Gruppe H, und f
kann als eine Funktion auf G/H aufgefallt werden. Die Periodizitit,
d.h. das Vorhandensein von Perioden, die vom neutralen Element ver-
schieden sind, ist fiir Funktionen auf Gruppen im allgemeinen kein auf-
schluBreicher Umstand, wohl aber nimmt sie an Bedeutung zu, falls die
Gruppe G/H einfacher als G ist und im Falle von topologischen Gruppen
ganz besonders dann, wenn G/H kompakt ist, weil die kompakten Grup-
pen dank dem in ihnen vorhandenen invarianten MafBle und dem Peter-
Weylschen Satze das dankbarste Anwendungsgebiet der harmonischen
Analyse, selbst im nicht-abelschen Ifall, bilden. Am besten bewidhrt sie
sich aber bei der Untersuchung von abelschen kompakten Gruppen,
weil ja die irreduziblen unitiren Darstellungen derselben lauter eindimen-
sional sind.

In der klassischen Theorie der Fourierreihen, wo man mit Funktio-
nen von der Periode 2n zu tun hat, ist G durch die reelle Achse R zu
ersetzen; die Gruppe H besteht in diesem Fall aus allen Vielfachen von
2=, und G/H ist die Kreisdrehungsgruppe I'. Es ist vorteilhaft Funktio-
nen auf T statt periodischer Funktionen auf R zu betrachten. Wir
wollten eben an diesem einfachsten Beispiel die Methode klarmachen,
die darin besteht, da man die zu untersuchenden Funktionen auf ein
Kompaktum iibertrigt. Eine solche Ubertragung ist nicht immer leicht
oder iiberhaupt moglich, sie scheint aber jedenfalls erstrebenswert. Zum
Beispiel, die Bohrschen fastperiodischen (fp.) Funktionen lassen sich
nicht so einfach wie die periodischen auf einer kompakten Gruppe inter-
pretieren. Was dank dem Vorhandensein von (reinen) Perioden gelingt,
war von den ,¢-Fastperioden” oder ,,Verschiebungszahlen” nicht zu
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erwarten. Dennoch was sich durch Faktorgruppenbildung nicht mehr
erzielen liefl, konnte durch Einbettung in eine grofere Gruppe erreicht
werden: die sog. Bohrsche Kompaktifizierung der reellen Achse oder
m.a.W. das Bohrsche Kompaktum K ist eine Gruppe, welche ein stetig
isomorphes Bild ¢(R) von R als eine dichte Untergruppe enthilt, und
zwar 80, daBl genau die fp. Funktionen auf R die gleichméifBig stetigen
Funktionen auf ¢(R) ergeben, welche also zu stetigen IFunktionen auf
ganz K erweitert werden konnen. Dall diese stetigen Funktionen dabei
auch periodisch sind, ist nebensichlich.

Die harmonische Analyse hat durch die Entdeckung der fp. Funk-
tionen von der Kreisdrehungsgruppe aus auf andere abelsche Gruppen
ibergegriffen. Nunmehr waren das schlieflich ebenfalls kompakte Grup-
pen, weil man die Bohrschen Funktionen auf R einfach als stetige Funk-
tionen auf K auffassen kann, und weil fiir andere lokal kompakte abel-
sche Gruppen eine analoge Konstruktion moglich ist. Die Bennennung
»fastperiodisch” hat sich mehr aus Traditionsgriinden als wegen tat-
sichlicher Ankpiipfung an die Periodizitit erhalten. Auch die Besico-
vitchschen B® fp. Funktionen lassen sich auf K ibertragen, insofern
sie als Elemente von £?(K) gedeutet werden konnen. Wir sehen noch
spater, wie man die guten Eingeschaften der kompaktemn Gruppen auch
in anderen Fillen zur Untersuchung von Funktionen auf R mit Erfolg
benutzen kann, selbst wenn es nicht ohne geeignete Kunstgriffe gelingt.

Man wire geneigt zu glauben, dafl man mit fastperiodischen Funk-
tionen im Sinne von Bohr, Stepanoff, Weyl, Besicovitch usf. noch nicht
bis an die Grenzen des Anwendungsbereiches der harmonischen Analyse
vorgedrungen ist. Diese Grenzen scheinen dort zu liegen, wo die ge-
eignet definierten Fourierkoeffizienten noch existieren, also z.B. im Falle
der reellen Variablen ¢ > 0 bei Funktionen, fiir welche

T
a(}) =T1_1:£%0J f (1) et
fiir jedes oder fast jedes 4 existiert.

Welches sind solche Funktionen? Das Literaturnachschlagen und
Herumfragen brachte den Verfasser zu der Anschauung, daB in. dieser
Hinsicht nicht viel bekannt war. Das wiirde sich schon in das allge-
meine Bild fiigen, dem man begegnet, wenn man von dem gut erfor-
schten Gebiet der im Intervall oder auf dem Kreise definierten Funk-
tionen zu den auf der ganzen Achse erklidrten iibergeht. Schon die Grup-
penalgebra der reellen Achse ist ja viel komplizierter und weniger er-
forscht als diejenige der Kreisgruppe (hier wirkt sich das Fehlen der
Kompaktheit ungiinstig aus!).

Verschiedene Probleme, die sich in diesem Zusammenhang auf-
dringten, wurden kurz danach in einigen interessanten Arbeiten gelost,
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deren Inhalt zusammen mit den friiher bekannten Ergebnissen auf eine
nahezu abgeschlossene Theorie Anspruch erheben kann, welche in Polen
als verallgemeinerte harmonische Analyse bezeichnet wurde. Einer Uber-
sicht dieser, allerdings nicht sehr umfangreichen, Theorie ist der vor-
liegende Aufsatz gewidmet, wenn auch ohne die Vollstindigkeit der
bibliographischen Angaben, besonders der fritheren, zu beanspruchen.
Vom Verfasser wurden bei dieser Gelegenheit gewisse zusitzliche Re-
sultate oder Bemerkungen mit dargelegt.

2. Wir beginnen mit einem Ergebnis von Eggleston [4], der in
Beantwortung einer Frage von Herz [6] folgendes bewiesen hat:
ist f(t) beschrinkt und gleichmiBig stetig in —oo <t < oo, s0 ist
T

(1) as(A) _11m2i_,l, J f(t)ye~Hdt = 0
fiir jedes 4 mit Ausnahme einer Menge Z vom Lebesgueschen Ma Be Null
Uberdies gilt nach Eggleston »(Z) = 0 fiir eine MaBfunktion » von
Carathéodory genau dann, wenn » folgende Eigenschaft aufweist: ist
{mx} eine Folge natiirlicher Zahlen mit 0 < npy;—nx < C, so ist fir
jedes ¢t auBlerhalb einer »-Nullmenge die Folge {n;t} mod 1 gleichverteilt.
Dafl das Maf von Lebesgue dieser Bedingung geniigt, und auch ohne
fg41—ni < C zu verlangen, folgt aus einem bekannten Satze von Weyl.
Gelegentlich sei bemerkt, daf selbst fiir ng., —ng < C unabzihlbar viele
Zahlen t existieren konnen, fir welche {ngt} nicht mod 1 gleichverteilt
ist (vgl. dazu [5]). Eggleston zeigt an einem Beispiel, daB die Ausnahme-
menge fiir (1) auch unabzdhlbar sein kann. Ehe wir diese Frage naher
betrachten, wollen wir bemerken, da8 Z sowohl aus den Zahlen 1 be-
steht, fiir welche a;(1) unbestimmt ist, wie auch aus denjenigen, fiir
welche es zwar existiert, aber von 0 verschieden ist. Dementsprechend
zerlegen wir Z in zwei Teile

Z:71UZ2.

Koénnen beide Teile unabzahlbar sein? Die verneinende Antwort ist in
einem Ergebnis von Urbanik [11] enthalten, das aber noch viel mehr
umfaflt, mehr sogar als der folgende

SAaTz 1. Hal man
T
2 i ll — A R
(2) ity =  liza 2T F@Pdy < oo
-7

und p > 1, so gibt es eine Besicovilichsche B”-fp. Funktion f* mit asm(2)
= ay(1), sooft a;(1) wohlbestimmt ist.

Da ay(1) bekanntlich fiir jedes 4 bestimmt und nur fiir abzdhlbar
viele 4 von 0 verschieden ist, so kann Z, nicht unabzihlbar sein, selbst
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wenn man (2) mit p > 1 anstatt der Beschrinktheit und der gleich-
méifigen Stetigkeit von f verlangt. Das Egglestonsche Ergebnis ist aber
dadurch nicht im vollen Mafle iiberholt, weil es fiir beschrinkte und
gleichmiBig stetige Funktionen ja mehr aussagt und sogar an Hand
eines Satzes aus [5] die Folgerung gestattet, dal Z nicht nur eine Null-
menge nach Lebesgue ist, sondern auch das Ma8 0 im Sinne der durch

—1-—s
(log%) (e > 0) definierten Hausdorffschen Dimension hat.

Nun schreiten wir zur Erorterung der Resultate von Urbanik in
ihrem vollen Umfang vor. Alle komplexwertigen lokal integrierbaren
Funktionen, fiir welche die Ungleichung in (2) mit einem p >1 gilt,
bilden einen linearen Raum MP”. Marcinkiewicz hat gezeigt [9], daB der
Quotientraum K° = M?/Q”, wo Q° die Klasse aller fe M® mit ||f|l, =0
bedeutet, in bezug auf die Norm ||-||, vollstindig und somit ein Banach-
raum ist. Die BP-Funktionen (d.h. die Besicovitchschen fp. Funktionen
mit dem Exponenten p) sind diejenigen Elemente von M7, die zur Ab-

n
schlieBung $” der Menge aller trigonometrischen Polynome kz ape ™
=1

(ax komplex, A reell) gehéren. Bezeichnen wir noch mit AP die Menge
der Funktionen aus A7, fiir welche der Mittelwert

T
m(f) =lim o= [ f()d
T—o0 21 —‘T
existiert, so ist A® ein (abgeschlossener) Teilraum von A? und man hat
BP C AP C M.

Nun ist m ein lineares Funktional auf A und es kann demnach zu einem
linearen Funktional M auf ganz M! ohne Normerhohung erweitert wer-
den, d.h. so daB

IO <IIflle  (f eM)
gilt.

Hat man nun p > 1, feM® und g eM? (%—i——;- = 1), so gilt nach

der Holderschen Ungleichung fg eAl!. Hélt man f fest, so stellt also
Ms{g) = M(fg) ein wohlbestimmtes lineares Funktional auf M? dar (seine
Beschrinktheit folgt wieder aus der Holderschen Ungleichung). Ins-
besondere ist M, auf B! bestimmt, da aber B mit £% K) isometrisch-
isomorph ist, so muB 9, auf B? durch ein Element des konjugierten
Raumes B” ~ £P(K) ausdriickbar sein. Genauer, es gibt eine Funktion f*
aus B” derart, daB

(3) My(g) = m(f*g) (geB).

Setzt man g(f) = ¢~*#, so ist My(g) als ein verallgemeinerter Fourier-
koeffizient von f zu deuten, und wegen (3) hat man My(e~¥H) —= as(4).
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Tst fiir ein A der ,klassische’” Koeffizient as(1) wohlbestimmt, so folgt
as(A) = ase (1), da ja PMs(g) = m(fg) gilt, falls m(fg) existiert. Somit ist
Satz 1 bewiesen.

Tatséchlich wurde mehr bewiesen, ist namlich m ein beliebiger
verallgemeinerter Mittelwert, d.h. eine beheblge Erweiterung des linearen
Funktionals m aus B! (und nicht erst aus 4C!!) auf ganz M1, so ist fiir
ein f e M” (p > 1) das m-Spekirum von f, d.h. die Menge {4: m(fe"”) #* 0}
hochstens abzdhlbar und es gibt eine Funktion f* aus $°, fiir welche
m(fe=#) = ase(d) (—oo < A< oo0) gilt. Dieser Satz kommt in [11] als
Corollary 1 aus Theorem 3 vor. Theorem 3 selbst umfaft aber allge-
meinere Funktionenklassen als A” (p > 1). Ist ndmlich @ eine N-Funk-
tion im Sinne von Orlicz, d.h. hat man

[ul
G(u) — [ pat,
0
wo ¢@(t) eine schwach wachsende rechtsstetige Funktion mit ¢(0) = 0’
@(t) > 0 fiir t> 0 und lim ¢(f) = oo ist, und erfilllt & die Bedingung
t—o00

(4,): D(2u) < CP(u), so gibt es fir jeden verallgemeinerten Mittel-
wert m und jede zu M° gehorende, d.h. die Bedingung

o 2 B = f o(1f () dt < oo

erfilllende Funktion / eine Funktion f* aus $° mit m(fe ™) = ap(d)
(—oo < A< o0), wo B* die AbschlieBfung in M? der Menge aller trigono-
metrischen Polynome nach der Norm |-|ls bedeutet.

Die Elemente von $° sind die sog. B®-fp. Funktionen (eine Teil-
menge von $'). Sie haben abzihlbare Spektra ([2], vgl. auch [1]). Die
Grundidee der Urbanikschen Uberlegung haben wir schon durch den
Beweis von Satz 1 geschildert, der ja nur ein Sonderfall von Theorem 3
(fiir @(u) = |4/’ (p > 1) und spezialisierte m) ist. Im allgemeinen er-
heischt aber der Beweis einen grofleren Mittelanfwand, hauptsichlich
‘dadurch, daB3 die Beziehung fg e ! diesmal nicht fiir den einfachen Fall
feM? und geP? sondern fir feM® und geB* festgestellt werden
mubl, wo

[ul

¥(u) :f sup vdt
0 o)<t

die zu @ komplementire Funktion ist. Hat man diese Pramisse erreicht,
50 geht alles weitere ungefihr so wie beim Satz 1, ein wenig nur durch
den Umstand erschwert, daB $° und $¥ im allgemeinen nicht gegen-
seitig konjugiert sind, wie es fiir 3 und $° der Fall ist.
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3. Der Verfasser hat die Frage gestellt, ob es eine Funktion aus A(!
gibt, fiir welche a(1) iiberall bestimmt und dennoch auf einer unabzihl-
baren Menge von Null verschieden ist. Aus Satz 1 folgt sofort, daBl eine
solche Funktion nicht zu A” mit p > 1 gehéren koénnte, fiir M! gibt
aber Satz 1 keinen Aufschlufi. Die Antwort ist im folgenden Satze von
Kahane [7] enthalten:

SATz 2. Ist fiir eine in (0, oc) lokal integrierbare Funktion f der
Koeffizient a(A) auf einer abgeschlossenen Menge F von A-Werten bestimmdt,
8o ist fiir jedes ¢ > 0 die Menge der A € F mit |a(1)| > & zerstreut (d.h. ohne
insichdichten Teil).

Hier wird nicht einmal feM! vorausgesetzt! Da eine zerstreute
Menge abzihlbar ist, so ist a(A) # 0 hochstens auf einer abzidhlbaren
Teilmenge von F. Nimmt man als F die ganze reelle Achse, so kommt
die verneinende Antwort auf die oben erwihnte Frage. Man folgert
aber mehr:

SATZ 3. Es gibt keine Funktion, fiir welche a(d) auf einer unabzdihl-
baren Menge wohlbestimmt und von Null verschieden wdre.

Also ist die Voraussetzung, daBl a(A) iberall existiert, iiberfliissig.
In der Tat: die Menge der A-Werte, fiir welche a (A1) existiert, ist borelsch;
80 ist auch ihre Teilmenge mit a(2) # 0 und demnach mu8 sie eine per-
fekte Teilmenge enthalten, falls sie unabzihlbar ist.

Kahane’s Uberlegung ist anderer Art als die von Urbanik; von der
Funktionalanalysis und von der Kompaktifizierung wird kein Gebrauch
gemacht. Der Beweis ist indirekt: man nimmt an, dall |a(d)]>¢e¢>0
auf einer insichdichten Menge F stattfindet und man konstruiert eine
Folge von eingeschachtelten Intervallen I; von der Eigenschaft, dal
Fnl;+0 und dal fir Ael;~n F

T T
lim lj f (1) et — lim lf F(tye-itdy >
T—00 1 v T—o0 T o ™
gilt. Dann gelangt man zum Widerspruch, indem man fiir den Schnitt-
punkt A, aller I; feststellt, daB a(Z,) nicht existiert, obwohl 4, zu der
(abgeschlossenen) Menge F gehoren mu8.

Kahane macht darauf aufmerksam, dafl die Abgeschlossenheit von F
wesentlich ist, und konstruiert einfacherweise eine Funktion aus M},
derart daB a(A) = 1 firr jedes rationale Vielfache von = gilt.

Mit verallgemeinerten Mittelwerten verhilt sich die Sache anders.
Urbanik [11] zeigt, daf es einen verallgemeinerten Mittelwert m, auf A
und eine Funktion f, eM! gibt, derart daBl my(f,e~**) = 1 fir unabzihl-
bar viele A gilt. Spater bemerkte er, dal man fiir dieselbe Funktion sogar

(4) Imy(foe=™)| =1  fiir jedes A
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hat. Dies ist eine angeniherte Antwort auf eine Frage von Steinhaus,
der wissen wollte, ob man einen verallgemeinerten Mittelwert m* so
bilden kann, daf fir geeignete Funktion g schlechthin m*(ge—#) =1
fir jedes 4 gilte.

Wir skizzieren hier die diesbeziigliche Uberlegung aus [11], indem
wir des Autors Erlaubnis ausnutzen auch (4) mit herzuleiten.

Man geht von einem verallgemeinerten Banach-Mazurschen Grenz-

wert Limz, fiir beschrinkte Folgen komplexer Zahlen aus, wobei man
k(]

berechtigterweise annimmt, daff immer Limz, = limz,, fir eine geeignete
n ke
Teilfolge gilt. Man setzt

mi(f) = Lim g, ' )@t (f eMY).

—n!

Danach definiert man die Funktion f, in der Weise, dall sie in den
Intervallen (n!—(n!)™",n!) (n =2,3,..) sehr rasch ansteigende kon-
stante Werte annimmt und sonst Null ist. Damit erreicht man, daf

e f folye-Hat — e~y o(1)

—n!
und also
n

fiir jedes A gilt. Da man Lime~'" = lime~™*!1 fiir eine von 1 abhingige
n k

Teilfolge {ng} hat, so folgt (4). Aullerdem kann man durch eine Rech-
nung feststellen, daB man fiir unabzdhlbar viele A die vertikalen Striche
in (4) weglassen darf.

Andererseits konnte Urbanik auch einen verallgemeinerten Mittel-
wert m, finden, derart daf fiir jedes f e M! eine B!'-fp. Funktion f* mit
ape(d) = my(fe~*) (1 € R) existiert ([11]). Das wird folgendermafien erreicht:
ist m, ein beliebiger verallgemeinerter Mittelwert, so ist der Ausdruck
my(fg) ein lineares Funktional im Raume aller Bohrschen fp. Funktio-
nen g und daher im Raum aller stetigen Funktionen auf dem Bohrschen
Kompaktum K. Gemidll dem Satze von Riesz gibt es also ein Borelsches
MaB y; auf K so daBl my(fg) = 1! gdus fir jedes g gilt. Die erwiinschte

IFunktion f* erhilt man als die Dichte des absolut stetigen Teiles von uy
und man setzt my(f) = m(f*). Die verlangte Identitit my(fe—*) = my(f*e—#)
folgt daraus, dafl man fir jede festgesetzte Bohrsche fp. Funktion g4(?),
also insbesondere fiir e—**, die Aquivalenz m,(fg,) = m.(f*g,) hat; diese
ergibt sich aus der Gleichheit Kf d90duy = ﬁf gdps, (9 — eine beliebige

Borsche fp. Funktion), welche duy, = g,duy nach sich zieht.
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4. In Anbetracht der Ergebnisse von Urbanik riickt die Frage nahe,
welches die Funktionen aus MP (p > 1) sind, deren Fourier-Bohrsche
Transformierte iiberall bestimmt und gleich Null ist, m.a.W. die Funk-
tionen mit leerem Spektrum. Denn das sind die ,,Korrektionsglieder”
zu den Besicovitchschen fp. Funktionen: jede Funktion aus A” (p > 1)
ist ja die Summe einer B”-Funktion und einer Funktion ohne Spek-
trum. Diese Frage wurde im vollen Umfang von Kahane gelost [8].
Er nennt eine in (— oo, co) lokal integrierbare Funktion H -fastperiodisch
(fp. im Sinne von Hartman), wenn

z+T

a(l) =}'1£.1°%,f f(t)e—dt

fiir jedes A existiert (und dann offenbar von z unabhingig ist) und
R-fastperiodisch (fp. im Sinne von Ryll-Nardzewski (1)), falls dieser
Grenzwert gleichmdpfig in x erreicht wird. Es sei H, die Menge der H -fp.
Funktionen mit leerem Spektrum (d.h. a(A) = 0 iberall). Entsprechend
sei R, definiert. Kahane bemerkt zuerst, da man fiir jede lokal inte-
grierbare Funktion f eine Funktion g aus R, mit |f| = |g| finden kann.
Man soll nur f mit einem Faktor ¢#® multiplizieren, wo die reelle Funk-
tion ¢ sehr stark wichst. Kahane’s Ergebnis liegt aber viel tiefer:

SaTz 4. Ist f lokal integrierbar, bezeichnet f, die Teilfunktion f[I,
im Intervall Ip = (n,n+1) (—oo< n < oo) und hat man f, = O(|n|%)
mit a < 1/2, so gehort die Funktion D +fn fir fast jede Vorzeichenfolge

zu H,. Ist f beschrinkt, so gibt es eine Vorzeichenfolge {es} mit D enfn € Ry.

Die Beweismethode ist probabilistisch. Man beweist zuerst das fol-
gende Hauptlemma: sind u; (j =1,...,7) Malle im Intervall I = (0,1),

@ = D +us, wo die Vorzeichen beliebig gesetzt werden, und
i=1

m={ _Z (st @)},

so ist mit einer Wahrscheinlichkeit >1—¢—¢ die Fourier-Stieltjes-Trans-
formierte von u im Intervall (—T, T) (T > 1/1) kleiner als am}/log(wT)+ &,
wo a eine absolute Konstante bedeutet.

Um den ersten Teil von Satz 4 zu bewiesen, setzt man du(x)
= fyx)de, 1 =T =9, & = 2logy. Der zweite Teil erheischt eine kom-
pliziertere Konstruktion. Aus Satz 4 (genauer, aus seinem zweiten Teil)
folgert Kahane leicht:

(*) Das ist mit den von R. Doss eigenfiihrten E-fp. Funktionen nicht zu ver-
wechseln; bei den letzteren wurde durch die Bezeichnung auf Riemann angespielt.



Verallgemeinerte harmonische Analysis 349

jede beschrinkte und gleichmiBig stetige Funktion ist das Produkt
von zwei beschrinkten und gleichmiBig stetigen Funktionen aus R,.

Er kann auch beweisen, dal jede unendlich oft differenzierbare
und beschrinkte Funktion die Quadratsumme von vier unendlich oft
differenzierbaren und beschrinkten Funktionen aus R, ist.

Diese Ergebnisse, und ganz besonders die beiden letzten, wirken
entmutigend, falls man in der verallgemeinerten harmonischen Analysis
ein neues mathematisches Werkzeug sehen mochte. Der Funktionen
mit leerem Spektrum gibt es einfach zu viel; sie verdienen kaum den
Namen ,,fastperiodisch” in irgendwelchem Sinn.

Obwohl die Aussichten auf eine ,,verniinftige” und nutzbringende
Theorie wegen der Sitze von Kahane so gut wie verschwunden sind,
so scheinen doch die Arbeiten von ihm und Urbanik bemerkenswert,
da es sich hier um eine Losung natiirlicher Probleme handelt, die trotz
ihres klassischen Aspekts lange offen blieben.

5. Nunmehr wenden wir uns der Frage zu, ob man gewisse hier
dargestellte Resultate auf mehrere Dimensionen ibertragen kann. Man
darf sich dabei auf die Ebene F beschrinken. Zuerst versuchen wir es
mit der Theorie von Urbanik. Hier begegnet man keinen wesentlichen
Schwierigkeiten, sobald ein Verfahren fiir die Mittelwertbildung fest-
gelegt ist. Anstatt der linearen Intervalle [—T, T, iiber die gemittelt
wird, um dann mit 7 nach unendlich zu gehen, nehme man etwa eine
feste aufsteigende Folge von Rechtecken K; mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenanfang und mit (| JK; = E. Dann ist der Bohrsche Mittel-

wert m(f) einer Funktion von zwei Variablen als
1 Al el
lim —— t, u)dtdu
) J (e, w)
und die entsprechende Norm ||f|l, als

w7 £ ;f (4, w)Pdtdu)

zu definieren. Der Marcinkiewiczsche Raum M? besteht aus Klassen
norméiquivalenter Funktionen, fiir welche ||f,]| < co gilt. Er ist vollstéin-
dig, weil man fiir eine gegebene Cauchyfolge {f,} eine Grenzfunktion
durch das stiickweise ,,Zusammenkleben’ der f,, analog wie man es
im Falle einer Variablen macht (s.z.B. [3]), konstruieren kann. Der
Raum M wird so wie fiir den eindimensionalen Fall definiert. Dasselbe
bezieht sich auf $I: hier nimmt man die AbschlieBung nach der Norm

ifl der Menge aller trigonometrischen Polynome ) a;¢it+ww, Man
j=1

Annales Polonici Mathemalicl XVI 24
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beachte, dafl fiir verschiedene K;-Folgen oder wenn man etwa Kreise

anstatt der Rechtecke zugrunde legt, die Riume MY oder MZ nicht

iibereinstimmen miissen. Auch die Besicovitchschen Funktionen brau-

chen nicht dieselben zu sein, obwohl alle an Hand einer aufsteigenden

Folge nach Jordan meBbarer Mengen E; (| JE;= E) erhaltenen
2

3% -Raume isometrisch sind, weil sie alle auf den Raum £ iiber der
Bohrschen Kompaktifizierung von E durch eine Isometrie iibergehen.
Wird aber eine Folge {F;} ein fiir alle Mal gewidhlt, so bleibt Satz 1
und auch der volle Theorem 3 von Urbanik samt dem Beweise auf-
rechterhalten.

Man kann den Mittelwert von f(¢, #) auch iterierterweise bestimmen,
d.h. als m(af:z(f(t, u))). Diese Definition ist der Norm

u

(5) iz(f)ihsz ' 11m m o f 1£(t, w)|dtdu

U—o00

angepafit, die auch zu einem moglichen Begriff der Besicovitchschen
fp. Funktionen von zwei Variablen und zu deren Verallgemeinerung
fithrt. Mag N, den linearen Raum der N,-normfiniten Funktionen mo-
dulo Normiquivalenz bezeichnen. Die Bohrschen fp. Funktionen von
zwei Variablen kann man als Elemente von N, betrachten. Ist f(¢, w)
eine Bohrfunktion, so ist der Mittelwert m (f) gleich m(m )). Ersicht-

lich kann er auch an Hand einer beheblgen aufstelgenden Folge von
Rechtecken K¢ mit | JK¢ = F erhalten werden. Da der Grenzwert

m(f) = lim = J f(t, u)dt

gleichméBig in % erreicht wird, so kann man die Grenzfunktion einer
Cauchyfolge {fn} von Bohrfunktionen immer stiickweise in horizontalen
Streifen konstruieren. Mithin ist die AbschlieBung $; der Menge aller
Bohrfunktionen in N°, eben ein Modell fiir den Raum der Besicovitch-
" schen fp. Funktionen.

Die Fourier-Bohr-Koeffizienten einer Funktion aus $; kann man
berechnen, indem man zuerst

.1 i
a*(u) =r_}.1_,n.,l°§f'_.£ f(t,u)e #dt

und dann
U
a(i, u) = lim 1 f ar(u) e~ mudy
U—o0 2U v

setzt. Sonstige Funktionen aus N, brauchen nicht die so bestimimte
Fourier-Bohr-Transformierte zu haben, wenn aber a(4, u) fiir jedes Paar
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(4, u) existiert, dann kann man fragen, ob a(4, u) = 0 auBerhalb einer
abzihlbaren Menge in der A, u-Ebene gelten mulB. Kahane’s Beweis
von Satz 2 148t sich nicht direkt auf den zweidimensionalen Fall iiber-
tragen, wohl aber konnen wir auf Grund von Satz 3 und vermoge einer
zusitzlichen Uberlegung folgendes beweisen:

SATz 5. Ist f eine lokal flach integrierbare Funktion, so kann der
Ausdruck a(l, u) nur in einer abzdhlbaren Menge von (A, u)- Punkten
wohlbestimmt und von Null verschieden sein.

Also wird nicht einmal f e N, gefordert und Satz 5 ist eine glatte
Verallgemeinerung von Satz 3. Zuerst bemerken wir, dafl das Vorhan-
densein von a(4, x) nicht etwa zur Folge hat, daB a*(u) fiir jedes u
existiert. Offenbar mul} es fiir fast jedes u existieren, mehr aber setzen
wir nicht voraus.

Wir diirfen annehmen, dal f B-meBbar ist. Wire es nicht der Fall,
so kénnen wir f durch Abidnderung auf einer Nullmenge zu einer B-me8-
baren Funktion machen, was offenbar weder die Existenz noch den
Wert von a(A, u) beeinflult. Ist aber f B-melbar, so ist in der (4, u)-
Ebene die Menge der Punkte, wo a*(u) existiert, borelsch, und a*(«)
selbst eine B-meBbare Funktion von zwei Variablen. Es ist klar, daB
a(A, p) # 0 fur irgendein g nur dann moéglich ist, wenn die Menge der
u-Werte mit a*(u) ¢ 0 ein positives Mafl hat. Nun wenden wir folgen-
den Satz von Ryll-Nardzewski ([10]) an:

Ist A eine Borelsche Menge in der (A, u)- Ebene und ist fiir jedes u,
der Durchschniit von A mit der Geraden w = w, abzihlbar, so hat der Durch-
schnitt von A mit einer Geraden A = Ay bis auf abzdhlbar viele Werte von 2,
das Maf Null.

Nehmen wir als 4 die (offenbar borelsche) Menge {(1, u): a*(u) # 0},
so ist die Voraussetzung obigen Satzes wegen Satz 3 erfiillt, die Be-
hauptung aber lehrt, daB es nur abzihlbar viele 1 gibt, fiir welche
a(A, u) # 0 fir irgend ein x gilt. Eine nochmalige Anwendung von
Satz 3, diesmal bei festem A, schlieBt den Beweis von Satz 5.

Am Ende wollen wir bemerken, daB durch die hier angefiihrten
Satze nicht alle Fragen aus der verallgemeinerten harmonischen Ana-
lysis beantwortet werden. Z.B. man weill im Falle einer Variablen nicht,

z+1
wie sich die Spektra von Funktionen mit endlicher 87- Norm {sup f |f[Pdt}"/”
z T

z+1 l[p
oder W*-Norm {ln:nl1 sup [ | fl”dt} (p > 1) verhalten. Insbesondere kann
—o0 T T

man fragen, ob fiir eine Funktion f mit iiberall bestimmter Transfor-
mierten ay(1) und endlicher S”-Norm oder W?”-Norm im Falle p > 1
immer eine S7-fastperiodische (d.h. ein 8P-Limes von Bohrschen fp.
Funktionen) bzw. W?”-jfastperiodische Funktion f* mit as(i) = ag(A) fir
jedes A existiert. Das wire ein Analogon zu Satz 1 von Urbanik.

24*
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