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Sur les propriétés complémentaires des solutions de l’équaf:ion
de translation

par ZENON MoszZNErR (Krakow)

Résumé. En considérant I'équation de translation (1), ou F: I'x S— T, I' étant un ensemble
arbitraire et S un groupe arbitraire ou un demi-groupe des éléments non-négatifs d’'un groupe
archimédien ou un groupe avec zéro, on donne les conditions pour qu'une solution F satisfasse 4 la
condition d'identité, soit transitive, presque-transitive, simplement transitive, univalente par
rapport 4 la premiére variable, effective, disjointe au point ou pour que S opére par F sur I" d’une
maniére libre.

Soit § = G le groupe arbitraire, noté multiplicativement, ou § = G* = {xeG:
x 2 e} pour un groupe G linéairement ordonné et archimédien, od e est
I’élément neutre de G. On sait ([6] et [8]) que chaque solution F: I'x S—~ T, ot
I' est un ensemble arbitraire non vide, de I'équation de translation (de
transformation)

(1) F(F(d, x), Y) = F(a,x'y),

remplissant la condition

(2) /\ (0(“1)f\0(°‘2) # 3= 0(x,) = O(x,) ou O(ay) < 0(“1)),
ey1,x26

ol Ofa):= F(x,S), est de la forme

(3) Fo,x) = g, (9 *(/@)x) pour f(x)eT,,

ou

1° f: I - I est une fonction telle que
J(f@) = f@),

2° {I'\},cx st une décomposition de I'ensemble f(I') aux ensembles I', non
vides, disjoints et tels qu’il existe pour chaque k de K une décomposition
invariante {W,},c, d’un intervalle J, de G pour lequel S < J, et la puissance T,
de I, soit égale 4 I,

3° g.: J,— T, est une fonction définie par g,(x) = h, (W) pour x de W,
ou hy: {Wylier,— I, est une bijection.
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Remarquons que g; ' n’est pas la fonction inverse a la fonction g, (la
fonction g, n'est pas nécessairement univalente), g '(f(x)) désigne l'image
réciproque de I’ensemble {f(®)}.

La famille {W}., est une décomposition invariante de J, si et seule-
ment si

Jk'= U W’lk’ W’dk # g’ /\ M,ﬂlm m1k= gs /\ /\ v mlk'x c m;k‘

lelx i1#12 {1ely xe8 (36l

Il résulte de 1° et (3) que f(I',) =T, et F(I',S)=T),.

Si S forme un groupe, la condition (2) est toujours remplie, donc dans ce
cas (3) donne chaque solution de (1). Dans le cas ou S = G*, la formule (3) ne
donne pas toutes les solutions de (1) (voir [1]).

Si § est un groupe G, on a J, = G et chaque décomposition invariante de
G est la famille des classes d’équivalence 4 droit du groupe G par rapport d un
sous-groupe G,([6]). Dans la suite nous désignerons cette famille par G/G, (ce
n’est pas un groupe quotient puisque G, n'est pas en général normal!).

Si S = G, chaque décomposition invariante de J, est de la forme suivante

([9J):

(i) il existe un élément u de la complétion de G tel que tous les ensembles
{x} < dy:={xeJ,;: xJu},ou [ = <ou] = <, forment les composantes de
cette décomposition (peut-étre 4, = O),

(if) les autres composantes de la décomposition considerée sont les
restrictions 4 l'ensamble J, = J,\4, des classes de la famille G/G,, pour un
sous-groupe G, de G.

On considére dans beaucoup d’applications des solutions spéciales de
I'équation de translation remplissant des conditions complémentaires ([5)),
comme

L Condition d'identité: A\ F(a,e) = a.

asl

IL. Tansitivite: A\ \/ F(a,x) =B

a,f eI xeS
II. Presque-transitivité: A\ \/(F(z,x)=p ou F(B,x) = a).
a,pel’ xeS

IV. Transitivité simple; c'est-d-dire transitivité et univalence de F(q, x) par
rapport 4 la variable x pour chaque « de I

=<

Univalence de F (o, x) par rapport d la variable o pour chaque x de S.

VI. Effectivité, c’est-a-dire l'application S3x — F(-,x)e I'" est univalente.
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VII. S opére par F d'une maniére libre sur I

ALV (Flox) =a)=x = ¢}.

xeS ael’

VIIL. F(a,x) est disjointe au point a, ([2]):

N\ [F (e, %) = (00, y) = \ Flo, ) = F(, )],

x,yesS

ael

Le but de cette note est de donner des conditions équivalentes aux
propriétés plus haut et concernant les paramétres des solutions de la forme (3).
Les parametres qui sont ici utilisés sont: f,K,I',, 4, et G,.

Nous supposons dans la suite que G # {e}. Dans le cas ol G = {e} les
conditions qu'on cherche sont évidentes.

Posons dans la suite N:= () () a~!Ga.
keK aeG

Le tableau plus bas nous donne ces conditions équivalentes (sauf VI(b) et
VIII(b), ou nous avons seulement I'implication, et sauf IV(b)).

(@) Cas o0 §=G Propriété (b) Cas o S=G*
f=1d, I f=id),
f=id, et R=1 I S=id|; et K={ky}etd,, =@
et le # {e}
f=idet R=1 1 f=id,etK=1
f=idyet R=1¢et A\G,={e} v impossible
keK
S=id|, \ S=idlr et A\ (4, =0 ou G, = {e})
heK
=
N = {e} VI \/ 4,# @ ou N = {¢}
1.07.4
<
A\ Gi= e} v A G = (¢}
KaK kek
=,
G, = N pourktelque f(ag)e Ty VIl G, = N pourktelque f(ao) eI,

<+
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Remarque. Les conditions équivalentes a2 VI et VIII dans le cas (b) sont
plus compliquées (voir [3] et [4]).

Démonstrations des théorémes du tableau.
Les théorémes I(a)-VI(a) sont démontrés dans [7].

Ad VII(a). Supposons que S opére par F d’une manicre libre sur I et pour
chaque k de K prenons un a, de I', tel que g; * (o) = G,. Il en résulte que pour
les x de G

F(o, %) = i[9 *(f @) x) = 8i(9x * @) %) = 6,(Gu ) = 9,(G)) =
donc l'implication F(x, x) = &, = x = e peut avoir lieu seulement si G, = {e},
cq.fd.

Supposons 4 présent que G, = {e} pour chaque k de K et que pour un a,,
de I' et pour un x de G, on ait F(a,,x) =0, d’ou
f(“o) = f(F(ao’ x)) = F(F(a'oa x)’ e) =F(a0’ x) = Uy,
puisque d'aprés (3): f(2) = F(a,e). Il en résulte que
S (ag) =g = F(ag,x) = Gk(gk—l(“o) x) pour f(ag)el,,
d’ou
gi ' (20) = gk (o) x.
Il existe un a(x,) de G tel que g; *(o) = G, a(e,), d’ot puisque G, = {e}, on
a:a(ay) = a(ag)x. Il en resulte que x = e, c.q.fd.
Ad VIII(a). Supposons que F est disjointe en a, et soit f(a,)el,. On a
F(ag, x} = gk(gk_ ! (f (ao)) x) = g,(Gka(ao) x) = gk(Gk a(ao»
= Gk(gk_ ! (f (ao)) e) = F(ag,€)
pour xea”!(x,) G, ala,), ou gg * (f (o)) = G, a(x,) pour un a(a,) de G. Il en
résulte que pour xea”!(x,) G, a(x,) on a

N\ F(a,x) = F(x,é),

ael

donc xe{xeG: A F(a,x)=F(xe),} =N (voir [7]). De 1a

aal’

a~'(a,)Gya(@e) = N =) () a ! G,a,

keK aeG
donc a~!(ap) G, a(x,) =N, alors G, = N, qed.
Inversement, si G, = N, ou f(a,)eT,, la relation F(xy, x) = F(a,, y) nous

donne
0i{gr ' (f (@0)) %) = F (0 X) = F(og,y) = gi(ai* (f (%)) ),
d’ou pour gg '(f () = G, ala):
G a(ag)x = Gya(ay) y.
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Par conséquent, xy~'ea”!(«,) Gya(eg) = N. Il en résuite que

A\ Fle,xy™') = F(a,e),

ael

d’ou pour chaque « de I
F(,x) = F(F(a,xy™*),y) = F(F(a¢€),y) = F(a,y),
c.q.fd.
Ad I(b). La démonstration est évidente, d’aprés (3).

Ad II(b). Supposons que F est transitive et passons a la démonstration ,,ad

absurdum”.
Si f#id|;, on a f(I') # I' et aucun élément de I'\ f(I') ne peut étre une

valeur de F.

Si K>1, donc si kj,k,eK et k, #k,, on a Iy NI, =0, dol
F(I'y,,S)n Iy, = @, donc la contradiction avec la transitivité.
Si K= {ko} et Akn # ﬂ,

gko(Ako) N F(Fko\ gko(Ako)’ S) =0

d’ou aussi la contradiction avec la transitivité.

Si K = {ko}, 4y, = D et Gy, = {e}, pour aucun « de I', F(a,e) ne peut étre
la valeur de la fonction F(f,-), ou f = F(ax,u) pour un u > e, donc aussi la
contradiction.

Supposons maintenant que f=id|, K = {ko}, 4y, =D et Gy, # {e} et
soient a et § des élements de I". Posons

Gk—ol (a) = Gko a(a) N jko = Gko a(a) n Jko et g';l (ﬂ) = Gko a(ﬂ) N Jko

et soit yeG,, tel que y = a(x)a™'(f). Posons de plus x = a™!(x)ya(f). On
ax=zeet

F (0, %) = go( 94" (/(0)) %) = o (G0 8(2) x 1 T, X)
= gko(Gko ya(f) N Jy, x) = Gko (Gko aB)n Jiy, 7‘) = B,
d’ou F est transitive.

Ad ITI(b). Supposons que F soit presque-transitive et que f #id|, ou
K>1

Dans le premier cas, il existe un élément ay de I'\ f(I") tel qu/e pour tout
x de S on ait F(a,,x) # a4, ce qui est impossible.

Dans le deuxiéme cas, il existe des indices k, et k, de K tels que k; # k,.
Pour «; €Iy, et a,ely, il n'existe pas x de S tel que a, = F (a,, x), puisque
F(aj,x)el, ou bien a;, = F(a,,x), puisque F(a,,x)€ I';,, on a alors aussi la
contradiction.
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Soit & présent f = id|;, K = {k,) et a, § de I'. Considérons gy, () et g, * (B).
Les deux cas suivants sont possibles:

(A) \ (vege' (@) et vegy'(B) et u <)
o u.veJ'ko
(B) /§ (uegit(a) et vegy'(f) = u>v).

Dans le cas (A) nous avons: u~'veS et puisque uu"‘vegg(a)u~ v,
Fo,u™'0) = gao (95" (@ u™'0) = g, (uu™" 0) = g, (0) = B.
Dans le cas (B): v™'ueS et
F(B,0™ ) = gio (g1 (B) v™ 1) = giiy" (007 " 10) = gso (W) = 2,
ce qui achéve la démonstration.

Ad IV(b). Supposons que la fonction F de la forme (3) soit transitive
simplement. Dans ce cas f = id|, K = {ko}, 4, = D et G, # {e}. D’apreés 3° et
(ii), il existe a € I" tel que gi, ! (¢) = Gy, N Jy,. Pour x, y de Gy, x # y, nous avons

F(a! x) = gko(gl_o1 (a) x) = gko(Gko XN Jko x) = gko(Gko N Jko x)
= 91:0(610 ynm Jko .V) = F(Cl,y),
ce qui nous donne la contradiction avec l'univalence de F(a,-).

Ad V(b)..Supposons que F(-, x) soit univalente pour chaque x de S et que
f#id|; ou il existe un ko, de K tel que 4,, # @ et Gy, # {e}.

Dans le premier cas il existe des «,, a, de I' tels que a, #a, et
f(a,) = f(a),), alors F(a,,e) = F(a,,e); F(:,e)ne peut pas donc étre univalente.

Dans le deuxiéme cas nous pouvons supposer que f = id|,. Soient x, de
4y, et a de Gy, tels que x,a¢ 4,,. Posons a;, = g, (x,) eta, = gy, (xo a). Nous
avons a, # o, et

F(oty,a) = gk (95" (91) @) = G1s (X0 @) = g, {Gio* [gko (X0 @) a} = F(a,,0),

donc F(',a4) n'est pas univalente.
Supposons a présent que f = id| et

Aldy =8 ou G, = {e)

keK

et que a # f, ael,, el xe8. Si k#1

F(2,x) = g(gi * (@) x) # gy(97 * (B) x) = F(B, x).
Supposons donc que k =[. Puisque a # f, alors

@) g @ng (f=9.
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Si 4, =9, g '(2) et gy 1(B) sont les restrictions 4 J, des classes de G/G,,
donc (4) nous donne

(5) [o: ') x]1n[g ' (B)x] =@
et de 14,
©) F(o,%) = g,(g5 * (@) x) # gi(gi *(B)x) = F(B, ).

Si 4, + @, on a G, = {e} et g, ! («) et g; * (B) n’ont qu’un seul point et de [4 (4)
nous donne (5). Il en résulte, comme plus haut, que (6) a lieu, q.e.d.

Ad VI(b). Supposons que F est effective et que

Nd,=0 et N#{e}.
keK

Soit x de NN S tel que x # e. Puisque
N= m ﬂa—lea= nGk
keK aeG kek
(G est abélien dans notre cas, donc G, sont normaux) nous avons

N\ A\ xea™!Ga.
keK aeG
Il en résulte que pour chaque a de I
g{‘(f(a))x = (Gya(@) N J)x = a(@)(a™*(2) Gy a(®) xna™ (@) ], x)
= a@(e" (@ Gyal@) na™ (@) JX) « Gea@nJ, = gi ' (f (@),

F(e, %) = gy(g¢ (£ (@) ) = gi(g 1 (f @) = Fla,e),
donc la contradiction avec leffectivité de F.

Ad VII(b). Supposons que S opére par F d’une maniére libre sur I et pour
chaque k de K prenons d’aprés 3° et (ii) un «, de I', tel que g; *(x) = G, n J;.
Nous avons pour chaque x de SN Gy

Flot %) = gy(gic " (f @) %) = 9:(05* (%) = 8(Gu n T )
= 3Gy ) y x)) = g(G 0 Jix) = o,
puisque J, x = J,, donc d’aprés la supposition faite x = ¢, d’od G, =e.

Supposons a présent que G, = {e} pour chaque k de K et que pour un a,
de I' et pour un x de S on ait F(a,, x) = a,. Nous avons comme dans la
démonstration de VII(a)

(7) &g = G (gk— (%) x).
L’ensemble g; ! («,) n’a pas qu'un point. En effet, cela est évident si gy ! (ag) € 4,
Dans le cas contraire nous avons
g (%) = G aleg) 0 J, = {e} alag) 0 J, = {aleo)}
pour un a(a,) de G.

d’ou

3 — Annales Polonici Math. 52.1
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I1 résulte de cela et de (7) que
g H(00) = gi (o)
d’o0 x =e, cqfd.
Ad VIII(b). Supposons que F soit disjointe en «, et que f(xy)el, et

G, # N (= [\ G, puisque G est abélien dans notre cas). Dans ce cas G, # {e},
leK
puisque dans le cas contraire N = {e}, donc G, = N.

Puisque G, # N il existe p de K et a de S tels que ae G, et a¢ G, Soit b un
élément de lintervalle SnJ, N J, tel que g; ' (f (%)) b = J, et posons x = b et
y = ab. Puisque x~' y = a€ G, les ensembles g, ' (f (2y))x et gi ' (f (oto)) ¥ sont
contenus dans la méme classe de G/G,, d’ou

Fleg, x) = g (00 (£ @0)) %) = gu{g5 * (f (o)) ) = F (e, y)-

Soit o arbitraire de I,. Puisque x~'y =a¢ G, les ensembles ¢, '(f(®))x et
g5 1((f (@) y ne sont pas contenus dans la méme classe de G/G,, donc

Floyx) = g,(g5  (F (@) x) # g,(g;  (f @)y) = F(,y),

alors nous avons une contradiction.

Nous donnerons a présent un exemple de la solution F de (1) remplissant
VI(b) et VIII(b) et étant en méme temps ni disjointe en a, ni effective. Prenons
pour ce but G:= (R, +), K = {k,}, Gy, = Z = I'ensemble des nombres entiers,
=T, :=[-21), Jy,:=[-2, +0), 4,,:=[-2,0), f=1id|,

X pour x de [—2,0),

9o (x): = {x—[x] pour x de [0, +00)

et posons F(e,x) = gy{(gr,'(¢)+x). Cette fonction satisfait & (1), parce qu'elle
a la forme (3). Elle remplit la condition VIII(b) puisque G est abélien et K = 1,
donc N = G,,, mais elle n’est pas disjointe en a, = 0. En effet, pour x =0 et
y =1 nous avons

F(0,0) = go(9i* (0)+0) = 0 = gy, (9 (0)+ 1) = F(0, 1),
mais
F(—2,0)= gkn(g,;l(-2)+0) =-=2#—-1= gkn(g{u‘(—2)+ 1) = F(—2,1).

F remplit aussi évidemment VI(b), n’étant pas en méme temps effective,
puisque F(:,3)= F(-,4) (remarque de A. Mach).

Les conditions équivalentes aux propriétés I-VI dans le cas ol S forme un
groupe avec 0(S=Gu {0}, ou G est un groupe arbitraire, 0¢G et

/\x*0=0"x = 0) sont données et démontrées dans [7]. Nous allons démontrer
xeS$
que
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1° la solution de (1) sur G {0} ne peut jamais posséder la propriété VII,
2° la propriété VIII est dans ce cas équivalente a la condition

8) [(G,=Npour k tel que f(xg)el,) et (f(a) # F(a0 0)]
ou [AG =G et \F0)=f@].

leK ael
Démonstrations. Ad 1° Remarquons que F(F(,0),0) = F(a,0), donc
F(a,0) = a pour & de F(I',0). Si nous posons dans VIL: x =0 et ¢ de F(I',0)
nous aurons
F(@,0)=a = 0=e¢,

mais cette implication n’a pas lieu.

Ad 2°. Supposons que F soit disjointe au point «, et que f(¢,)el,. En
raisonnant comme dans la démonstration VIII(a) nous constatons que G, = N.

Supposons 4 présent pour la démonstration “ad absurdum” que
£ (@) = F(2,0) et que

VG,#G ou \/F@&0)#/@.

pekK ael
Dans le premier cas, puisque F(a,,e) = F(x,,0) on a F(og,x) = F(ag,0),
d’ou F(xg, x) = F(ey, ) pour chaque x de G. Pour chaque o tel que f{a)eT, il
existe un x de G tel que F(a, X) # F(«, ). Nous avons donc une contradiction
avec la disjonction de F au point a,.
Dans le deuxiéme cas nous avons

F(tg,0) = F(e,0) et F(&e) # F(&0),

donc aussi une contradiction.

Supposons & présent la condition (8). Remarquons d’abord que si A G, = G,
leK

alors on a
N=(Na'G,a=G6=¢G,
peK aeG
pour chaque [ de K, d'ou G, = N.
On sait de la demonstration de VIII(a) que la condition G, = N pour
f(eg)e T, entraine

/\ [F(aos x) = F(aq,y) = /\(F(aax) = F(a,y))] .

x,yaG ael
11 suffit donc de démontrer cette implication pour xe G et y = 0. Supposons
donc que F(ag,x) = F(x0,0). Il en résulte que F(x,0)el, et puisque
F(F(a,0),4) = F(%,,0) pour tout ueG, on a Iy={F(x,0)} De 1a
flag) = F(ag,€) = F(x,0), donc d’aprés la supposition faite nous avons

NG =G e AF(@®0)=f(0).

leK ael
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Il en résulte que
F(a,x) = F(a,¢) = f(a) = F(e,0)

pour chaque « de I', ce qui achéve la démonstration.

Remarquons enfin que les conditions démontrées nous permettent de
construire des exemples des solutions de (1) qui ont quelquesunes des
propriétés I-VIIL
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