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In einer ersten Mitteilung [1](*) wurden die Variationsprinzipien
von Rayleigh und Courant fiir natiirliche Eigenwertprobleme bewiesen.
Damit stehen uns auch die theoretischen Grundlagen fiir das in der
Praxis sehr leistungsfihige Ritz-Galerkinsche Verfahren zur Verfiigung,
Wie bei Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen wird dem natiir-
lichen Figenwertproblem ecine Matrizeneigenwertaufgabe als finites Pro-
blem zugeordnet. Dabei werden die Elemente dieser Matrizen mittels
der natiirlichen Produktbildungen bestimmt. Auch bei der Beurteilung
der erhaltenen Niherungswerte und der Konvergenz des Verfahrens
werden wir zu solchen Ergebnissen gefiihrt, die bereits fiir Probleme
mit Kamkeschen Randbedingungen bekannt sind.

1. Die Galerkinschen Gleichungen. Wir betrachten, wie in [1],
das natiirliche Eigenwertproblem

My— ANy =0,
Wiy)=0, j=1,..,k,
RM(y)=1RV(y), j=1,..,2m—k.
Bezeichnet (), ..., v(x) ein beliebiges System linear unabhingiger

Funktionen aus Z, wird zur niherungsweisen Berechnung der Eigen-
werte und Eigenfunktionen ein Ritz-Galerkinscher Ansatz

r
(1) w(o) = D) dini(o)
i= ,
gemacht. Die d; seien beliehige nicht sfimtlich vetschwindende Kon-
stante. Die Gesamtheit der durch (1) bestimmten Funktionen () bildet
eine Menge @ von zulissigen Funktionen, die damit eine Untermenge

() Die in [1] eingefiithrten Voraussetzungen, Bezeichnungen und die bewiesenen
Sitze werden als bekannt angenommen.
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von Z ist. Durch Variation der d; soll der Rayleighsche Quotient R(u)
zu einem BExtremum gemacht werden.

SATz 1. Das natiirliche Eigenwertproblem sei eigentlich definit in Z.
Die Ansatzfunktionen v,(x), ..., v(x) in (1) mégen der Ungleichung

(2) (vi,v)y >0, 1=1,..,7

— vorausgesetzt, daf es iberhaupt solche Funkiionen gibt, was sicher der
Fall ist, wenn mindestens r positive Bigenwerte existieren — gendigen. Bil-
den wir Zahlen ay, by entsprechend den (leichungen

3) ay = (0, ), by= (0, 0)y; HI=1,..,7

und fassen wir diese Zahlen als Ilemente von zwei Maitrizen A = (ayy),
B = (by) auf, sind A und B symmetrisch und A ist positiv definit. Dem
natiirlichen Eigenwertproblem wird als finites Problem die M atrizeneigen-
wertaufgabe

4) (A— AB)d = 0

zugeordnet. A bezeichnet einen Zahlparameter und d einen Spaltenvelior,
dessen Komponenten die dy, ..., dr aus (1) sind. Das finite Matrizeneigen-
wertproblem besitet genau r positive Higenwerte A, die wir uns in der Form

0< 4 < d<... < 4y
angeordnet denken.

Beweis. Die Symmetrie der Ma.triz'en A und B folgt sofort wegen
der bei eigentlich definiten Aufgaben giiltigen Selbstadjungiertheit aus
dem Bildungsgesetz (3) ihrer Elemente. Weiter gilt mit (1) und (3)

r o r . r T
(B) (u, u)y = 2 2 dids(ve, v5)m = 2 Z aiydidy ,
i=l jml j=1 j=1
(6) (4, Uy = 2 Zbgd;d;
i=1 j=i

Wegen der eigentlichen Definitheit besitzt die durch die Matrix A ver-
mittelte quadratische Form (5) nur positive Werte, wenn nicht simt-
liche d; verschwinden. A ist also eine positiv definite Matrix. Ist die
Aufgabe volldefinit in Z, folgt aus (6) auch sofort die positive Definit-
heit von B. Dann jst die Existenz von » positiven Rigenwerten des Ma-
trizeneigenwertproblems (4) gesichert. Um dieses Ergebnis auch fiir Auf-
gaben zu gewinnen, die nicht volldefinit in Z sind, kénnen wir uns die
Ansatzfunktionen in (1) entsprechend der Gleichung

1 fir =7,

7 =
(7) (ve, v9)N { 0 fix i
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orthonormiert denken. Denn wie bei Aufgaben mit Kamkeschen Rand-
bedingungen 148t sich beweisen: Geniigt das System der Ansatzfunktio-
nen nicht (7), kann es mittels einer linearen Transformation in ein solches
iibergefilhrt werden, das (7) und auch (2) erfillt und dieselben Eigen-
werte wie (4) liefert. Wegen (7) ist die Matrix B positiv definit und das
Eigenwertproblem (4) mull genau » positive Eigenwerte besitzen.
Wir bestimmen nun die d; so, dal R(%) in @ zu einem Extremum
wird. Dabei denken wir uns die Ansatzfunktionen im Sinne von (7)
orthonormiert. Als notwendige Bedingung fiir ein Extremum ergibt sich

OR (u)

od; =0,  i=1,..,7,

wofiir wir

0
(4, Wl 5 (1, W)ar — (u, u)Ma%(u, Wy =0

schreiben kénnen. Bezeichnen wir den Wert von E(u) an der Extremal-
gtelle mit A und beachten wir (5), (6), finden wir die Galerkinschen
Gleichungen '

r
(8) 2 di(ay— Aby) =0, i=1,..,7r.

=1

Wir konnen (8) jetzt auch fiir Ansatzfunktionen bilden, die nicht im
Sinne von (7) orthonormiert sind. Die Galerkinschen Gleichungen be-
sitzen formal dasselbe Aussehen wie bei Aufgaben mit Kamkeschen
Randbedingungen, nur daf die Zahlen ai, by; mittels der natiirlichen
Produktbildungen bestimmt werden. (8) entspricht dem Matrizeneigen-
wertproblem (4). Die Eigenwerte von (4) sehen wir als Ndherungswerte
fiir die ersten r positiven Eigenwerte des natiirlichen Eigenwertpro-
blems an.

SATz 2. Ist das natiirliche Eigenwertproblem eigentlich definit in Z,
geniigen weiterhin die Ansatzfunktionen in (1) der Ungleichung '

(v, '”.t)N<01 1=1,..,7

— diese Wahl st sicher mdoglich, wenn es mindestens 1 mnegative Higen-
werte gibt — und bestimmen wir Zahlen ag, by wie in (3), sind die durch
sie bestimmien Matrizen A und B symmetrisch und A ist positiv definit.
Dem natiirlichen Figenwertproblem wird wieder das finite Problem (4) zu-
geordnet, das genau r negative Eigenwerle bestiet, die wir uns in der Form

0>d,,24,2...2 4,
angeordnet. denken.
Annales Polonicl Mathematicl XVIII 19
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Der Beweis des Satzes ergibt sich wie oben, wenn an Stelle von (7)

die Orthonormierung
—1 fir i=j,
) (04 s}y = { 0. fir @]

verwendet wird.

2. Beurteilung der Ritzschen Niiherungswerte.

Sarz 3. Ist das Bigenwertproblem eigenilich definit in Z und werden
die Eigenwerte des natiirlichen Bigenwertproblems in einer Folge

LAy LAy <0< <A< e

angeordnet, in der ;ieder Eigenwert seiner Vielfachheit entsprechend oft ge-
2ihlt wird, gelten fiir die durch das Ritz-Galerkinsche Verfahren gelieferten
Niherungswerte die Ungleichungen

(10) < Ay, Aiz Ay, i=1,..,r.

Die Eigenwerte des finiten Problems werden dabei im Sinne von Saiz 1
und 2 angeordnet. _

Beweis. Ist das Bigenwertproblem nicht volldefinit in Z, denken
wir uns zur Beurteilung der erhaltenen Ritzschen Niherungswerte die
Ansatzfunktionen im Sinne des Beweisés von Satz 1 entsprechend (7)
bzw. (9) orthonormiert.

Fiir einen 7-dimensionalen Spaltenvektor d erkliren wir durch die

Gleichungen ,
r T L4 r
dAd= D Yaydids, d'Bi= D D bydidy

i=1 jem1 f=] jml
zwei Skalarprodukte im Raum der Spaltenvektoren und durch

d'Ad
B@) = 757

einen Rayleighschen Quotient. Dann gilt wegen (5),- (6)
(u, uly ~ d'4d, (u,u)yv=d'Bd, R(u)=ER(d),

wenn % (x) mittels (1) durch den Vektor d bestimmt wird. Bs ist 4,

= MinR(d) fiir alle Vektoren d, die nicht gleich dem Nullvektor sind,

und damit 4, = MinE(u) fir alle zulidssigen Funktionen u(z) aus G.

Wegen (7) ist (4, u)y > 0 und nach dem Rayleighschen Prinzip gilt
A= Min R(u) <MinR(u) = 4,.

wezZ ue
(uun>0

Fir die hoheren Ritzschen Niherungswerte ergibt sich diese Aussage
mittels des Courantschen Prinzips. w,(z), ..., w;—i(®) bezeichnet ein be-
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liebiges System 2n-mal im Grundintervall stetig dﬁfereniierbarer.Funk-
tionen, die am Rande auch die Bildung R}’ (wg) gestatten. Wir bestimmen
Zahl w! entsprechend der Gleichung

b
wf,” = f”j(m)-N'we(w) do— iRN("‘”Q)H'”I)) e=1,.,1-1, j=1,..,r.

Die Zahlen w(’, ..., w{” fassen wir als Komponenten eines Spaltenvektors
w, auf., Es ist mit (1)

b r b
[ (@) Noog(a) do— R (wp)2(w) = D)y { [ 01() Nog() do— RV (10,) x 07)}

a Je=l

,
= dewg” = d'w,.
F=1
Geniigt also ein Spaltenvektor d der Orthogonalititsgleichung
(11) dw,=0, p¢=1,..,i—1,
muf auch fir die durch diesen Vektor mittels (1) gebildete Funk-
tion % (x)
b

(12) [ u(@) Nwy(@)do— R¥(wp)2(u) =0, @=1,...,4i—1

: .

gelten. Dann folgt aus dem OCourantschen Prinzip fir das na,tﬁ:r]iche
Eigenwertproblem und das finite Problem

A¢z fin R(d)= fin Rw)> fin R =mw(a),..,w(r)).
d#0 . ue@@ uweZ
d genlgt (11) « goniigt (12) (u, )N >0
4 genilgt (12)

Daraus ergibt sich der erste Teil der Behauptung (10) und entsprechend
die Aussage liber die negativen Eigenwerte,

3. Konvergenz des Ritz-Galerkinschen Verfahrens. Hs ist
klar, daB sich durch Hinzunahme weiterer Ansatzfunktionen in (1) die
Naherungswerte nicht verschlechtern kénnen, weil die Gesamtheit der
zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen vergréfert wird. Offen bleibt
die Frage, ob mit wachsendem r die Niherungswerte gegen die zu be-
stimmenden Eigenwerte konvergieren. Eg ist leicht zu begriinden, daf
diese Frage nicht fiir jedes System von Ansatzfunktionen bejaht wer-
den kann. Wihlen wir jedoch die Ansatzfunktionen aus einem relativ
vollsténdigen TFunktionensystem (2), ist die Xonvergenz des Ribz-
Galerkinschen Verfahrens gesichert. Da sich gegeniiber den Aufgaben
mit Kamkeschen Randbedingungen keine neuen Momente ergeben, kann

(®) Vergleiche dazu etwa [2] und die dort zitierte Literatur.

‘10*
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der Beweis iibergangen werden. Ebenso wollen wir nicht auf das wesent:
lich schwierigere Problem eingehen, ob auch Konvergenz gegen die Eigen-
funktionen vorliegt.

4. Beispiel. Wir betrachten das Demonstrationsbeispiel
—y"'—Ay=0,
y(1)=0, ¥'(0)=—4y(0).

In [1] ermittelten wir die natiirlichen Skalarprodukte. Die Zahlen ay, by
bestimmen' sich aus den Gleichungen :
C 1 1
ay = [ vi@)vi@)de, by = [ vdz)0)(®)dw+00)vs(0).
0 0
Es ist-leicht zu bestitigen, daB die Aufgabe volldefinit in Z ist. Wir
wollen einen zweigliedrigen Ritz-Galerkinschen Ansatz durchfithren und
wihlen mit Riicksicht auf eine emfa.che und iibersichtliche Rechnung
die Ansatzfunktionen

(@) = x—1, @) = —2'+ 2w—1.

Sie sind offenbar Funktionen aus Z. Wegen der Volldefinitheit gﬂt na-
tiirlich (w4, v¢)y > 0. Fir die Ma.tnzen A und B finden wir

A—ll B_;f%
B AN

Der zweigliedrige Ritz-Galerkinsche Amnsatz fiihrt zu den N#herungs-

werten
4, =§4=10,741, 4,=12.

Ein eingliedriger Ansatz wiirde mit o,(z) als Ansatzfunktion den Néhe-
rungswert A, = § = 0,75 ergeben und mit v,(z) zu A4, = 4 = 1,12 fithren.
o (z) ist also die bessere Ansatzfunktion, da sie einen kleineren Nihe-
rungswert, liefert.

Das in [1] entwickelte Vorgehen hat uns mithelos in die Lage ver-
getzt, die fiir Aufgaben mit Kamkeschen Randbedingungen bekannten
Aussagen iiber das Ritz-Galerkinsche Verfahren auf natiirliche Eigen-
wertprobleme auszudehnen.
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