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Sur une équation différentielle du premier ordre
a argument fonctionnel

par K. Zma (Rzeszéw)

Dang ce travail nous étudions le probléme de Cauchy:

y' (1) =f(t, y(r(®)) pour te<0, o),
y(0) =
pour lequel nous admettons les hypothéses suivantes:
1° La fonction %(t) est continue dans 'intervalle {0, co) et 0 < h(2) < oo:
2° La fonction f(?,y) est continue dans l'ensemble D = {(t, ¥):
te¢0, 00), —o0 <y < + oo},
3° 11 existe une fonction §(¢) > 0, continue dans lintervalle £0, o0)

telle que [£(t, y)] < A()-[lyl +1] et que [(8)ds = v < +oco.

(1)

-1

13
Soit «(t) 'Efﬁ(t)-[l—% [ ﬁ(s)ds] Sur les fonctions a(t) et &(?)
0

nous admettons encore les deux hypothéses suivantes:
1
4° (fa(s)ds; y > —oo pour te{0, o).
L(l)

5° Il existe wn nombre A, > 1/» tel que

—1, ft as)ds fa(s)da
sup {(¢ " )ie
te{0,00)

Remarque. Puisque a(t) > 0 pour #¢{0, o), on voit aisément que
si h(t) <t (c’est-d-dire si léquation (1) est une équation avec retard)
les conditions 4° et 5° sont automatiquement remplies.

Ces hypothé¢ses étant admises, nous allons prouver que le probléme
(1) admet au moins une solution de classe O', définie dans l'intervalle
<0, ). Nous nous occuperons aussi de l'unicité de la solution du pro-
bléme de la forme (1), ainsi que de sa dépendance continue de la condition
initiale. Nos raisonnements s’appuient sur une idée continue dans le

)} < 4.
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travail [1] de M. A. Bielecki et constituent un développement de cette
idée. Le résultat qne nous obtenons ici généralise cenx qui ont été établis
dans les travaux [2], [3] et [4].

1. Un espace du type de Banach et un critére de compacité dans
cet espace. Soient une fonction L () > 0 continue dans I'intervalle <0, oo) et
un nombre A = const> 0. Par E;, nous désignerons la famille des
fonctions 2(f), continues dans l'intervalle <0, oo), telles que

¥ tL(s)da
(2) sup {jz(t)[-e ° } < +oo.
te¢0,00)
L’ensemble F; , est fermé par rapport & l'addition et & la multipli-
cation par un scalaire. Si I'on introduit dans cet ensemble la norme

—MtL(s)da
(3) ll@llz, = sup {lo@®)i-e * 3}
et la métrique
-2 ftL(a)da
(4) o(@,y) = o —yllps = sup {e@—y@®)l-e '}

Pensemble ¥y, ; muni de l'addition, de la multiplication par un scalaire,
de la norme (3) et de la métrique (4) devient un espace linéaire, normé
-et complet, donc un espace de Banach. Nous désignerons cet espace par
B; ,. Notons encore le simple fait que 1, > 4, > 0 entraine £ 1 € By

2. Un critére de compacité, Nous établirons maintenant une condition
suffisante pour que ’enseruble 4 = I/;,, soit compact dans l'espace By ;.
Ce critére peut é&tre énoncé sous forme du lemme suivant:

LeMME 1. Soit [ L(s)ds = +oco et A Hy,;. St
0

(i) Tes fonctions w=(t)eA sont presque équicomtinues dans Vintervalle
{0, o0} (C’est-a-dire équicontinues dans tout intervalle {0, T, T < o),

(j) @1 ewiste un nombre w,0 < w < A, tel que U'ensemble A est borné
dans Vespace By ,, Uensemble A est compact dans Vespace By, ;.

Démongtration du lemme. De I'hypothése (j) il résulte que les
fonetions qui appartiennent & I’ensemble A sont bornées dans leur ensemble
au sens ordinaire dans tout intervalle (0, T). En vertu de l'’hypothése
(i) elles sont équicontinues dans chacun de ces intervalles. En s’appuyant
sur le théoréme d’Arzeld et sur la méthode diagonale on démontre aisé-
ent que toute suite infinie {x, (t)} de fonctions appartenant & ’ensemble 4
contient une suite partielle presque uniformément convergente dans
lintervalle <0. co). Pour établir le lemme 1 il suffit de prouver que toute
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suite, presque uniformément convergente dans l'intervalle (0, co), de
termes appartenant 4 1’ensemble 4 est convergente au sens de la norme
dans D'espace By ;. Soit donce {®,(#)}, z,(!)ed, n =1,2,3,..., une suite
convergente presque uniformément dans lintervalle {0, co) vers la
fonction z(). Evidemment (t)ed et, en outre,

iy L itz _ afreae
[, —lfz,2 = SUP {|@y(t) —2(2)] - 6 y<sup {lz,(t)—z(t)e °  }+
€0,00) 1«0, T
¢ T
—4 fL(8)ds (0—2) J (s)ds

+oup {[w, (1) —2(t)e °  } < suple,(t)—a(t)| +2Me
T te{0, T

ou M est le nombre par 1eque1 Pensemble A est borné dans I'espace Bg,.
On obtient ainsi la limitation

T
(0=2) ] L(s)ds

(6) |22, —| .4 <t B(‘ol% |2, (t) —2(t)| +2M ¢

Puisque w —4 < 0, [L(s)ds = 400 et que la suite {w,(t)} converge
0

vers la fonction @(f) presque uniformément dans l'intervalle <0, oo),
on & — en vertu de la limitation (5) — lim |jz, —o||z; = 0. La compacité
>0

de I’ensemble A est aingi établie, ce qui achéve la démonstration du
lemme 1.

Remarque. On voit aisément que dans J’énoncé de 1’hypothese (j)
Pespace By, , ne peut étre remplacé par ’espace By ;, méme si Pon admet
que les fonctions appartenant & ’ensemble A satisfont & la condition de
Lipschitz 'avec la méme constante L (T') dans V’intervalle (0, T'>, T'¢{0, co).
Le simple exemple suivant le prouve.

Considérons la suite auxiliaire {£,()} définie comme il suit:

0 pour £e{0, n),

t—n pour te{n,n+1),
fall) = 2+n—t pour te(n+1,n+2),

0 pour > n+2

i
A [I{s)ds
et 801t A une suite dont les éléments sont 2, (1) = &, (f)e a .L’ensemble 4
est borné dans ’espace By, car |#,)lr, = 1 pour tout n. De plus |z, —
— ®y/lz: = 1 pourvu que n % m, d’ou il résulte que la suite {,(t)} ne
contient aucune suifie partielle convergente dans 1’espace By ;.
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LeMuE 2. 86 F (1) > 0 est yne fonction continue dans Uintervalle <0, oo)
et si [T(t)dt = » < oo, il ewiste une fonotion @(t), continue et mon négative
0
dans Vintervalle {0, o), telle que

1 ¢
—-’—‘Jtp(s)ds

(6)  P(t) =op(t)-e pour te{0, o) e [ p(s)ds = +oo.
0

Démonstration. La condition (6) relative & la fonction ¢(f) peub
g’écrire sous la forme

1 ~Lf piapas ny por
I L ] b T R B O ¢
d’olt
1 £ -—-151!4’(8)018
(7) 1——f1ﬂ(s)ds=e 0
X
0

De V’égalité (7) il résulte que la fonction cherchée p(t) est de la forme

w(t) = F(t)-[l'_ % f F(s)ds]—l

et que fmq:(s)ds = 400,

LE];)ﬂtEE 3. Soit v un nombre quelconque satisfaisant & Vinégalité v > 1/,
ot — d’accord avec Dhypothése 3° — v = }oﬂ (t)dt. Soit encore a(t) wume
solution de Véguation (6) avec F (1) = B (2) (;t % = v. (En vertu du lemme 2
on a fa(t) dt = + o<.) Sous les hypothéses 1° - 4° Vopérateur @ défini comme

il swit:
i
(8) (@) (1) = n+ [ f(s, w(h(s)))ds, 1e<0, o).

est pleinement continu dans Vespace B, ..

Démonstration. Soit 4 un sous-ensemble quelconque borné de
lespace B,, et soit ||z|l,, < M pour z(t)ed. Nous allons montrer que
Pensemble @(4) est compact dans ’espace .B,,. Remarquons d’abord
que,‘en vertu de I'hypothése 4° il existe un nombre K > 0 tel que
—z [ (w)du

e ™ < K pour 10, co). Soit donc z(f)eA. Pour la fonction (D) (%)
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on obtient la limitation

@) (@OI< i+ [ Blo)[lo(b(s))|+1]ds

8
~1lr [ a{u)du

13
=i+ [ae ° 1+ [ala(e)] ds

1 ¢ i (r=15) | a(u)au
R

£
h(s) 4 (z—1/v) [ e(u)du
e sy KO tipk),

T—1/v
De l'inégalité (9) il résulte done la limitation

Xé [

-z fs a(u)duw
" } ds < |9] +

:

(i fetus K1+ ol) K (140)
. 0. )

(10) | @a))-e <+ = et

Done, 8i z(i)eE,;, on a (92)(t)eHy, i, < H,,. L'inégalité (10)
prouve, de plus, que 'image @(A4) de ’ensemble A, borné dans ’egpace
B,., est bornée 'dans lespace B,._;,. Pour établir la compacité de
I’ensemble @(4) dans P’espace B,, il suffit, en vertu du lemme 1, de
démontrer que les fonctions appartenant & I’engemble @ (A) sont presque
équicontinues dans l'intervalle {0, o). Supposons done que (Dx)(t) e D(4).
Alors on a la limitation

< |7l +

ty
1) 1 @a)(t)~ (Lot <| [|£(s, a(n(s) |as
51

ty —1jv § a(uydu

< f a(s)'e ° [1‘+|w(h(3))|]ds‘
t
1 f )

(z—1f¥)[ a{u)du (z=1v)] a(u)du
o HOHI) ) e el duim
T—1/v

K(1+.M)

< ”“T—:W p(t) —p (h)l,

(v—-1/r) }a(u)du
ol y(t) = e 0 . Puisque la fonction y(?) est continue dans l’inter-

valle {0, o0) et ne dépend pas du choix de 1’élément #(t) de I’ensemble 4,
il résulte de ’inégalité (11) que les fonctions (Pz)(t) appartenant 1 l'en-
semble @(4) sont presque équicontinues dans lintervalle (0, oc). En



210 K. Zima

vertu du lemme 1 l'ensemble &(A4) est compact- dans Vespace B,,. Par

-conséquent I'opérateur @ est compact dans l'espace B,.. Nous allons

encore prouver que 9P est un opérateur continu dans B,;, Soit im |, —
N0

—&llaz = 0, @o(8); @,(t)eB,, pour # =1,2,3,... Il s'agit de montrer

que lim ||®w, — Dxy|,, = 0. En vertu de la définition de la norme dans
n—>00

lespace B,, 'égalité lim (@, — .. = 0 implique que la suite {w,(¢)}

=>00
converge vers la fonction z,(¢) presque uniformément dans l’intervalle

{0, o). La continuité des fonctions (%), f(¢, y) et la forme de I'opérateur &
permettent de conclure que la suite (@Pz,)(t) converge presque uniformé-
ment dans l’intervalle (0, oo) vers la fonction (@x,)(t). On a ensuite

. -7 It a(u)du
1D, — Pola, . = zup) {|(D,) (1) — (D) ()€ ° }

t
-t | alu)du
< sup |(Ba,) () — (Do) ()| + sup [(Pa,,) (1) —n| e ° +
0,1 {>T .
-t _fta(u)dfu
+-sup [(Pzy) (1) —n| - €
i=T

-1y _:l'pa(u)du
< 531113) [(P,,) (1) — (Po) (¢)| + K6 ° )
K(2 + “mn”u,r"l" ||wo”u,c)

u K<
© ! T—1/y

Finalement on obtient donc la limitation
- fa(u)du
(12) |9z, — O, < 5&1111;I(¢wn)(t)—(¢wo)€t)|+K1-e °
Puisque la suite {(Pz,)(t)} converge presque uniformément dans
DLintervalle <0, oo) vers la fonction (@wz,)(f) et que fa(u)du = o0, OD
voit, en tenant compte de ’inégalité (12), que nh.fl: | P, — DPwyla,. = 0.

La continuité de I’opérateur @ a été ainsi établie, ce qui achéve la démon-
stration - du lemme 3.

3. Démonstration de I’existence d’une solution de I’équation (1). Le
probléme (1) est équivalent & l’équation intégrale de la forme

1
{13) y(&) =n+ [ fls, y(h(s)))ds, te<0, o)
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et toute solution de 1’équation. (13) est un point fixe de ’opération @
et inversement. Pour établir 1’existence d'une solution du probléme (1)
il guffit donc de démontrer le théoréme suivant:

THEOREIME 1. Sous les hypothéses 1° - 5° Dopérateur @ admet au moins
un point fize dans Vespace B, i) Ao étant un nombre quelconque satisfaisamt
& la condition B°.

Démonstration. La condition 5° signifie que l'on a Pinégalité

t Lt
—3g [ a(wydu -5 [ a(w)du

(14) ?up) {e ™ TE }<< Ag—e < Ay,
0,00

¢ étant un nombre positif. Désignons par Z la sphére [v—yll,, s, < R,
contenue dans B, .3y dont: le rayon R satisfait & la condition
(18) = (9] +1)(Ag—e)- 25"

L'’ensemble Z est borné, fermé et convexe dans B, 3~ Nous allons
encore prouver que @(Z) < Z. En effet, soit #(f)<Z. Alors on a l'inégalité
[|a:||a,10<R+|n] et en oufre

(16)  |(P=)(t) —mn]
i —_

> [ a(wdu
gf a(s)e [L+[z(n(s))|) ds

h}a) 8 -8 .1 8
—Ag | elwdu —3iy [ a(udu +1 [ a(udu =< J atwdu

< floft+plbiole "8 e,
14 "m"a,Zo , 4 f a(u)du 10 f afu)du
\—/1—_ (Ag—e)e ° (1+R+|"7|)(}“o“3) 10
0
Dol

~ g’ta('u)du, -
192~ 7,3, = sup {I(Pz)(t) —n]|-e ISA+E+)(A—e) 4 <RB.

Si ®(t)eZ, on a donc (Dz)(t)eZ, c'est-d-dire D (Z) = Z. En vertu du
théoréme du point fixe de Schauder il existe dans 1’ensemble Z au moins
un point fixe de 'opération ®. Par conséquent il existe dans ’ensemble Z
au moins une solution du probléme (1).

Remarque. Les hypotheéses 1° et 2° peuvent itre affaiblies si l'on
admet, par exemple, que la fonetion f(t, z(h (t))) est localement intégrable
dang Pintervalle (0, oc) pour toute fonction #(u) continue dans I'intervalle
{0, o0), Alors le point fixe 2(t) de Popération @ est nne fonction presque
absolument continue dans lintervalle (0, o), vérifiant presque partout
dans cet intervalle ’équation (1).
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4. Existence d’une solution du probléme de la forme (1) dans le
¢as d’un intervalle fini. Admettons les hypothéses suivantes:

1* f(t, y) est continue dans ’ensemble A = {(t,¥):1¢{0,T), ~oo
<y < +oo}k

2* 1l existe une fonction continue et positive f#(t) telle que |f(1, y)f
< B(®)lyl+1] pour (¢, y)e4. '

3* La fonction () est continue dans I'intervalle €0, TD et 0 < h(?) < T,
et considérons le probléeme:

y (1) =f(t, y(h(2))) pour te<0, T,

y(0) = 9.
Nous allons montrer que le probléme (I) admet au moins une golution
de classe O dans lintervalle {0, T>. Dans ce but envisageons 'ensemble
4 = {(t,y): te(T, o), —c0 < y < + oo}. Les fonctions f(t, y), A(f) et (1),
qui interviennent dans le probléme (I), peuvent &tre prolongées sur

l’ensemble 4 de telle fagon que les fonctions prolongées f(i, 4), B(t) et

ii(t) satisfassent aux hypothéses 1°- 5° faites sur le probléme (1). En
particulier, ces prolongements peuvent étre de la forme

(1)

i y) = I, 9) pour (t,y)ed,
T HT ) pour (1, 9)ed,
T = B (1) pour te<0, T,
Ay = B(T) €™t pour te(T, o),

- lh(t) pour 10, T,
h(t) =
h(T)-eT~*  pour te(T, o).

On vérifie aisément que les fonctions f , ¥), ﬂﬂ (t) et ﬁ(t) ainsi définies
vérifient dans I’ensemble D les hypothéses 1°-5°; par conséquent le
probléme

y' (1) =f(ty ?/(;"(t))); te<0, oo},

I
) y(0) =7

admet — en vertn du théoréme 1 — au moing une solution y,(t) de classe C*
dans Pintervalle (0, oo). I’inégalité 0 < h(t) < T ayant lieu pour {0, T,
la fonection 7,(t) satisfait dans ’intervalle (0, T> & Péquation (I).

5. L’unicité de la solution du probléme (1). A propos de l*unicité de
la solution du probldme (1) nous établirons de théoréme suivant:

‘THEOREME 2. 87 les fonotions h(t) et f(i, x) satisfont auxw hypothéses
1°, 2% 4" et B°% et 51, au liew de la condition 3° est remplie la condition de
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Lipschitz
3" |f (¢, ) —f(t, )| <PW)E—7| e |f(F,0)| < B(B),

le probléme (1) admet exactement une solution dans I’espace B s,

Démonstration. Sila condition 3** est remplie, la condition 3°
Pest aussi et — en vertu du théoréme 1 — le probléme (1) admet dans
Vespace B,; au moins une solution. Supposons, pour la démonstration
par l'absurde, que z,(¢) et x,(¢) soient deux solutions du probléme (1)
appartenant & lespace B,;. On a la limitation suivante:

|(Day) () — (Pz) (2)]

= | f{f(s,wl(h(s)))—f(s,wg(h(s)))}ds|< f‘ﬂ(s)]wl(h(s))—wz(h(s))lds

t -1 fa J‘ a(u)du —4 f a(u)du
< [{alo)e L T s o MO
0
8
4 [ a(u)du A — i f a(u)du
xe ° }ds< _ ”991 ‘”z”u.zo
0

D’ou

14
—30({ a(u)du < }_0_3

{I(P2y) () — (D) (1) - € T

le - wz”a,zo

Ao —
cest--dire |G, — Byl s < o ||y — Byl - Comme 0< 2" <1,

]»0 10
l’opérateur @ est — sous les hypothéses 1°, 2°, 3**, 4° et 5° — un opérateur
contractant dans ’espace B, 3, Far conséquent x, = 2,.

6. Dépendané; continue de la solution du probléme (1) de la condition
initiale. Si les hypothéses 1°, 2°, 3**, 4° et 5° sont verifiées et si les fonctions
@, (t) et x,(¢) satisfont & équation y’(f) = f(t, y(h(t))) et aux conditions
initiales #,(0) = %, et #,(0) = #,, en procédant de méme qu’au para-
graphe 5 on aura l’inégalité

Ao —
Py — P@y|a, 2, < |11 — 0l + OA
0

d’oll, en tenant compte des égalités: Pz, = 2, Pv, = »;, on tire la
limitation

€
[y — alla, 2,

A
(17) ”ml—wzlla,lo < “so_l"h—"hl-

Par conséquent, sous les hypothéses 1°, 2°, 3**, 4° et §° la solution
du probléme (1) dépend d'une fagon continue des conditions initiales
dans 1’espace B, P
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Remarque. Leg théorémes établis ci-dessus sur l'unicité et la dépen-
dance continue des conditions initiales des solutions du probléme (1)
ont un caractére relatif. I1s ne se rapportent qu’aux solutions qui appartien-
nent & Pespace B, ; . Si I'on ne fait pas sur le probléme (1) d’hypothéses
supplémentaires, ce probléme admet en général, outre les solutions
appartenant & l’espace B, ; , des solutions qui ne Iui appartiennent pas.
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