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Résumé. Dans la présente note nous démontrons une théoréme sur l'existence d'une
solution x(r) de I'équation différentielle a retard, oscillante et telle que x(t) — 0 pour ¢ — .

Considérons I'équation
(1 x'(1) = F(t, x(1), x,)

ol x,(s)=x(t+s) pour —h<s<0 et la fonction F(¢, x, ¢) satisfait aux
hypothéses suivantes:

HyroTHESEs H.
1° F(t, x, @) est continue dans I'ensemble D = RxRxC ([-1, 0], R).
2 F(t, x, ¢) est croissante par rapport a ¢, c'est-a-dire .que

(2) pour o(s) <y (s) on a F(1, x, 9) < F(t, x, ¥).
3° F(t, x, ¢) est décroissante par rapport a x, c’est-a-dire que
3) F(t,X,p)=2F(t, X, ¢) pour X< X.

4° x(t) =0 est la solution unique de I'équation (1) avec la condition
initiale x(t) =0 pour —h <t <0, cest-a-dire

4) F(,0,0=0.
5° On admet l'unicité¢ des solutions de I'équation (1) avec la condition
initiale
(5) x(t, to, @) = @(t—to) pour fo—h <t <t
6° Pour chaque ¢ #0 on a
(6) 0-F(t,0,9) <0 pour o(s)=¢ pour —h<s<0.

7° Pour chaque constante g, 4 on a

)] {F(s, 0, Wds = K,,, Kl < +0.
0
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116 Z. Mikotajska

TueoreME T,. Sous les hypothéses H pour chaque solution x(t) de
I'équation (1, *2'le que |x(1)] < @ < o0 pour —h <t <0, lim x(t) = ¢ existe, et

{=ax

¢ est fini (|&] < o0).
Démonstration. I. Sous les hypothéses 1°, 2° et 5° on a I'implication:

(9) (P§'J"—*x(!s t09 QD)SX(Z, tO’ 'ﬁ)

(cf. Laksmikanthan, Leela [1]) et par suite, en vertu de 4° pour ¢, ¥
quelconques continues telles que @(s) <O Y(s) pour —h<s<0 ona

(10) x(t,0, 0) <0< x(r,0,y¥) pour t=20.

II. On vérifie facilement que
(1 ol <@~ |x(r,0, ) <¢ pourt>=—h.

Supposons que x(t, 0, @) < g pour t <t
(12) x(t;,0,9)=90, x(1,0,0)>90 pourt, <t <t +e.
On a donc, en vertu de (6) et (2)

x'(ty, 0, @) < F(ty, 0,0 <0
et par suite, en vertu de (12)
0<x(t,0,p)<o=x(t,,0.9) pourt, <r<t,+¢

d’out il vient que x(t,0, ¢) <o pour —h <t < 0.
D’une une fagon analogue on obtient l'inégalité

x(t,0,p)= —g pour —h<t<oc
et, par suite, pour chaque ¢ continue telle que 0 < p < ¢ on a
(13) 0<x(t,0,0)=x(t)< o
et pour 0=y > —p
(14) 02 y(t)=x(t,0,¢) = —op.

La fonction F(r, x, ¢) étant croissante par rapport a ¢ et décroissante
par rapport 4 x, on a

F(t, 0,0 <x'(ty=F(r, x(1), x) < F(t, 0, o)
d'ou

H I
[F(s, 0, 0)ds < x(t)—x(t;) < [ F(s, 0, o) ds.
1

31

Les intégrales | F(s, ¢, O)ds et | F(s, 0, g)ds étant convergentes pour chaque
0 0



Solution de I'équation différentielle a retard 117
e >0 il existe t, >0 tel que

t 4
(15) —e< [F(s,0,0ds < x(t)—x(t,) < [F(s,0,0)ds<e pourt>1,
fy '

21

donc lim x(t) = ¢ existe, ¢} < o.
I—a
D’une fagon analogue on montre que n existe, |7| < ¢ tel que y(t)— 7
pour  — %,

Envisageons ¢ (s) quelconque, continue pour —h < s <0, il existe ¢ > 0
et deux fonctions telles que

(16) 0Z2@(s)=202yY(s)=> —p pour —h<s<O0
et

(17) p(s)=a(s)=2y(s) pour —h<s<0.
Posons

x()=x(t,0,¢0), yO)=x(t,0,¢), z(1)=x(t,0, 0).
On a

(18) x()=Zz(t)=2y(t) pour —h<t
et
0=2x(t)202y()= —¢ pour —h<t <.

Nous avons démontré qu'il existe un couple &, n tel que

(19) limx(t)=¢, limy(r)=n

[ g~ o} t—x

donc pour chaque ¢ > 0 il existe un ¢, > 0 tel que
(20) x()<&+e pourt>=1,>0,
(21) y() =
En vertu de (20) et (21)

F(t, x(t), y) <z () = F(t, (1), z) < F (1, y(1), x),
et, en vertu de (20),

n—e pourt=t,>0.

F(t,+e,n—¢e)<zZ()<F(t,n—¢,¢+e) pourt=t,>0
d’ou
t

[F(s,¢+e, n—e)ds <z()—z(1) < [F(s, n—e, +e)ds.

T

I

L'intégrale | F(s, ¢, u)ds €tant convergent pour chaque g, u il existe
0o
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pour chaque ¢ >0, T, > ¢, tel que
t t
—e< [F(s,¢{+e, n—e)ds<z(t)—z(1) < [F(s,n—¢, E+e)ds <¢
t 1 4

pour t 2t => T,
Ainsi nous avons établi 'existence d’un {, |{| < o tel que

limz(t)=¢(.

t—~a

Comme z(t) est quelconque, notre théoréme T, est démontré.
THEOREME T,. Sous les hypothéses H chaque solution z(t) de l'équation (1)
oscillante autour de O tend vers zéro pour t — o (Cest-a-dire elle est amortie).

Deémonstration. Envisageons une solution z(t) quelconque, oscillante
autour de 0. Il existe donc une suite {t,} — oo, telle que z(t,) =0 pour n
=1, 2, ... mais en vertu du théoréme T,

0= limz(t,) =limz()=¢

L - ] t—a

donc limz(t) = 0.

t—ax
Remarque R,. Les hypothéses H sont satisfaites par exemple dans le
cas ou

F(t! X, (0) = a(‘)‘l’(_ 1)_ﬁ(t)x
et a(t), f(t) sont deux fonctions continues dans —h <t < oo telles que

B(t)>a(t)>0 pourt=0
et

clj?ﬂ(s)ds =k
0

on a
®

joa(s)ds =k <k.

0

Dans le cas envisagé I'équation (1) a la forme

(1) x'(t) = a(t) x(t—1)— B(t) x(1),

[Fls. 0 ids = [a(dse— [ Bls)ds = Fo—kit = Ko

4]
K, <ke+kp <o, @F(t, 0, =Ta(—p(n]e* <0.

Du théoréme T, il résulte que chaque solution oscillante de I'équation
(1) converge vers zéro.
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Remarque R,. Le théoréme T, n'entraine pas Iexistence d’une
solution oscillante de I'équation (1). Par exemple dans le cas ou

F(t,x, ¢) = —B(t)x

chaque solution de (1) a la forme

x(t, 0, @) = <p(0)exp[—£ﬁ(S)ds

et par suite il n'existe pas de solution oscillantes autour de O (different de

x(t) = 0) tendique dans le cas ou | f(s)ds =k < o0
]
imx(t,0, o) = @(0)e %« 0 est finie.
| g~ 2]

Remarque R;. Dans le cas ou

F(t,x,p)=at—1)eo(—1)—a(t)x
ou 0 <a(t—1) <a(f) et j a(t)dt = k < oo chaque solution x(t) de I’équation
0

(Py) X)) =a(—1)x(@t—1)—a()x()

converge vers une limite finie pour r — oo et chaque solution oscillante
satisfait a la condition lim x(t) = 0. D’aprés un théoréme de O. Arino et

f—a

P. Sérguier [2] (cf. le théoréme T,,) chaque solution x(t) telle que
0

Q x(0)+ { a(s)ds=0
-1

est oscillante autour de 0. De notre théoréme T, il résulte donc que chaque
solution de (P,) satisfaisante a (Q) tend vers zéro pour ¢t — c0.

Remarque R,. Il est évidente que I'hypothése 6° peut étre remplacée
par 'hypothése 6°: chaque solution x(t, ty, ) de I'équation (1) est bornee
(pour t = to—h).

Par exemple (cf. [3]) dans le cas ou I'équation (1) a la forme
(D X'(t)=f({t=1, x(e—1))+g(t, x(1)
ou les hypothéses suivantes sont satisfaites.

HypoTHESES A. f(t, x) et g(t, x) sont continues par rapport a i, X,
f (¢, x) est croissante par rapport a x,

®) x-[f(t, x)+g(t, x)] <0 pour x#£0, f(t,0=0

et eqution (1) satisfait a lunicité des solutions satisfaisant la condition
initiale (5). On obtient donc dans le cas envisagé le Théoréme T,,
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admettons les Hypothéses B:

1° g(t, x) est @écroissante par rapport a x,
2° pour chaque g, 4 on a

) [[f(s=1,0+g(s, Wlds = K,,, Kyl < 0.
0

Sous les hypothéses A et B chaque solution oscillante de I'équation (1) tend
vers z€ro.

De la remarque R, il s’ensuit que dans le cas de I'équation (P,) envisagé
dans la remarque R; on peut remplacer I'inégalité (6) par

@®

(6) 0<a(), [aft)dt=k<oo.

0
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