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Sur la notion de I’espace presque euclidien

par S. GOEAB (Krakow)

Dans un travail inséré dans ce tome MM L. Bieszk et E. Stasiak
ont déterminés tous les comitants-densités du tenseur covariant de cour-
bure dans les espaces de Riemann & deux et trois dimensions ().

Nous allons fixer notre attention aux espaces V; non singuliers
c’est-a-dire tels que le déterminant

(1) g = det(g,,)
du tenseur métrique g,, est différent de zéro:
(2) g #0.

Mais nous ne supposons pas que l’espace V, est ordinaire (I’espace rieman-
nien est ordinaire selon la terminologie de J. A. Schouten si la forme
quadratique g,,d&'dg* est positivement définie).

Si ® représente un comitant algébrique du tenseur de courbure
(3) E
étant une densité, alors le théoreme des MM Bieszk et Stasiak dit que
Pon a
(4) ® = F(M),

ou M est une densité de Weyl au poids 4, définie au moyen des formules

wpiv )

(5) Ty = Ryyy @2 = Ry3p3y T3 = Rygag,
Ty = Ripzy @5 = Bipgy g = Rigag,
(%, @4 D
(6) M = |2y T2 g
Ts Tg Ty

Remarquons que les restantes composantes du tenseur (3) sont dépendan-
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tes des six composantes (5) essentielles. Comme 9t est une densité de
Weyl ayant la régle de transformation

(7) M=M-|J|™* =M-J %,
alors nous concluons que le signe
(8) ¢ = sgn M

est un comitant scalaire du tenseur (3). Bien entendu I est en général
un champ des densités

M = W)
et, par conséquent, on a aussi
(9) e = &(£),

ce qui veut dire que le signe peut changer si le point variable £ de I’es-
pace V, change.

DEFINITION. Si
(10) M=0

alors 'espace V4 sera appelé un espace presque euclidien.

Cette dénomination est justifiée parce que si V; est euclidien ou
pseudo-euclidien, alors E,,, =0 et tous les & (¢ =1,...,6) sont
égaux 3 zéro et lidentité (10) a lieu.

Nous posons la question si un espace d’Einstein non trivial, possé-
dant la propriété

(11) -RMJ = T'Gau (‘L’ #* O)’

ou R;, est le tenseur contracté de Ricci peut étre un espace presque eucli-
dien. Supposons (11) et calculons le déterminant IR. Por simplifier les
calculs fixons le point &, et choisissons le systéme local des coordonnées
d’une telle facon afin que la matrice (g,,), prendrait la forme canonique

(12) (gaz)o = 0  pour A # pu.

Calculons dans ce systéme des coordonnées les composantes du tenseur E;,.
Ce tenseur a (& cause de symétrie) seulement six composantes essentielles.
Un calcul simple nous fournit

R, = —-’171922—1’2933’ R,, = —w.,~g”,
(13) Ry = —5’1911‘—“‘39331 R,y = ‘”s‘gny
Ry = —wzgn"‘af'agzzy Ry = —m49n~

Vu l’inégalité (2) nous avons d’apres (12)
(14) . g = ¢1Ge2gas # 0,
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d’ou
(15) g = (g (A=1,2,3).

(11) et le deuxieme groupe des formules (13) nous donnent
(16) (IP4=CI35=076=0.

En résolvant le systéme d’équations

Ty To
- ——— = T
(1Y) 933
x T
(17) ——1——3=T'922’
911 933
T Ty g
—_—— =T
911 G22 )
nous obtenons les solutions
T T T
(18) T, = —Egngzzy Ty = — '2—9119'33’ Ty = —?gzzgaar
ce qui avec (16) et (14) donne
1:3
(19) M= By g2

De 14 il suit premiérement I £ 0 et deuxiemement

(20) ¢ = sgnI = —sgnr.

TEOREME 1. Un espace V, d’'Einstein non trivial ne peut pas étre un
espace presque euclidien.

Comme un corollaire immédiat nous obtenons de la le
THEOREME 2. Un espace riemannien Vi a courbure constante, c’est-

a-dirve satisfaisant a Videntité
(21) 'Ramlv = —Zag[mlﬂl 'g,u]v’

n'étant pas un espace euclidien (o #+ 0) ne peut pas élre un espace presque
euclidien.

Remarquons que, comme on a dans les espaces d’Einstein
(22) 7 = Const,

nous obtenons comme conséquence le
THEOREME 3. 8¢ V, est un espace einsteinien, alors "

(23) (&) = Const.



208 S. Golab

Remarque. Si V3 est un espace einsteinien trivial (z = 0), alors
la relation R;, = 0 entraine la relation K, = 0 et, par conséquent,
notre V, est pseudo-euclidien.

Nous allons montrer maintenant un exemple d’un espace riemannien
V4 qui n’est pas euclidien et qui est en méme temps presque euclidien.

Posons dans certain systéme des coordonnées

(24) g1, =282 gww=0C,s gua=0C3 g, =0 pour A #pu

ou C,, C,; sont des constantes différentes de zéro. Si nous calculons pour
le tenseur métrique défini par (24) les symboles de Christoffel de deuxiéme
espéce, alors il se montra que tous les symboles évanouissent a l’exception
de deux suivants

2 A
(25) 12 T 2’ )T T 20,

Il faut maintenant calculer les composantes du tenseur de courbure

e = S e o

Apres une suite des calculs laborieux on constate que

(27) Ty =Ty = By = T3 = Tg = 0,
tandis que
: 2 1 1
(28) @y = Ry = gaa Ryay” = Cp| — 40, &2 - 4£2 # 0.

On voit de 14 que M = 0, mais R,5, # 0 ce qui montre le suivant

THEOREME 4. Ils existent des espaces de Riemann V3 qui me sont pas
euclidiens et en méme lemps sont presque euclidiens.

On peut démontrer que le rang r de la matrice

Ty Ty T

Ty Ty Tg

Ts Tg Ty
est un invariant. Dans ’exemple (24) nous avons r = 1 d’apres (27) et
(28). M. L. Bieszk a construit un tel exemple d'un V, presque euclidien
pour lequel on a r = 2. Il suffit de prendre pour le tenseur métrique
le tenseur suivant:

g; =0 pour i £j, gy =01 g =0y,

ou C,, C, sont des constantes différentes de zéro et

Jsa = 9ss (&', &%) = &+ ().
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Dans ce cas un calcul simple nous fournit:

$1im4=$5=0, w2'$3—m§=_ 2#0
Jasa

ce qui montre que r = 2.
On sait que g est une densité de Weyl au poids 2

g =gJ"
Il suit de 1a que
(29) éz = gz'J_4,
ce qui confronté avec (7) permet de conclure que
M
(30) 0=

est un champ scalaire. On sait d’autre part que la courbure scalaire x
de l'espace V,, définie par la formule

at Ry, g
¥ =

(31) 3

représente aussi un scalaire. Les scalaires g et » sont, d’apres la défini-
tion, des comitants différentiels de deuxiéme ordre du tenseur g,,. Il
se pose donc le probleme quel est le rapport entre p et x», notamment
s’ils ne sont pas par hazard dépendants. Or dans le cas ou V, est einstei-
nien nous avons

T 73
%= E'guzgl# = 3 =T,
tandis que g, vu la formule (19) est égal &
T3 g2 T3
TR g T

On a donc dans ce ecas la

Cette relation ne posséde pas un caractére général, parce que dans I’exemple
envisagé plus haut nous avons ¢ = 0, tandis que » n’est pas égal & zéro
comme le suivant calcul le montre. Nous avons

R R R
% = iR, ¢" = Z%R“g“ = %{ E;l-l- 022 + 033}.
A 2 3
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En appliquant les formules (13) ce qui est admissible parce que les rela-
tions (12) sont satisfaites et les égalités (27) et (28) nous obtenons

1 1 1
% = —%{Z—Z+ﬂ} (—+—);eo.

e " 12e\c, e
ce qui montre qu'une relation de la forme
e = f(x)

ne peut pas avoir lieu. Nous pouvons donc énoncer le

THEOREME 5. Les comitants scalaires (30) et (31) du tenseur métrique
g:. dans V4 sont en général indépendants.
Nous nous occuperons d'une généralisation de la notion des espaces

presque euclidiens pour les dimensions plus élevées dans une note ul-
térieure.

Regu par la Rédaction la 25. 3. 1971



