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Remarque sur la stabilité dans le cas d’une équation
linéaire a parameétre retardé avec une perturbation
non linéaire

par Z. MIKORATSKA (Krakdw)

Résumé. Dans le cas de I'équation

(1) y'(t) = ay(®) +by(t—Rh)+f(t, e ()

la relation

¢
y(0) =+ [ TE—0)f(0, y2(-))d7 (0% ¥:(6) = y(z+6) powr ~h< < 0),
r ’
%o (t) est la solution de I'équation linéaire w’(f) = au(t)+ bu{t—h) et ¥ (2) est la solu-
tion de la méme équation avee la condition
) our t =1,
T(l) = P
0 pourig O
satisfaite pour chaque solution de I'équation (1), et la théorie de I’inégalité de la forme
t
w(®t) < 01+ 0s [ g)(8, w(®)ds
b

permettent d’obtenir une condition suffisante de stabilité de la solution banale de
V’équation (1), plus générale que la condition du type de Poincaré-Liapounov ou
Dini-Chukuchara (cf. [1]).

Envisageons ’équation différentielle

1) y'(8) = ay () +by (E—h)+£{t, 4:(+)),
ol par définition ¥,(-) est la fonction y(t46) de la variable 6 pour
6e[—h,0] '

Supposons que

I. f(t, () est continue pour & [, co), ¢ continue dans [—4, 0].

II. Pour chaque fonction g () continue dans I’intervalle [0, 2] il ¥ & uni-
cité des solutions y(t) de I’équation (1) avec la condition

(2) y(t) =g(), powr 0<Li<h.
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Remarque 1. Sous les hypothéses I, IT la solution y(¢) a la forme
guivante (c¢f. [1]):

¢
(3) y(t) = %)+ [ TE—o)f(7,9:(*))dr  pour ¢>0
h

ol y, est 1la solution de 1’équation linéaire
(4) w(t) = ou()+bu(t—h) pour t>=h

avec la condition (2) et Y (t) est la solution de 1’équation (4) pour > ¢
telle que
1 pour ¢ =0,

Y (@) =
(6) ) 0 pour 10,

HyroTHESES H. 1° Supposons qu’il existe une constante 1 > 0 telle
que chaque golution de I’équation (4) avec la condition (2) satisfait & 1’iné-
galité

(6) lu(t) < Oe~* . powr t=1

(ol C est une constante dépendant de ¢g(?)).
2° Supposons que

(7) M AQHESCA LA A Q)

ol

(8) ()l = sup - [y(z+0)].
=h 00

3° o(t, w) est une fonction continue par rapport & (¢, ) pour > 0,
1= 0. _

4° w(t, u) est croissante par rapport a w.

5° Pour chaque % > 0 il existe une constante a; 2 0 telle que chaque
solution v( ) de Péquation
(9) v'(t) = Tkow(t, e (t)-6¥
satisfait & 1'inégalité )
(10) lo(t) < ye®  pour ¢ h.
(y dépend de la condition initiale et de k).

TatorEME 1. Sous les hypothéses I, IT et H il emiste une constante a*
telle que pour chaque fonction g(t) oommue dans [0, k] on peut choisir wme
constante M > 0 de telle fagon qu'on ait

ly ()] < Me™  pour >0,

ot y(2) ést la solution de Vequation (1) avec la condition initiale (2).
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Démonstration., En vertu de la remarque 1 on a
t

y(t) = %a()+ [ Et—1)f [z, 9.(+)dv

b
ct par suite

t
() < W@+ [ 1Z (=) |f(z) 9:(-))| d=
h
4 .
< 019—M+023_“f9h'w(77 ”yw()”) dr
h

d’ou, en vertu de (8), on a

]
Iy () < cle—au—h)_l_cze—l(t—h) fe“'w(-r, |]y,('-)|l)d-c.
h

Posons
51 = GMCH 59. = 37"'023 p(t) = ll%(‘)”ﬁu-
On a done
_ _ i
(11) p(0) <C1+0, [ w(z, 6" u(z))dr.
n
Posons

w(t) =C,+0C, fe"w [z, 6% u(v)) dr.
On a, en vertu de (11), '
w' () = M0y (8, 6" (1)) < Coe® w(t, e w(r)
et par suite
(12) w(d)<ov(@l) pour =0
ot v(t) est la solution de I’équation (9) avec la condition
w(h) =v(h), etk =0C,.
En vertu de (10) il existe une constante y, telle que
v(t) < po6™  pour £= 1
d’ol, en vertu de (11) et (12), on a
e e = w() <) < o™ pour 13 h

et par suite
(N < oM = y36™  pour ¢ h.

Le théoréme 1 est ainsi démontré.
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THEORBME 2. Dans le cas oh f(t, 0) = 0 et a* < 0 (Cest-a-dire a), < A
pour k = C,) le théoréme 1 entraine la stabilité asymptotique de la solution
y = 0 de Pégquation (1).

Remarque 2. Dans le cas ol

(13) | £ (2, 9} | < ellge (I
avec
e —-l—e""'
)
on a
w(t,v) = ev

et Péquation (9) a la forme
v (t) = eko(t),
done
v(t) == v(h)e~**-e*  pour ¢t =5,
y = o(h)e™ ™,

v(h) =w(h) =C,, &k =0C,= cze"",

cCpe™ = el < A
et par guite, pour

2
e<< — ¢~
2
on a
o< A pour k =0,

done il y a stabilité asymptotiqué.
10 est évident qu'il suffit de supposer 'inégalité (13) pour |y,l| suffi-
samment petite.

Remarque 3. De la condition.

(13" lim 1 s 9

oo o (I
uniformément par rapport & ¢ résulte la condition (13) pour [l suffi-
samment petite, et par suite du théoréme 2 résulte le théoréme de Poin-
caré—Liapounov (cf. par exemple [1]).

Il

Remarque 4. Le théoréme du type de Dini—-Chukuchara, c’est-
a-dire le cas.ou

=]

(13”) 7 e < v@Ole(), [ p()dr< oo

0
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est aussi un cas particnlaire du théoréme 2. Dans le cas envisagé on a
w(t, u) = p(t) - u.
L’équation (9) a la forme

. 'k ‘Flp{z)dr i
(9”) W) =kp@)u(®), u(@)=u06’ , [prdr<0<c

et par suite
2t (2)] < || €€ < pe™®
pour chaque a; =0, y = |u|6*C.
Remarque 6. Posons :
| w(t,v) = Me®-v**P,
L’équation (9) a done la forme
w' (1) = kMe™ (e~ *u)+%*,

c’est-a-dire
w' (1) = kMela—Phty 148,

Dans le cas ot a — fA < 0 la solution «(¢) a pour

kMpB\~YP
0
< Uy < (Aﬁ—a)
la, forme
LMB . , kM p TV
— —p__ —pla= B\ ~2f ), —F __ =
u(t) {%o F—a (1—¢ )} \['“‘o lﬂ——a] y

et par suite en vertu du théoréme 2 il y a stabilité asymptotique de la
solution y(?) = 0 de ’équation (1). Le théoréme ainsi obtenu est analo-
gue au théoréme bien connu de Ramarkischna dansg le cas des équations
différentielles sans retard (cf. par éxemple [2]).
Remarque 7. Il est évident qu’on peut remplacer ’inégalité
| £lts 9.0 | < Mt Iy, ()P a—BA<0
par 1’inégalité
St ()] < v @)lp()F+
ol

1
f«p(s)e‘“sds<0< oo pour 0 < i< o,
0

Dans le cas envisagé de 1’équation
(9) w'(t) = Fy(t) e~ Ml
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on obtient
ut(t) = u.,‘”—lcfw(s)e"“’ds; ug?—kC  pour 0< i< oo
0
et par suite, pour 0 < u < [k0]™, on a
t

@b(t) = [“o-‘a—kfw(s)e‘“"ds]'”gé [uo—ﬁ_ko:]—llﬁ = 7.
0
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