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Sur les solutions périodiques
des équations différentielles ordinaires

par A. LASOTA et Z. OpriAL (Krakéw)

Le présent travail constitue une contribution & I’étude du probléme
d’existence des solutions périodiques des équations différentielles ordi-
naires. Dans la premiére partie nous exposons une mdéthode générale
(Théoréme 1) qui dans les deux parties suivantes va nous permettre
d’établir toute une série des théorémes d’existence des solutions pério-
diques des systémes d’équations différentielles du premier ordre, des
équations différentielles d’ordre quelconque et, en particulier, des équa-
tions différentielles du second ordre. Cette méthode consiste & comparer
d’une certaine facon le systéme non-linéaire donné (ou I’équation non-
linéaire donnée) 4 un systéme (ou & une équation) linéaire homogéne
ce qui fait du présent article une continuation des nos travaux anté-
rieurs [9] et [10] ou ’on appliquint cette méthode au probléme d’exi-
stence des solutions du probléme d’interpolation pour les équations diffé-
rentielle d’ordre quelconque.

1. Exposé de la méthode.

1. Rappelons qu’une fonction f(¢, x,, ..., on) définie dans ’espace
cartésien réel E""' = (— oo, +00) X ... X (— o0, + 00) & (m +1) dimensions
satisfait & la condition de Carathéodory si

(1) f(t,2,...,2m) est mesurable par rapport & ¢, quels que soient
les @, ..., Zm;

(i) f(t,2,...,xn) est continue par rapport & ’ensemble de variables
Lyy ..., &y pour tout ¢ fixé.

Envisageons le systéme d’équation différentielles

(3
(1) = D) ault, D)o+ bty @) (i=1,..,m)
i=1
ou l'on a posé pour abréger x = (%, ..., Zm). Supposons que les fonctions

ai(t, x), bi(t, ®) (i,j =1,...,m) soient définies dans tout ’espace E™*’
et qu’elles y satisfassent & la condition de Carathéodory.
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Soit de plus
m
(2) o= Y ayt)ey (E=1,..,m)
i=1

un systéme d’équations différentielles linéaires homogeénes dont les-coeffi-
cients ay(t) (¢,7 =1,...,m) sont supposés définis dans tout Dintervalle
(— oo, + o0).

Pour un o positif désignons par L(w) ’espace de toutes les fonctions
d'une variable réelle, périodiques de période w et sommables dans I’inter-
valle (0, w)>. On identifie, comme d’habitude, deux fonections qui ne
différent que sur un ensemble de mesure nulle. Dans ’espace L(w) nous
utiliserons la notion de la convergence faible introduite de la maniére
suivante: on dit qu’une suite {as(t)} C L(w) converge faiblement vers
une fonction a(t) e L(w) si l'on a

[} ¢

lim [ au(s)ds = [ a(s)ds

naad ] 0
uniformément dans tout l'intervalle <0, w). De fagon évidente toute
combinaison linéaire {aa.(f) + Bba(t)} de deux suites {ax(t)}, {ba(?)} qui
convergent faiblement vers a(?) et b(t) respectivement converge faible-
ment vers la fonction aa(t)+ fb(t). De méme, pour toute constante a la
suite de fonctions {ax(t) = a} converge faiblement vers a(t) = a.

Si pour les fonctions as(t),b(t) e L{w) (n =1,2,...) on a ax(t) < b(?)
presque partout dans l'intervalle <0, w> et si la suite ax(t) converge
faiblement vers une limite a(t), on a alors a(t) < b(f) presque partout
dans Pintervalle (0, w)>. En effet, les fonctions

t
oalt) = [ (Bls)—an(s))ds (n=1,2,..)
V]
sont par I’hypothése non-décroissantes et pour »-—>oco la suite {ps(t)}
converge uniformément dans tout l'intervalle <0, w> vers la fonction
absolument continue

t
o(t) = [ (b(s)—a(s))ds

qui, elle aussi, est non-décroissante. On a done presque partout dans
0, w)
0 <g'(t) =b(t)—al?).

Désignons par Lma(w) I'espace de matrices (ay(t)) & m lignes et n
colonnes dont les éléments ay(t) (1 <¢ < m, 1<j< n) appartiennent
% espace L(w). On dit qu’une suite de matrices (ai;(t)}, (ai;(?)), ... de
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I’espace Lma(w) converge faiblement vers une matrice (au(t)) également

de cet espace si les suites de fonctions {ak(t)} (k= 1,2,...) convergent
faiblement vers a:;(t), quels que soient les indices %, (1 <{t¢ < m, 1 < j < n).

Un ensemble de matrices A C Lyp(w) sera dit faitblement fermé si
la limite de toute suite faiblement convergente de matrices de A appar-
tient aussi 4 4. De méme, on dira qu’un ensemble A C Lps(w) est borné
§'il existe une fonction p(t) e L(w) telle que les inégalités |ay(2)| < p(f)
(t=1,..,m; j=1,..,n) aient lieun pour toutes les matrices (aﬁ(t)) de
I’ensemble A.

2. THEOREME 1. Soit A C Lpa(w) un ensemble de matrices, borné,
faiblement fermé et tel que pour toute matrice (ay(t)) e A le systéme d'équa-
tions (2) n’admette aucune solution périodique de période w autre que la
solution identiquement nulle.

On suppose en plus que les fonctions aqy(t, @), by(t, 2) (¢, =1,...,m)
satisfaisant & la condition de Carathéodory sont périodiques en t de pé-
riode o et

(3) | (aﬂ(t, w(t))) €ed,

quelle que soit la fonclion x(t) = (ml(t), ey mm(t)) conttnue dans Uintervalle
{0, w) et périodique de période w, et

m m
d
(4) Hg Of E}l(}:&lb(tﬂ/)ldt 0, lyl I;:I'ycl, |b| ,%’ |be] -

Dans ces hypothéses il existe auw moins une solution du systéme (1)
périodique de période w.

Le second membre du systéme (1) étant supposé périodique en ¢ de
période o il suffit d’envisager ce systéme seulement dans I’'intervalle <0, )
et de montrer qu’il existe an mecins une soluticn z(f) = (wl(t), very a;m(t))
de ce systéme telle que

(5) 2(0) = mi{w) (i=1,..,m).

Par I’hypothése pour toute matrice (a{j(t)) e A le systéme (2) n’admet
qu’unc reule solution x(t) satisfaisant & la condition (5), & savoir la solu-
tion ideatiquement nulle.

3. LeMME. Dans les hypothéses du théoréme 1 pour toute matrice
{aes(t)) de Densemble A et toute swite de fonctions by(t), ..., bu(t) appartenant
o L(w) il existe dans Uintervalle {0, w)> exactement une solution xz(t) du
systeme d’équations différentielles linéaires

m

(6) 2 ay()z; L bi(t) (G =1, .., m)



72 A. Lasota et Z. Opial

sattsfaisant aux condition (5). Cette solulion satisfait en plus a Uinégalité

()] <4 [ 1Bt de

ol A est une constante positive indépendante du choiz de la matrice (ay(t))
et des fonctions by(t), ..., bm(t).

Démonstration. La solution générale du systéme (6) est de la
forme

(7) o) = D) Crug(t) +0lt)  (§=1,..., m)
j=1

ot (uy(t), wovy Umy(t)) (j =1, ...,m) est un systéme fondamental de solu-

tions du systeme homogeéne (2) et ('vl(t), ey 'vm(t)) est une solution parti-
culiere du systéme (6). Pour une solution

ydt) = ) Crug(t)  (i=1, ..., m)

du systéme (2) les conditions (5) se raménent au systéme d’équations
linéaires homogenes

(8) 2 Cilug(0)—uy(w)) =0 (6 =1,..,m).

Par ’hypothése la solution identiquement nulle est une solution unigue
satisfaisant & la condition (5) et, par suite, a (8). De (8) il vient donc
C,=..=Cpr=0. On a par conséquent

(9) Det (u4(0) — uy(w)) #0.

D’autre part, pour une solution (7) du systéme (6) les conditions (5) se
raménent au systéeme d’équations linéaires suivant

D s (ui(0)— ugg(@) = vi(@)—vi(0) (i =1, ..., m)
i=1

qui, en vertu de (9), détermine de facon univoque les constantes C,,...,Cn
et, par conséquent, la solution périodique cherchée du systéme (6). La
premiere partie de la conclusion du lemme se trouve ainsi démontrée.

Passons & la seconde. Supposons qu’il n’existe pas de constante
ayant les propriétés demandées. Pour tout entier positif n il existe done
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une matrice (aj(t)) € A, une suite de fonctions by(t),..., bn(t) de V'espace
L(w) et une solution z"(t) = (#1(¢), ..., #n(t)) du systéme

o= D ah(tx b))  (6=1,...,m)
i=1
satisfaisant aux conditions (5) et telle que
max ["(8)] > n [ [b"(t)|dt .
0,w) 0
En posant [z(t)| = max |z(t)| et
0,w)

yi(t) = (W= O, @) =i)fia"()] (i =1,..,m)

on obtient

m
d n n n N
(10) L = D a0y D G=1,..,m)
j=1
et, de facon évidente
; 1
(11) lyr@l =1, | lent)ldt < ~.

0

Par l'intégration de (10) on tire

I
ok

m ¢
12)  yH0) =yX0) + D [yie)dais)+ [ eHs)ds (i =1,..,m)
i=1 0 0

ou 'on a posé
¢
ay(t) = [al(s)ds  (G,i=1,..,m).
0

Comme (a7;(?)) € A et Pensemble A est borné, il existe une fonction som-
mable p(t) telle que

(13) B <pE)  (G,5=1,.,m; n=1,2,..)

dans tout l'intervalle (0, w>. Done, les fonctions «f(t) sont absolument
équicontinues. Par conséquent, en remplacant s’il y a lieu la suite envi-
sagée par une suite partielle convenablement choisie, on peut suppo-
ser que

lim ai(t) = ay(t) (4,7 =1, ..., m)

n—>o0

uniformément dans tout l’intervalle <0, w), les fonctions ay(t) étant
absolument continues dans cet intervalle. Donc, les fonctions aq4;(t) = a;;(t)
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(¢, =1, .., m) sont les limites faibles de suites {a;;({)}. Comme l’en-
semble A est supposé faiblement fermé, on a en plus (as(t)) € 4.
Posons dans lintervalle (0, w)
t
B = [ls)ds  (i=1,.,m; n=1,2,..).

0

En vertu de la seconde des inégalités (11) on a

(14) [B@) = max MBI <3 (n=1,2,..)
0,w) ie=1 4

¢t, par conséquent

(15) mE{(t) =0 (i=1,..,m)

uniformément dans tout lintervalle (0, ). D’autre part, de (10), de la
premiére des conditions (11) et des inégalités (13) on tire

2 Wi —r)

c’est-a-dire

<p@t) (m=1,2,..;i=1,..,m; 0<1< o)

(16)

g—t(y"’(t)—E'”(t))l <mp(t) (n=1,2,..; 0<t<w).

Par (11) et (14) les fonctions vectorielles y"(t)—E™(t) (n =1, 2, ...)
sont bornées dans leur ensemble, et par (16) elles sont équicontinues.
Done, en remplacant s’'il y a lieu cette suite de fonetions par une suite
partielle, on peut supposer qu’il existe une fonction ¥ (t) = (;:/I(t), ey Ym(D))
telle que

lim (yr(t)—E?(t)) = Y(t) (¢=1,..,m)

uniformément dans tout l’intervalle (0, »). Tenant compte de (15) on
en obtient immédiatement
lim y?(t) = yi(t) (t=1,..,m)

n—+00

uniformément dans <0, w). En passant ensuite & la limite dans les équa-
tions (12) on en tire

A

m !
ylt) = y(0)+ D) [ y)day(s) (i =1,...,m; 0 <t <),
i=1 0

Les fonctions y4(f) (¢ =1,...,m) étant absolument continues, on en con-
clut que

(17) i) = D ayysdt) (i=1,..,m; 0<t<w)
i=1 .
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et, comme z*(0) = z*(w) c’est-a-dire y*(0) = y"(w) et [y*(t)] = 1, on a en
méme temps
lyl =1,  5:(0) =ysw) (@E=1,..,m)

ce qui signifie que D’équation (17) admet une solution périodique non
identiquement nulle ce qui est en contradiction aveec I’hypothése du
lemme.

4. Revenons & la démonstration du théoreme 1. Soit C, l'espace
de fonctions vectorielles w(t) = (wy(t), ..., #m(t)) continues dans Vinter-
valle (0, ). On définit une application z = Tz de V’espace C, dans lui-
méme de la fagon suivante: étant donnée une fonetion z(t) e C, on lui
fait correspondre la solution z(t) du systéme d’équations

(18) o = Za,,(t, 2(t)2+bit, 2(®)  (E =1, ..., m)

satisfaisant aux conditions aux limites
2(0) = z(w) (1=1,..,m).

En vertu du lemme une telle solution existe toujours et est unique.

Pour démontrer notre théoréme il suffit évidemment de montrer
que 'application 7T: C,->C, qu’on vient de définir admet au moins un
point invariant. L’existence d’un tel point va résulter du théoréme bien
connu de Schauder: nous allons montrer & cet effet qu’il existe dans
C, une boule fermée B telle que (i) T(B) C B, (ii) T'(B) est relativement
compact, (iii) 'application 7' est continue dans B.

Supposons en effet que pour tout n entier la boule B, = (z e C,:
2] << n) ne ¢ ntienne pas T(B,). Il existe alors des suites {xn(t)} et {27(t)}

telles que
(1) = Tan(t), ["(t)] >n, [on@)] <n.

Mais, en vertu du lemme on a
lew@)) < [ |bft, anw)|dt <A [ suplb(t, y)ldt  (n=1,2,..).
0 o lvisn
En divisant par n# et tenant compte de I’hypothése (4) on en tire
limsup Hi";i_t)_ﬂ <0

R—00

ce qui est en contradiction avec les inégalités [27(t)] > »n. Par conséquent,
parmi les boules B, B,,... on peut choisir une, disons B = Bi, pour
laquelle T'(B) C B. Nous allons montrer que ’ensemble 7'(B) est rela-
tivement compact. En effet, les fonctions au(t,w(t)) étant par ’hypo-
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thése bornées par une fonction sommable p(t), du systéme d’équations
(18) on tire
|2'(t)] < mkp(2) +|S|'£ b, y)l  (E=1,..,m).
Y

Done, les fonctions [2'(t)| sont bornées dans leur ensemble par une fonc-
tion sommable et, en plus, |2(?)| < k. Les fonctions de 'ensemble T'(B)
sont donc équicontinues et bornées, d’ou par le théoréme de Arzeli il
vient que ’ensemble T(B) est relativement compact.
Il nous reste & démontrer que P'application 7' est continue dans la
boule B. Soit {z%(t)} C B une suite de fonctions telle que 1'on ait
|lzn(t)— 2*(t)| - 0 .

Posons 27(t) = Tx*(t) (»n =0,1,...). On a alors

d n - n n n n 3
S AW = D) ault, ") (1) +beft, a"0),  2H0) = H(w)
§=1
(t=1,...,m; n =0,1,...).
Par conséquent, pour les fonctions auxiliaires u*(t) = 2»(f)—2°(t) on a

Lu30) = D ault, 2"(0) w3+
j=1

SN 2 (au(t, 2" (1)) — aylt, w“(t)))w‘,?(t) + by(t, 2"(1) — ba(t, 2°(1))
] (it=1,...,m; n=1,2,..)
et, de méme
ur(0) = ui(w) (t=1,..,m;n=1,2,..).

Du lemme il vient immédiatement

(19) Jur(t)] < Al2°(t)] 2 f lau(s, a™(8)) — aus(s, 2°(s)) | ds +

i,7=1 0

m w
+A 2 f |b¢(s, x™(s)) — bi(s, m"(s))'ds n=1,2,..).
t=1 0
Les matrices (au(t, a;"(t))) (n =1,0,..) appartiennent 4 l’ensemble A.

Les fonctions au(t, o™t)) (i,j=1,..,m; n =0,1,...) sont donc bornées
dans leur ensemble par une fonction sommable p(¢). De méme, les fone-
tions be(t, 27(?)) (¢ =1,..,m; n =0,1,...) sont bornées par la fonction
Tsllgl)‘ |b(?, y)|, sommable par I’hypothése (4). Done, en vertu du théoréme
v

bien connu de Lebesgue on peut passer dans (19) & la limite sous les
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signes d’intégration (les fonctions aq(t, ) et by(t,x) sont supposées con-
tinues par rapport & z) d’ou on tire
lim |un(t)| = Yim | Tzn(t) — Tao(t)| = 0 .

n—>00

Le théoréme 1 se trouve ainsi complétement démontre.

2. Applications aux systémes d’équations différentielles
et aux équations différentielles d’ordre quelconque.

1. Pour appliquer le théoréme 1 aux systémes particuliers d’équa-
tions différentielles du premier ordre ou aux équations différentielles
d’ordre quelconque on n’a qu’a trouver des ensembles des systémes ou
des équations linédaires satisfaisant & ’hypothése de ce théoréme. A titre
d’exemple nous allons établir le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soit 0 = my < my < My < ... < My = M une suile crots-
sante de nombres enliers. Nous supposons que les fonctions ay(t,xz) (7,]
=1,..,m; &= (2, ..., Tm)) satisfont pour tout t,» aux inégalités

ny, ny
(200 (-1)* D aylt,dui>qt) Y A
G =my_y+1 i=m, ,+1
(66 =00u 1; v=1,..,8 —c0o< A< +00),
(21) ag(t,z) =0 (M_,<i<m, m<j,v=1,..,8—-1}),

lag(t, z)| <p(l) (1,j =1, .., m)

ot les fonctions p(t) et q(t) sont mesurables et telles que

(22) fpwat< oo, [gwar>o.
0 0

On suppose en plus que les fonctions ayl(t, ), bi(t,z) satisfont aux
conditions de Carathéodory, aux conditions (4) et sont périodiques en t de
période w.

Dans ces hypothéses le systéeme d’équations (1) a auw moins une solu-
tion périodique de période w.

Démonstration. Soit A I’ensemble de toutes les matrices carrées
(a4(t)) aux éléments ay(t) (4,§j =1, ..., m) mesurables, périodiques de
période o et satisfaisant aux conditions (20), (21) et (22). L’ensemble
A est de facon évidente faiblement fermé et borné dans 1’espace Lym(w).
Done, pour démontrer le théoréme 2 il suffit de montrer que pour toute
matrice (a;;(t)) € A le systéme (2) n’a aucune solution périodique autre
que la solution identiquement nulle. Supposons en effet qu’une telle
solution périodique (z,(t), ..., wn(t)) existe et soit h le plus petit indice
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pour lequel z,(0) # 0. Pour un » on a alors m,_; < b < m, et, en vertu
de (21)
k
! \ 1 .
Bty = 3 ayt)zy;, @(0)=0 (E=1,..,%=m,)
j=1
d’otr il vient que le vecteur (my(t), ..., z(?)) est identiquement nul cn
tant que solution d’un systeme linéaire homogeéne aux valeurs initiales
égales & zéro. De la, pour les fonctions wxi:(f), ..., Zm(t), on obtient le
systéme d’équations

My
(23) git)y= D ay®aft) (i =m+1, ..., m,).

F=my_+1
Désignons par B(t) la matrice (ag(t)) de coefficients du systeme
(23) et posons pour abréger &(t) = (¥m,_ +1(?), ..., Zm,(t)). Dans Vespace

4 1= m,—m,_, dimensions pour le produit scalaire (£(t), £(t)) on a en
vertu de (20) '

(~1) (60, £0) = 2(=1)%[6(1), BOEW®) > 2(0)(£(1), (1)

d’ou, en divisant par (E(t), £(t)) et en intégrant, on tire, en raison de la
seconde des inégalités (22)

(~1)>(In(£(0), £(0)) —In(§(w), £(w)) < —2 [ q(t)dt <0

ce qui est en contradiction avec I’hypothése que &(f) est périodique de
période w et le théoreme 2 se trouve ainsi démontré.

2. La signification de ’hypothése faite dans 1’énoncé du théoréme 2
sur la forme des matrices (ay(t)) de coefficients du systéme envisagé
est bien claire: on suppose que, quel que soit le vecteur x = (&, ..., Tm),
la matrice (as(t, z)) est de la forme

4,
A, 0

'As

ou 4,, ..., 4, sont des matrices carrées respectivement & m,, my—m,, ...,
ms— Mms_, lignes et colonnes, telles que les formes quadratiques respecti-
vement de m,, my—my, ..., msg—m,_; variables qui correspondent aux
matrices symétriques (A4, +A4%),...,3(4s+A45) (A} — matrice transposée
de A;) sont en moyenne définies ou bien positives ou bien négatives;
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tous les éléments qui se trouvent au-dessus des matrices 4,, ..., 4s sont
nuls, tandis que tous ceux qui se trouvent au-dessous de ces matrices
sont tout & fait arbitraires.

Dans le cas particulier ou la matrice (a;;(t, x)) se réduit a la ma-
trice 4, (c’est-a-dire s = 1) et la matrice symétrisée (4, +A47) correspond
a une forme quadratique de m variables définie en moyenne, par exemple
négative (c’est-a-dire &, =1 dans les inégalités (20)), le théoréme 2 a une
simple interprétation géométrique. Scit en effet x(t) = (a:,(t), veey Zm(t))
une solution arbitraire du systéme (1). On a alors

(24) a‘% 2 2(l) =2 Z ault, o () mi(t)os(t) +2 2 bift, @ (t)) 2i(t)
1,7=1 i=1

=1

d’ou il vient immédiatement

d
) |3 wt(t)kzp(t) Zlm.(t)() +22|b¢(t o ()| 1)
t=1 i=1
Posons pour abréger

X{) = (fjmi(f.))"z, R=max X(t), r=min X(t),

- <0,0) <0,0)
P = exp (m2 f"p(s)ds)
0

et supposons que R soit suffisamment grand pour que l’on ait (cf. (4))

[0

flsup Ib(t, y)|dt < R/2P*.

0

Comme X () <|z()]<mX(t) (rappelons que |2(t)|=|x(t)| +-.. +]|2m(t)],
cf. (4)), on a a plus forte raison

(26) fw b(t, x(t))| @t < Rj2P2.

De Dégalité (25) il vient

lz%x “){ < mp (1) X (1) + Z |B4(t, 2(1)] ';‘(?)—'

< mp
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De cette inégalité différentielle on tire immédiatement 1’inégalité

Ré(r%—Pf’lb(t,m(t))ldt).P

d’ou, en tenant compte de (26) on obtient E/r < 2P ce qui signifie que
pour R suffisamment grand le quotient E/r est borné par une constante
indépendante de R et r.

Revenons a ’équation (24). On en tire Pinégalité

%; wi(1) < —2¢(2) ; a(t) + 2 ; |bi(t, 2(®) | l2a(t)]

et, en divisant par 2X(i),

d oy ( |52, z(1)| ¥ 1
5 X0 <20~ + "% ) < xw(~g0+ 7 sup i,

d’on 'on tire par l’intégration

w

' d R(1
InX(0)—InX(w) > f q(s)ds—"—n—r-—(m—Rf W?Bpnlb(t’y)ldt)'
0 g lism

Si B est suffisamment grand, le second membre de cette inégalité
est positif ce qui signifie que X (0) > X (w). Par conséquent, dans 1’hypo-
theése supplémentaire de 'unicité des solutions du systéme (1), I’appli-
cation 8, qui & chaque point z, = (i, ..., %) de la boule ; +... + &% < o°
fait correspondre le point #(w) de 'intégrale z(¢) du systéme (1) passant
par le point w, applique, pour ¢ suffisamment grand, la frontiére #; + ... +
+ 2, = 92 de la boule considérée en une partie de cette boule. Cela per-
met d’appliquer & § le théoréme classique de Brouwer et d’en conclure
Pexistence d’un point fixe de S et, par conséquent, ’existence d’au moins
une solution périodique du systéme (1).

3. De fagon analogue on peut tirer du théoreme 1 un critére d'exi-
stence des solutions périodiques de 1’équation différentielle d’ordre m

m
(27) g = Dagt, am-, ..., &)@m—9 = b(t, &mY, .., z).
i=1

Rappelons que d’aprés la convention du n°1 du paragraphe précé-
dent L, .,(w) désigne 1’espace de suites de fonctions {a4(?)} = [al(t), ey

an(t)} (—oo <t < +o0) périodiques de période o et sommables dans
Pintervalle <0, ). Dans la suite z(¢) désignera toujours une fonctions
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scalaire. A coté de 1’équation (27) nous envisagerons aussi ’équation
linéaire homogene

m
(28) @™ 4 > ay(t)em—d =0,

i=1
THEOREME 3. Soit AC L, (w) un ensemble borné, faiblement fermé et
tel que pour toute suite de fonctions {ai(t)} e A Véquation (28) n’admette aucune
solution périodique de période w autre que la solution identiquement nulle.
On suppose en plus que les fonctions ay(t, &y, ..., Tm) (t =1, ..., m),
b(t, 2y, ..., Tm) définies pour tout t réel et xye(—oo0, +o00) (i =1,...,m)
satisjont aux conditions de Carathéodory, sont périodiques en t de période w et

(29) fait, 2:(t), ..., om(1))} € 4 ,

quelles que soient les fonctions continues xy(t), ..., zm(l), el enfin

(30) lim%f sup [b(t, &1y ooy Tm)|dt = 0.
n—ro0
[\]

|zs|<n

Dans ces hypothéses Véquation (27) admet au moins une solution pé-
riodique de période w.

La démonstration de ce théoréme se rameéne & une vérification facile
des hypothéses du théoréme 1 pour le systéme d’équaticns du premier

ordre que ’on obtient de (27) et (28) en remplacant, comme d’ordinaire,
zm—%) par xs.

4, 11 est facile d’obtenir du théoréme 3 des conditions explicites
assurant l’existence des solutions périodiques. Comme exemple nous
allons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 4. Supposons que les fonctions a(l, &y, ..., &n), b(t, @y, ...,
ey Tm) 80tent définies pour tout t réel el ;e (— oo, +o00), qu'elles satis-
fassent aux conditions de Carathéodory, a la condition (30) el soient pério-

diques en t de période w. Supposons en plus que les fonctions périodiques

de période w ci(t) (1 =1, ..., m) qui interviennent dans les coefficients de
Déquation différentielle

(31)  ey(t)a™ + (ea(t) + €a)) 8D + ... + (ema(t) +m(t)) 2’ +
+en(t)et+a(t, zm-0, ., x)e =b(t, 2™V, ..., x) (6(t) =>1)
soient absolument continues. Supposons enfin que Uon ait les inégalités

(32) ]c,’,.(t)+a(t, Ly eery mﬂl)] < Cm, IGE(t)+0c+1(t)! < Ci ('i = 11 o) m—l)’
(33) a(ly Ty, ooy Tm) = q() 20 (a(l, 2y, ..., 2m) < —¢q(t) <0),

fm q(s)ds > 0.

Annales Polonici Mathematici XVI
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Dans ces hypothéses Véquation (31) admet au moins une solution pé-
riodique de période w, pourvu que les constantes C; (1 =1, ..., m) soient
suffisamment petites, par exemple telles que Uon ait

m

(34) DGt <2.
=1

Démonstration. Il suffit de montrer que I’équation

(35)  et)a™ + (ei(t) -+ ealt)) @D + .. & (eha(t) + em(t)) 2’ +
+ en()ot+a(t)z =0,
pour toute fonction a(t) périodique de péricde w et satisfaisant aux
conditions
[en(t) +a)] < Cmy, a(t)=q@) (a(®) <—q@®),
n’admet aucune solution périodique de période o autre que la solution
identiquement nulle. Soit 2(?) une telle solution. Supposons d’abord que

Pon ait z(t) 0 dans tout Dintervalle <0, w>, par exemple z(?) > 0.
Par lintégration de (35) on tire

m w

(2 cityam-it), = — [ aaad.

On a done, en vertu de (33)

w

0= [ aa@yd > min (1) [awdt>0 (<--mina) [ g@)dt <o)
0,w) 0 {0,w) 0

0

ce qui est impossible.
Supposons que la solution x(?) s’annule au moins une fois dans l'in-
tervalle {0, >, mettons au point 7. On a alors

vy Blt—w) =0, z(r)=0, z(rt+w)=0, ..

Par le théoréme de Rolle on a des suites analogues pour les dérivées
successives de la fonction z(t)

, B~ w) =0, a™-I(r) =0, @mNr;+w)=0, .

(?: = 1, vy m—l)-

Prenons un & pair (k> 2) et la fonction ax»-%(¢). En désignant par
ty, .., e k points différents ou cette fonction s’annule, on a pour tout ¢

(36) [an=B)(t)] < [(E—1) ... (1—t)| k@!’ pon = NAX |F7(2)] .
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On peut choisir les points ¢, ..., &% de telle sorte que l'on ait ¢, < ¥, < ... <
<th,ti,—li=w (i=1,..,k—1) et prendre t ¢ 4 = {4, {i+;)> ou I = k/2.
Il est facile de voir que la valeur maximale du polynome w(?) = (t—1,) ...
... (t—1) dans lintervalle A4 est donnée par la formule

) ! 1\2{3\2 k—1\2
as ot = o +-2)| = w2 2T (552
mas 1o (t) .w(,+2| Y- (5

De linégalité (36) on tire donc

(37) o)) < 5 (5 () - () -

De fagcon analogue, pour un k impair on a

B k—1 1 2 3 2 k_22
Iw(m--k)(t)l < (a];”-__iﬁ (E) (E) o (Hé—) Hm—1, Hin-1 = Imax ‘a,‘(m—l)(t)l .

Pour tout ¢ le point le plus proche ou s’annule la fonction z™-1(t) se
trouve & distance au plus égale & w/2, on a donc pnu—1 < 3 um, d’ol il vient

(38) am ()] < (k_%(%)zg)z (’%2)2 e

De 1a et de (37) il résulte que l'inégalité
(39) |zm=0(1)| < § o pim

a lieu, quel que soit k¥ =1, ..., m. Cela étant, de 1’équation (35) on tire
Pinégalité

ﬂm<

m
i=1

m
Cimax |om=0(t)] <3} D Crootum
0w i=1
c’est-a-dire

,u,m(l—%z C;w‘)éo,
i=1
ce qui donne, en vertu de l'inégalité (34), um = 0. Par conséquent, les
inégalités (39) ménent & la conclusion z(?) = 0, contrairement & I’hypo-
thése que z(f) n’est pas identiquement nulle. Done, I'équation (35) n’a pas
de solution périodique de période w non identiquement nulle ce qui
achéve la démonstration du théoréme 4.

5. Des évaluations (37) et (38) il vient immédiatement que le théo-
réme 4 reste valable lorsque 1’on remplace 1’inégalité (34) par 1’inégalité
suivante, moins restrictive

m
21}:0};(0" <1

k=1
: -
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ou ’on pose

1 L3 (k—1)  yp st pair > 2,
2k 2-4...k

(40) =11 1.3 (k—2)
2% oA =1 si k est impair >1.

De meéme, il est facile de voir que le fait que dans les hypothéses
admises les oscillations des solutions de 1’équation (35) ne peuvent pas
étre trop fréquentes jouait un réle décisif dans la démonstration du
théoréme 4. C’est pour cela qu’il est possible, en utilisant les théorémes
connus sur la fréquence des oscillations des solutions des équations
d’ordre m, d’établir des théorémes sur 'existence des solutions pério-
diques de ces équations. A tire d’exemple nous allons démontrer ici un
théoréme de ce type concernant 1’équation différentielle

(41) ™ +a(t, ™, .., 2y =b(t, ™, .., x).

THEOREME 5. Supposons que les fonctions a(t, &y, ..., Zm), b(t, Ty, ...,
ey Tm), définies pour t,z¢ (¢ = 1, ..., m) arbitraires et périodiques en t de
période w, satisfassent aux conditions de Carathéodory, a la condition (30)
et aux inégalités

(42) 0<q(t) <a(t, @y, ..., zm) <p()

ol

(43) Imogomt [ pyat<1i, [ g)dt>o0,
0 0

Am—1 étant défini par les formules (40).

Dans ces hypothéses Véquation (41) admet au moins une solution pé-
riodique de période w.

Il en est de méme si Von remplace les inégalités (42) par celles-ci

—p@) <a(t, 3y, .., Tn) <—q(1) <O.

Démonstration. De méme que dans la démonstration du théo-
reme précédent on montre que, quelle que soit la fonction mesurable a(?),
périodique de période w, ¢(t) < a(t) < p(t), ’équation auxiliaire

(44) ™ a(t)s = 0

n’a pas de solution périodique de période w» autre que la solution identi-
quement nulle. Il est facile d’exclure l’existence d’une telle solution
périodique ayant le signe constant. Soit done «(t) une solution périodique
g’annulant en un point, mettons ¢,. On a alors

ey Bllg—0) =0, (t) =0, z(l+w)=0, ..
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et, en faisant recours au théoréeme de Rolle, on obtient des suites ana-

logues pour les dérivées successives de la fonetion x(f) jusqu’a I’ordre

m—1. Posons pn,_, = max |zm-1(t)] et soit ¢ ¢ (0, ) un point ol s’an-
<0,w)

nule la fonction am-1(1), et , ¢ (0, @) le point o |z™-V(¢)| prend sa
valeur maximale. En vertu de (42) et (44) on a

{a ta w
(45)  pims =|‘ f am(t)dt | =|‘ 1f a(taw(t)dt| < max o (1) of p(t)dt.

D’autre part, dans le cas envisagé les inégalités (37) et (38) ont lieu
a condition d’y remplacer m par m—1 et poser £ = m—1. On en tire
Pinégalité

Iw(t)l < Am—lﬂm—l‘l’m—1 .

En utilisant cette évaluation dans l'inégalité (45) on en tire

Mm—1 < Pm—lwm_llm—lf p(t)dt
0

d’ou1, en vertu de (43), il vient p,_, = 0 c’est-a-dire z™-"(t) = 0 et, par
conséquent, z(t) = 0. Done, ’équation (44) n’a pas de solution pério-
dique différente de la solution identiquement nulle ce qui, en raison
du théoréme 3, achéve la démonstration du théoréme 5.

3. Applications aux équations différentielles du second
ordre.

1. Passons a ’étude de 1’équation différentielle du second ordre
(46) ' +P(t,z,z')e =Q(t, v, x")
pour lequel I’équation linéaire homogéne correspondant est de la forme
(47) ' +p(t)z=0.

De méme que dans le cas général, pour établir des critéres d’exi-
stence des solutions périodiques de 1’équation non-linéaire (46) on n’a
qu’d chercher des classes de coefficients p(f) de I’équation linéaire (47),
périodiques de période w, pour lesquels 1’équation (47) n’a pas d’autres
solutions périodiques de période w que la solution identiquement nulle.
En d’autres termes, on n’a qu’s chercher des classes de coefficients pé-
riodiques de période w tels que la solution identiquement nulle soit
I'unique solution de ’équation (47) satisfaisant 4 la condition aux limites

(48) z(w) =x(0), &'(w)=2(0).

Mais cette fois-ci la recherche de telles classes de fonctions p(t) est beau-
coup facilitée par le fait que 1’on rencontre & peu prés la méme situation
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en étudiant le probléme de stabilité des solutions de 1’équation (47) avec
un coefficient p(t) périodique de période w. La seule différence consiste
en ce qu'on remplace dans le probléme de stabilité la cendition (48)
par une autre condition aux limites

(49) #(w) = (0), o'(0)=Air'(0) (—oco<l< +oo)

et on cherche pour le coefficient p(?) des conditions suffisantes (en gé-
néral en forme des inégalités imposées ou bien directement & la fone-
tion p(t), ou bien & la valeur moyenne de p(#) dans intervalle {0, w),
ou bien encore & d’autres grandeurs liées d’une certaine facon % la fone-
tion p(?)) pour que, quel que soit A récl, la solution identiquement nulle
soit I'unique solution de 1’équation (47) satisfaisant & la condition aux
limites (49).

Par conséquent, toute condition suffisante de stabilité dc solutions
de I’équation (47) qui a'une forme qui puisse s’adapter aux hypothéses
du théoréme 3 va nous fournir un critére suffisant d’existence des sclu-
tion périodiques de 1’équation non-linéaire (46). Bien davantage, ccmine
la condition aux limites (48) n’est qu’un cas trés particulier (1 = 1) dc
la condition (49), il est possible, en général, de donner & ce critére d’exi-
stence des solutions périodiques une forme moins restrictive que le cri-
tére de stabilité correspondant. Nous allons le montrer en détails sur
quelques exemples choisis parmi les plus simples et les plus instructifs.

2. Nous allons commencer par le critére de stabilité bien connu
de Liapounoff, mais dans une forme plus générale due & G. Borg [3]
qui est la suivante: toutes les solutions de I’équation (47) & coefficient
p(t) continu et périodique de période w sont stables pour t—--oo (ou
ce qui révient au méme, toutes les solutions de cette équation sont bor-
nées dans lintervalle (0, +o0)) si 'on a '

[pyat=0, ofpwidt<4, p@)=£o0.
0 0

En -analysant de plus prés la démonstration de ce critére (vcir par
exemple R. Bellman [1], p. 124 ou L. Cesari [4], p. 62) il est facile d’en
tirer d’abord le lemme suivant:

LEMME. 8¢ la fonction p(t) périodique de période w et sommable dans
Dintervalle {0, w)> satisfait aux conditions

(50) [pmat=0, o[ p@la<i6e, pit)z£0,
0 Q0

Véquation (47) n’a pas de solutions périodiques de pér‘i‘ode w différentes
de la solution identiquement nulle.
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Supposons en cffet qu’il existe une solution x(f) de I’équation (47)
non identiquement nulle et périodique de période w. Supposons d’abord
que z(t) ne s’annule pas dans intervalle (0, w>. De 1’équation (47) on
tire alors

w

a’. a;;gt)dt+fp(t)dt~0

\

et, en intégrant par parties et tenant compte des relations z(0) = z(w),

2'(0) = ¢'(w), on a
nf [%]th+ uf p(t)dt =0

ce qui meénc, cn vertu de la premiere des inégalités (50), 4 Pinégalité

.;r" [z%]z‘iti 0

qui est impossible. Dans le cas cu la fonction #(¢) s’annule au moins
une fois dans I'intervalle (0, > nous pouvons admettre, sans restreindre
la généralité, que #(0) = 0. On a alors aussi z(w) = 0 et, en plus, 7'(w)
= 2'(0). Il en résulte que z(t) s’annule encore une fois au moins dans
Pintervalle ouvert (0, w). Soient 0, w, et w; +w, < w trois zéros conseé-
cutifs de la fonetion x(t). Dans les intervalles (0, w,), (@, @, +w,) on
a x(t) # 0 et, par conséquent, de Pinégalité de Beurling (cf. par exemple
R. Bellman [1], p. 124) on obtient

+awa
Na=t, > -
wl’ o )

d’on 'on tire immédiatement, en tenant compte de 1’équation (47) et
de la seconde des inégalités (50)

my }- g

(51) = > flp(tldt/ f I"”"“) dt>4(l+—1—).

[0 Wy

Mais, de facon élémentaire cn démontre que, quel% que scient les nom-
bres positifs o, et w,, on a 'inégalité

1 1> 4

W Wy o+ 0;2
Done, les inégalités (51) donnent enfin w, +w, > @ cc qui ¢st en con-
tradiction avee DPinégalité w, +w, < @
Le lemme se trouve ainsi démontré.
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L’ensemble A de fonetion p(t) de 1’espace L(w) satisfaisant aux
conditions (50) n’est pas faiblement fermé car la limite faible d’une suite
de fonctions dont aucune n’est identiquement nulle peut bien étre iden-
tiquement nulle. Mais il est facile de parer & cet inconvénient en mo-
difiant légérement les inégalités (50) et en remplacant 1’ensemble A par
un sous-ensemble convenablement choisi. On obtient par exemple un
ensemble faiblement fermé en prenant une fonction pg(t) e L{w) non
identiquement nulle et satisfaisant & 1’inégalité

[ ptyat >0
0

et en formant ’ensemble de toutes les fonctions p(?) e L(w) telles que

poit) <p(t), o Ip(t)ldt<16.

Du théoréme 3 du paragraphe précédent et du lemme on obtient
immédiatement le suivant eritére d’existence des solutions périodiques
de Yéquation non-linéaire (46).

THEOREME 6. Supposons que les fonctions P(t, z,vy), Q(t, z,y), défi-
nies pour t,x,y arbitraires, soient périodiques en t de période w, satis-
fassent aux conditions de Carathbodory et auxs inégalités
p) < P(t,z,9), [Pz, pI<P) (O<I<w; —00o<z,y<+00)
ot les fonctions sommables p(t) et P(t) sont supposées telles que

(52) p(t) £0, [p)dt>0, o P(t)dt<16.

Supposons en plus que

(53) lim}— sup |Q(t, z, y)ldt=0.

n—oo M 5 lz|+lyl<n

Ceci étant admas, Uéquation (46) admet au moins une solution pério-
dique de période w.

Le théoréme 6 généralise de fagon essentielle un théoréme antérieur
de M. Volpato [13] ou l'on supposait que p(t) =0, Q¢,z, )< M

(M — constante positive) et w f P(t)dt < 4.
0

En ce qui concerne la possibilité de substituer & cette derniere iné-
galité la troisiéme des inégalités (52) le théoréme 6 parait nouveau méme
dans le cas linéaire pour lequel du lemme on obtient immédiatement
le corollaire suivant (cf. aussi G. Sansone [12], p. 332).
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COROLLAIRE. Si la fonction p(t) =% 0, périodigue de période w et som-
mable dans Uintervalle <0, w) satisfail aux inégalilés

[pwydat=0 e o] pwid<ie,
[i] 0

Déquation linéaire
o +p(t)T = q(t)

admet, quelle que soit la fonction q(t) périodique de période » et sommable
dans Vintervalle (0, w), exactement une solution périodique de période w.

3. On sait depuis longtemps déja (voir p.ex. E. van Kampen,
A. Wintner [7] et G. Borg [3]) que dans le critére de stabilité de Lia-
pounoff-Borg la constante 4 est la meilleure possible. Il est facile de mon-
trer qu’il en est de méme de la constante 16 dans les inégalités (50)
et (52) du lemme et du théoréeme 6.

En effet, soit 4 un nombre positif suffisamment petit. Envisageons
I’équation différentielle linéaire homcgeéne

(54) &+ ps(t)@ = 0

avec le coefficient ps(t) péricdique de période 4 défini de la maniére
suivante

(1) = {O dans les intervalles <0,1—6>, 1+4+6,3—6>,<3+46,4>;
P =1Rx6)  dans les intervalles (1—6,1+6), (3— 6,34 0)

ou R(J) est la plus petite racine positive de 1’équation transcendante

(55) (R*(1—6)2+1)sin?Ré = 1.
Posons pour abréger

C =V ({187 +1/R3).

On vérifie facilement que 1’équation (54) admet la solution périodique
de période 4 déterminée par les formules

t dans l'intervalle (0,1—4),
CcosR(8)(t—1) dans lintervalle <1—4,1+4d),
x(t) =121 dans lintervalle <1+46,3—4),
—CcosR(6)(t—3) dans lintervalle (3—8,3+6),
t—4 dans Dintervalle <3 +6,4).

De P’équation (55) il résulte d’abord que R(d) tend vers l’infini lorsque ¢
tend vers zéro, puis que lim R(§)é = 0 et enfin, en tenant compte de
—0
P’égalité
R(8)8

8R(8) (1~ 8)® + 8°RY(3) = (EmRT)a)
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il vient
lim R¥(6)6 = 1.
60
On a done ‘
4 146 3+6
[Ipsttyiat = [ Rxoyat+ [ Rxo)at — aRx(s)6—4
(1] 1—6 3--4

¢’est-d-dire

4
lim 4 [ |pa(t)ldt = 16
-0 0

ce qui prouve que dans le lemme du n° précédent la constante 16 est
la meilleure possible.

Pour montrer qu’il en est de méme du théoreme 6 il suffit d’envi-
sager 1'équation linéaire non homogéne

(56) &+ ps(t) e = q.(1)

dont le second membre g¢,(f) est une fonction périodique de période 4,
égale & 0 dans Dintervalle (0,4 —¢> et & 2 dans Dintervalle (4—e¢, 4)
(0 < e <1—94). La fonction

2(t) = 0 dans Pintervalle <0, + -¢),
“\(t—4-+¢)?  dans lintervalle (4—¢, 4>

est une solution particuliére de 1’équation (56). Cela étant, pour que
I’équation (56) n’admette aucune solution périodique de périede 4 il suffit
de prendre un systéme fondamental (z(t),y(?)) Ce solutions de 1'équa-
tion (54) cmoposé de la solution périodique #(f) définie plus haut et d’une
autre solution ¥(t), et choisir ¢ de telle sorte que 1’on ait

y'(4)—y'(0)
y(4)—y(0)

Il est & noter que par des simples mcdifications ne touchant en rien
2 Dessentiel de ces constructions on pourrait remplacer les fonctions
discontinues ps(t), g.(!) par des fonctions continues ou bien encore par
des fonctions d’une classe supérieure de régularité.

v'(4)
* v(4) -

e

4, La suite de raisonnements qui, dans le n®2, menait au théo-
réme 6 comporte trois moments:

1° un lemme sur la non-existence des solutions périodiques de pé-
riode o différentes de la solution identiquement nulle pour une classe
d’équations différentielles linéaires homogénes (47);
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2° une formation, a partir de la classe d’équations linéaires envisa-
gées dans 1° d'un ensemble A de coefficients p(¢) péricdiques de pé-
riode w faiblement fermé dans l’espace L(w);

3° un choix convenable des hypothéses imposées au coefficient
P(t, z,y) de ’équation non-linéaire (46) pour que, quelle que soit la
fonction z(t) contintiment différentiable dans l'intervalle <0, ), la fone-
tion composée P(t, (1), w’(t)) appartienne a l’ensemble A.

Et nous avons vu que le premier moment se raméne 4 une modifi-
cation d’un critére de stabilité des solutions de 1’équation (47), tandis
que la solution des deux autres questions s’impose d’elle-méme d’une
facon tout & fait naturelle. De cette fagon, tout ce que nous avons fait
a propos du critére de stabilité de Liapounoff-Borg peut étre répété
sans aueun changement pour n’importe quel autre critére du méme type:
on n’a qu’a prendre tel ou tel autre critére de stabilité, suivant par
exemple la liste qu'en a dressée L. Cesari ([4], p. 61) en y ajoutant quel-
ques résultats plus récents de Z. Opial [11], H. Hochstadt [6] et d’autres,
en déduire le critére correspondant de 1'unicité des solutions périodiques
des équations linéaires homogéres (47) et passer ensuite & 1’énoncé du
théoréme correspondant de ’existence des solutions périodiques de ’équa-
tion non-linéaire (46). Autrement dit, combien de critéres de stabilité
des solutions de I’équation (47), autant de théorémes d’existence des
solutions périodiques de 1'équation (46).

Il serait complétement inutile exposer ici en détails les énoncés et
les démonstrations de tous ces théorémes. Il suffit d’en avoir un modéle —
le théoréme 6. Mais deux choses importantes sont & noter. Premi¢rement,
dans tous ces théorémes les hypothéscs sur la fonction @ (¢, #, ), le second
membre de 1’équation (46), restent toujours les mémes — on suppose,
en particulier, que cette fonction satisfait & la condition (53) qui exprime
que la fonction |Q (¢, z, ¥)| ne peut pas croitre trop vite lorsque |z|+|y|
croit indéfiniment. Deuxiémement, dans les critéres de stabilité on sup-
pose, pour la plupart de cas, que le coefficient p (t) est ou bien non-négatif,
ou bien non-négatif en moyenne c’est-a-dire

[ pwdt=o0.
Q

Cette hypothése sert a exclure aussi bien 1’existence d’une solution pé-
ricdique de 1’équation (47) de signe constant que l’existence d’une telle
solution satisfaisant aux conditions aux limites (49). La démonstration
dans ces deux cas ne différe en rien, c’est d’ailleurs celle que nous avons
rappelée dans le n°2. Par conséquent, cette hypothése joue le méme
réle dans le probléme de stabilité que dans celui d’existence des solu-
tions périodiques.
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Il n’en est plus de méme d’autres inégalités impcesées an coefficient
p(t). Par exemple, I'inégalité de Liapounoff-Borg

o[ Ip@)dt<4
[}

s'avére indispensable (ceci résulte par exemple de la construction ex-
posée dans le n®3; cf. aussi [7] et [3]) pour exclure l'existence d’une
solution «(?) de I’équation (47) satisfaisant aux conditions aux limites

(57) B(w) = —2(0), a'(w) = —&'(0) (w(t)5£0),

mais est loin d’étre essentielle pour exclure ’existence d’une solution
() non identiquement nulle et périodique de période w. Cela tient,
comme nous l’avons remarqué dans le n°2, au fait que linégalité de
Liapounoff-Borg est incompatible avee ’existence d’une solution z(?) de
I’équation (47) s’annulant deux fois dans un intervalle de longueur o,
et, & vrai dire, c’est de cette maniére que 'on exclut P’existence d’une
solution non identiquement nulle satisfaisant & la condition aux limi-
tes (57). Cependant, pour éliminer l’existence d’une solution périodique
de période w on a & exclure 1’existence d’une solution de 1’équation (47)
qui s’annule non pas deux fois, mais au moins trois fois dans un inter-
valle de longueur w. C'est justement cette circonstance qui nous a per-
mis de remplacer dans l'inégalité de Liapounoff-Borg la constante 4
par 16 ou, en regardant la méme chose d’un autre point de vue, de dou-
bler la longueur de l'existence des solutions périodiques par rapport
3 la longueur de l'intervalle de stabilité. Il en est de méme dans d’autres
critéres de stabilité.

5. Dans le cas particulier de I’équation non-linéaire
(58) g’ +pt)r =Q(t, v, z’)

les trois moments dont il était question dans le n° précédent se réduisent
au premier seulement. C’est pour cela qu’il est facile d’énoncer dans
ce cas un théoréme général de I’existence des solutions périodiques, & sa-
voir le suivant

THEOREME 7. Supposons que la fonction Q(t, x,y), définie pour t, x,y
arbitraires, soit périodique en t de période w, satisfasse aux condilions de
Carathéodory et a la condition (53). Supposons en plus que la fonction non
identiquement nulle p (1), périodique de période w et sommable dans Vinter-
valle <0, o) salisfasse & Vune des condilions suivantes

39) [ p@a@=0, o prt)dt<16 (p*@) =3P +Ip®I),
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9.51
2

©0) [podz0, pw<p,

(61) p()=0, o[ pXt)dt <16-63.0,3.
0

Dans ces hypotheses Véquation (58) admet au moins une solution pé-
rtodique de période w.

Pour la démonstration on n’a qu’a appliquer ce que 'on vient de
dire dans le n® précédent aux critéres de stabilité de solutions de
Péquation (47) dis respectivement 4 M. G. Krein [8] (condition (59)),
A. M. Goldine [5] (condition (60)) et G. Borg [1] (condition (61))
(ef. aussi L. Cesari [4], p. 61).

6. Tout ce qui a été dit dans le n° 4 relativement au doublement
de D’intervalle de V’existence des solutions périodiques par rapport a l’in-
tervalle de stabilité s’applique seulement & ces critéeres de stabilité des
solutions de 1’équation (47) qui concernent la premiére zone de stabilité.
La situation change un peu quand on passe aux zones de stabilité d’ordre
supérieur. Néanmoins le prinecipe général reste valable dans ce cas aussi:
a4 chaque critére de stabilité de l’équation (47) correspond un critére
d’existence des solutions périodiques de 1’équation non-linéaire (46).

A titre d’exemple considérons le critére suivant de M. G. Krein [8]
(cf. L. Cesari [4], p. 63):

Si, pour un entier positif n, le coefficient p (¢) péricdique de période »
de 1’équation (47) satisfait aux inégalités

p(l) ZnrP03, w f p(t)dt < n*n*-4-2nn(n +1)tg ——— 2(n—i—1)
toutes les solutions de I’équation (47) sont bornées dans ’intervalle <0, + oo).

De ce critére, en suivant la voie indiquée dans la démonstration
du théoréme 6, on tire immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 8. Supposons que les fonctions P(t,z,y), Q(t,z,y), dé-
finies pour t,x,y arbitraires, soient périodiques en t de période w, satis-
fassent aux conditions de Carathéodory et a la condition (53). Supposons
en plus que pour un entier n =1 on ait

P(t,z,y) = n*r’w2? e P(,z,y)<P(l) (0<i<w; —oco<®,y< o)
t a

ot P(t) est une fonction sommable satisfaisant a Dinégalité

w [ P(t)dt < ntn® + 27n(n +1)tg o .
of 2(n+1)

Dans ces hypothéses Uéquation (46) admet au moing une solution périodique
de période w.
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