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Sur un systéme d’équations aux différences finies

par ZYGMUNT BUTLEWSKI (Poznan)

Résumé. On considére le systdme d’équations aux différences finies
(%) 4y = hA(x)z, A4z = hB(z)y,

ou les coefficients A4 (z), B(x) sont des fonctions continues dans l'intervalle J et la
distance h est une constante positive. Soit ¥ (x), z(x) une solution continue et oscillante
du systéme () pour zeJ. On suppose que les inégalités suivantes sont remplies:

') 0< A, < A(x), B(r)< —By< 0 (4,,B, =Const), zeJ.

Dans ces conditions on démontre que la longueur de tout intervalle entre deux
zéros consécutifs de la fonction y(x) (resp. z(x)) ne dépasse pas 2k(2+1/p), oi I'on
a0<p=~rh"4,B,<2

On obtient aussi le résultat suivant: tout sous-intervalle de ./ dont la longueur

dépasge A = n/m+3h (m = VAIBI),'.contient un zéro au moinsde Ja fonction y(z)
{resp. z(z)).
Enfin, en supposant que l'on a

A@) >0, B@<0, AA@) >0, AB@E) <0 pour zeJ,
on obtient quelques inégalités pour les expressions
ViBllyl, Vidilsl et |dy(a)l, |4z()l.
Les propriétés analogues pour les solutions des équations différentielles sont bien

<onnues.

Introduction. Dans cet article nous considérons le systéme d’équa-
tions aux différences finies

(D Ay = hA(z)2, Az = hB(a)y,

ou les fonctions 4 (x) et B(x) sont continues dans Pintervalle J et % est
une constante positive. Soit y(x), 2(x) une solution continue du systéme
(D).

Nous appelons une solution %(z),2(x) oscillante dans l’intervalle
{@g, o0), 81 les deux fonctions y(z) et z(zx) changent de signe 4 et — une
infinité de fois dans l’intervalle (x,, o).

Supposons remplies les inégalités

(1I) 0< 4, <A(x), B(x)< —B; <0, ze(z, ),
ol 4,, B, sont des constantes positives.
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Dans notre travail [2] nous avons obtenu, entre autres, les résultats
suivants: 1° 8i les inégalités (II) sont satisfaites, toute solution du systéme
(I) est oscillante. DéSignons par &y, oy cevy Ty oee (B < B2 << voe < Xy < 200)
et &, 8 vy by (1< <o < §,<...) les zéros consécutifs plus
grands que z, des fonctions y(x) et 2(x) respectivement. Soient remplies
les inégalités

(III) Bpy1 — @ > h, Snpn— &> h (n=1,2,3,...).

Si les conditions (II) et (III) sont satisfaites les zéros des fonctions
y(x) et 2(x) se séparent alternativement et de plus on a x, < £, < z,,
(m =1,2,3,...) dans lintervalle (z,, oo).

2° Considérons les deux systémes d’équations: (I) et

Adu = ha(z)v
(IV) (h > 0),

Av = hb(x)u
ou les coefficients a(x) et b(x) sont des fonctions continues dans 1'inter-
valle J. Supposons remplies les inégalités

(V) 0<a(z)< d(z), Blx)<bx)<O0

dans le sous-intervalle (a, §) de J.

THEOREME T (DE COMPARAISON). Supposons remplies les inégalités
(V). 8¢ de plus les conditions suivantes sont satisfaites:

1° AA(z) > 0, da(x) < 0 dans un intervalle J ;

2° y(x) > 0 pour zela, f);

3° il existe une solution wu(z),v(z) de (IV) telle que y(a) = u(a),
2(a) < v(a) < 0;

4° n est un entier positif tel que nh < f—a < (n-+1)h. Dans ces condi-
tions on a y(e+1ih) < u(a+ih) (1 =1,2,...,n).

Désignons par a, b et ¢,, ¢ les zéros consécutifs de la fonction y(w)
et z(z) respectivement et, de plus, soit r,< ;< a<e< b << .

Dans le § 1 nous avons démontré que la longueur de tous les inter-
valles (¢,, a), (a, ¢) et (¢, b) ne dépasse pas (2+1/p)h, ol p = h2A,B, > 0.

Ensuite (§2 et §3) nous trouvons des conditions suffisantes pour
que soient remplies les inégalités

(VI) y(e+ih) <u(e+th) (1 =0,1,2,...,n; n=2),
ol u(x) est une solution de 1’équation différentielle du second ordre
(VII) w'(2)+ A, Byu(x) = 0.

Nous avons obtenu aussi (§3 et § 4) des conditions suffisantes pour
que les longueurs des intervalles (a, c) et (c, b) ne surpassent pas 3h+

+m/2VA,B, pour 0< p < 2.
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Enfin (§ 5) nous avons obtenu quelques inégalités pour les différences
{dy (@), |dz(x)| et pour [B**|y|, A*?|2| dans Vintervalle (a, b).

M. Biernacki a considéré [1] des problémes analogues dans le cas
de I’équation aux différences finies: A%y +h2A (2)y = 0.

§ 1. Considerons le systéme d’équations aux différences finies

Ay = hA(x)z
{1.1) (h>0),
Az = hB(x)y

ou les coefficients A (x) et B(x) sont des fonctions continues pour zedJ.
Nous supposons de plus que ces coefficients remplissent les inégalités
suivantes:

1.2) 0< A4, <A(x), Br)< —B,;<0
(A, et B, sont des constantes positives) pour xzed.

Soit y(x), 2(x) une solution continue et oscillante du systéme (1.1)
dans Vintervalle J. Nous supposons gue les zéros de ces fonctions se sé-
parent alternativement. Désignons par a, b et ¢,, ¢ les zéros consécutifs
de la fonction y(z) et z(z) respectivement, c’est-a-dire on a z(c,) = y(a)
=2z(¢) =y(b) =0, ou e, < a<<e<hbh.

Nous allons maintenant démontrer le

THEOREME I. 87 les conditions (1.2) sont remplies, mous avons les
inégalités |

a—c;, <P, ¢—a<P, b—c<P,
o P =(2+1/p)h et p = h?*A,B, cest-a-dire b—a< 2P, ¢c—c, < 2P.
En particulier si hy =V2/A,B,, on a 2P = Bh,.

Démonstration.

1° Définissons ’entier positif » par les inégalités
{1.3) nh<Lb—c< (n+1)h.

Il suffit de considérer le cas y(z) > 0 pour ze(a,d) Or, nous avons
(1.4) y(c+ih)>0 (¢=0,1,2,...,n—1).

D’apres (1.1) et (1.2) on obtient l’inégalité(?)

(1.5) Az(c+ih)y = h(BY)erin <0 (¢ =0,1,2,...,n-1).

Il vient donc

zle+nh) < zle+(m—1)h) < ...<z(e+h)< 0,

d’ou on déduit la relation

|4y (6+B)| = B(A |#l)open > hdyl2(c+ R (i =1,2,...,n—1),

(!) Nous posons: ¢, = @(y).
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et par suite nous obtenons I’inégalité

n—1

(1.6) (n—1)hd,lz(c+h)| < D) |dy(c+ih)| < y(e).

=1

En posant dans la relation (1.5) ¢+ = 0 et en tenant compte de I’hypo-
thése B(z) < —B,< 0 nous aurons

(1.7) hB,y(c) < h(|Bly), = lz(c+h)|.
Or, d’apres (1.6) et (1.7) on a ’inégalité

(1.8) (n—1)p<1
et par conséquent

1
(1.9) n<14+—,

r
d’ol selon (1.3), on déduit l'inégalité

1

(1.10) b—c<(2+ ;)h

En particulier, si b, = V2 /A.IB1 on obtient ’inégalité
b - 0 < ghl .

2° La démonstration de la deuxiéme partie du théoréme I est tout
analogue & celle de 1°. Définissons I’entier positif » par les inégalités

(1.11) rh<e—a< (r+1)h.

Nous avons y(a) = 0 et y(x) > 0 pour ze(a, ¢c) de plus on a 2(¢) = 0.
11 vient done

(1.12) y(c—ih) >0 (i =0,1,2,...,7—1;r>2).

D’apres (1.1), (1.2) et (1.12) nous obtenons les inégalités
Az(e—1ih) = h(By);_p< 0 (1 =1,2,...,r—1),

d’oll on déduit

(1.13) 0<zie—ib)< zle—(@E+1)h) (1=1,2,...,r—1).
De I’équation 4y = h A (x)2 nous obtenons les relations

(1.14) Ay(e—ih) = h(A2)e_y (1 =1,2,...,7)

et par suite d’apreés (1.13) on a

(1.16) Ay(c—1th) = hA2(c—h) >0 (4 =1,2,...,7).
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Nous posons dans (1.15) successivement ¢ = 2, 3,...,r et faisons
la somme des inégalités obtenues; il résulte done
(1.16) y(c—h)—y(c—rh) = (r—1)hAz(c—h).

D’aprés I’hypothése B(x) < — B, << 0 et en vertu de la relation
Az(c—h) = z(c) —z(c—h) = h(By)e_s,
nous obtenons l’inégalité

(1.17) z(c—h) = hByy(c—h).

En tenant compte des inégalités (1.12) et (1.17) on peut écrire I'iné-
galité (1.16) sous la forme suivante:

Yy(e—h)=(r—1)h*A,B,y(c—h),
d’ou on déduit l'inégalité
r<l+4+—
et ensuite, d’aprés (1.11),
c—a<< (2 + %)h

Dans le cas particulier ot b, = V2/A, B, nous obtenons 1'inégalité
0 - a < ghl -

3° Supposons maintenant que ¢, et ¢ sont deux zéros consécutifs
de la fonetion 2(z), ¢’est-a-dire 2(c,) = 2(¢) = 0 (¢; < a < ¢< b). 11 suffit
de considérer le cas z(z) > 0 pour ze(c,, ¢).
En posant y(z) = —y(2), 2(x) = —{(x) dans le systéme (1.1) nous
obtenons le systéme suivant
4y = kA (x)C(w)

(1.18) A7 = AB{a)n(o) (h> 0).

Dans ce cas nous avons 7n(a) = y(a) = 0 et y(z) > 0 pour ze(c,, a),
parce que l'inégalité y(z) << 0 est remplie pour ze¢(c,, @); on a aussi {(c,)
=2(¢;) = 0 et de plus {(2) < 0 pour ze(c,, a), car I'inégalité z(x) > O
est satisfaite pour ze(e;, a). En appliquant pour le systéme (1.18) un
raisonnement analogue & celui employé dans le cas 1° on obtient 1’iné-
galité

a—cl<(2+ i)h
P

Le théoréme I est donec démontré.
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§ 2. Considérons un systeme (1.1)

Ay = hd(z)z

(h > 0)
Az = hB(z)y

et supposons que les inégalités (1.2) sont remplies. Soit y(x), 2(x) une
solution du systéme (1.1). Nous supposons dans la suite que chacune
des fonctions y(x) et 2(z) est continue et qu’entre deux zéros consécutifs
de y(2) il y a un seul zéro de z(x), entre deux zéros consécutifs de z(z)
un seul zéro de y(x).

Nous allons maintenant comparer la fonction y(x) et une solution
u(x) de I’équation différentielle du second ordre

(2.1) w' (2)+m2u(z) =0 (m =VA,B,).

Supposons dans la suite que ’on a p = h%24, B, < 2. Soit y(a) = y(b)
=0 et y(x) > 0 pour ze(a, b). Il existe un point # =¢ (a < ¢< b) ou
z(e) =0.

D’aprés (1.1) et (1.3) on obtient(2) y(¢}) = y(¢+ k) > 0. De la condi-
tion p <2 on déduit qu’il existe une solution u(z) de I'équation (2.1)
-qui satisfait aux conditions

(2.2) ufe) = y(e), w(o+h) =yle+h).

En effet, cette solution est de la forme suivante

(2.3) u(m) = L(::J—z— cos [m (a: — c—-g)]

€08 ——

ou l'on a les inégalités 0 < imh < 1/2/2 < w/4.
La distance entre deux zéros consécutifs de u(z) est égale & =/m,

.cependant d’aprés notre hypothése on a h < l@/m. Il résulte donc que
la solution considérée % (x) ne s’annule pas dans l’intervalle (¢, ¢+ k).
Nous allons maintenant remplacer 1’équation différentielle (2.1) par un
systéme d’équations aux différences finies. En effet, d’aprés la formule
.d’interpolation de Lagrange nous avons

Au(x) = h2u'’ (&), Ee(m, x+2h),
par conséquent nous pouvons écrire I’équation (2.1) sous la forme suivante

u(§)

A2u(m) +m?h u( )

#(z) =0

() Cf. [2], p. 130.



Equations auz différences finies 287

et nous la remplacons par le systéme d’équations aux différences finies

Au(x) = hA v(x)

2. k
(2-4) Av(x) = hby(2)u(x) (h>0)
ou nous avons posé b;(zr) = — B, :((i; .

Soient y et § les zéros consécutifs de la fonetion «(x) et de plus soit
y<<e< e+ h<< 4. La fonction b,(x) est continue dans ’intervalle (y, 8).
Il est evident que u(x)> 0 et u(x+ k) > 0 dans l'intervalle (y, d—h).

Nous allons maintenant démontrer le

LeMME 1. 8¢ 0 < p < 2, Dinégalité —B, << b,(x) < 0 est remplie pour
ze(c, d—h) et Ee(x, x+ 2h).
Démonstration. La constante B, est positive et «(x) > 0, w(x+ h)

> 0 pour ze(c, d—h). Il suffit donc de démontrer que u(§) > 0 pour
ze(c, 6—h) et &e(x,x+2h). En effet, selon (2.4) on obtient ’équation

(2.5) Av(z) = —hByu(E), Ee(z,x+2h).

D’aprés (2.5) il suffit de démontrer que l'on a Av(x)<< 0 pour =z
e(¢, —h). De la formule (2.3) il vient donc

y(e) h
u(w+h) = Wcos [m(m—o-{—a)],

d’ou il résulte que l'on a
Au(x) = —2y(c)tg(imh)sin[m(x—c)], ze(c,d—h).

Or, selon (2.4) nous obtenons

(2.6) v(x) = — 2y(©) tg(3mh)sin[m(zx—c)], we(c,d—h)
hA,
et ensuite
v(@+h) = — Zﬁ”) te(3mh)sin [m (¢ +h—c)]
d’ol on obtient
(2.7) Av(x) = —-&sinz(%mh)u(w—l—h).

1

On voit immédiatement de la formule (2.7) que l'inégalité dv(z)<< 0
est remplie dans 'intervalle c < ¢ < § — h, car u(x¢ + h) > 0 pour ze(¢, 3 —h).
La fonetion b,(x) est done négative dans lintervalle (¢, 6 — k).

Dans ce qui suit nous allons démontrer que 1’on a

(2.8) —B,<b(®) <0, wme(c,d—h).

6 — Annales Polonici Mathematicl XXIX.3
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En effet, nous avons

b _ Av(z) S_h
(@) = Sy @elo, 8=
et selon la relation (2.7) il vient
4 u(x+h)
= ——— 2 e —_— .,
(2.9) b, (x) WAL sin?(4mh) ()

Sip = h2A,B, < 2, c’est-a-dire s5i 0 < Imh < %l/§< n/4, on obtient
Pinégalité
0 < sin(§mh) < ymh
et par conséquent

(2.10) sin2(3mh) < 1h24,B,.

D’aprés la formule (2.6) on a v(¢) = 0 et ensuite il résulte de (2.7)

que ?(z) < 0 dans intervalle (¢, 6 — k). En tenant compte de (2.4) nous
obtenons donc

Au(z) = hd,v(x) < 0, xe(c, 6—h),
c’est-a-dire
u(z+h)<<u(zr), xe(lc,d—h),
d’ou on déduit que l'on a

u(x+h) <

(2.11) 0< — @)

1, @xe(c,d—").

En tenant compte de (2.10) et (2.11) dans (2.9) nous obtenons les
inégalités

4 1
.—thlBl < bl(CU) < 0,

—B, = —-
! h2A, 4

c’est-a-dire
B(z)< —B, < b,(x)< 0, xelec,d—h).
Le lemme 1 est don¢ démontré.

§ 3. Considérons maintenant les deux systémes d’équations aux
différences finies
Ay(z) = hA(2)z(x)

(D so(@) — iB@y@) )

et
Au(z) = hA,v(x)

. h
(2.4) Av(z) = hb,(2)u(x) (h>0),
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ol
u(§)

by(x) = —BJju(T)

y we(a,b), Ee(z,x+2R).

D’aprés les conditions initiales (2.2) on obtient la relation Ay(c)
= Au(c) et par conséquent, en vertu de (1.1) et (2.4), on a 4 (¢)z(¢c) = A, v(¢).
Lorsque z(¢) = 0 il vient

(3.1) z(c) =v(c) = 0.
Selon le lemme 1 et I’hypothése (1.2) nous avons
(3.2) Bo)< — B, <b(z)< 0, welc,d—h).

On peut appliquer aux deux systéemes (1.1) et (2.4) le théoréme T
(de comparaison)(3).

En effet, le systéme d’équations (1.1) est le méme que (I) et le systéme
(2.4) est aussi identique a (IV) si 'on pose a(x) = A4,, b(z) = b,(x). Dans
ce cas da(x) = 0. On peut écrire les hypothéses (V) sous la forme suivante

0< A, <A(x), B(r)<b(xr)<O.

Ensuite nous remplacons dans le théoréme T a par ¢, § par b. Nous
pouvons done énoncer le théoréme de comparaison suivant pour les sys-
témes (1.1) et (2.4):

THEOREME II. Supposons remplies les conditions suivantes: 1° 0 << A,
< A(x), B(z)< —B,< 0 et AA(z) > 0 dans Vintervalle J, 2° y > 0 pour
c< o< b, 3° n est un entier positif tel que nh < b—c << (n+1)h, 4° soient
encore remplies les conditions y(c) = u(c), y(c+h) = u(c+h),z(c) =0.
Dans ces conditions on a les inégalités y(c+1ih) < u(e+4h) (1 =1,2,...,n).

Nous allons maintenant démontrer que ’on a

3

2VA,B, 2

En effet, la distance entre les zéros consécutifs y, 6 d'une solution
u(x) de ’équation différentielle

(2.1) w'(x)+miu(z) =0 (m =VA,B,),

b—ec<

égale 6 —y = w/m. Nous avons considéré plus haut la solution u(x) de
Péquation (2.1) donnée sous la forme

h
(2.3) u(x) = ;O—S% Co8 [m (9:— c— 5)]

pour 0 < p <2, cest-a-dire 0 < jmh < 1/5/2 < = /4.

(3) Voir 1'introduction.
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D’apres le théoreme II on a u(c+ih) >0 (2 =0,1,2,...,n) et de
la formule (2.3) il résulte

maxu(z) = u(c+3h) > 0,

y<T<d

ar conséquente nous obtenons ’inégalité
g

-
0 =c+ih+ ~>=c+nh
4B, !
c’est-a-dire nh < - +34h. Selon Phypothése 3° du théoréme II
2VA,B,
nous avons b—ec¢ << (n+1)h. Nous obfenons donc I’inégalité
’ T 3
(3.3) b—ec< —h.
2VA,B, 2
Dans le/ca,s particulier o h = _Zz_é_ Pinégalité (3.3) se réduit
11
a la suivante
3]/§—|— T 1
b—ec< —_—
2 VA,B,

Dans ce § nous avons obtenu une limitation de b—c.

§ 4. Nous allons maintenant chercher une limite supérieure de ¢ — a.
Le raisonnement est tout pareil & celui employé dans les § 2 et § 3.
Soit donné un systéme d’équations aux différences finies

Ay(x) = hA(x)2(),

(1.1)
Az(x) = hB(2)y(z),

ou les coefficients 4 (z) et B(x) satisfont aux conditions
(1.2) 0< A, <A(z), B@)< —B, <0 (zed).

Considérons une solution continue et oscillante % (z), z(z) du systéme
(1.1) et supposons que l'on a: y(a) = y(b) = 0 et y(x) > 0 pour xe(a, b).
Il existe un seul point © = ¢ (a << ¢ << b) tel que z(¢) = 0. Par conséquent,
d’apres (1.1), on obtient z(z) > 0 pour zela,c) et z(a) = 2(a+ k) > 0;
de plus, selon (1.11), nous avons les inégalités

z(a+1ih)>0 pour (¢ =2,3,...,r—1), 2(a+7rh) = 0.

En supposant que 0 << p < 2 on peut comparer la fonction z(z) et
une solution v, (z) de ’équation différentielle

(2.1x) o (&) +m2o,(z) =0 (m =VA,B,)
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qui satisfait aux conditions
(41) vi(a) =2(a), oi(a+h) =z(ath).

Cette solution prend la forme

o z(a) _ _E
(4.2) v,(z) = po” co8 m(w a 2)],

ol 0< imh < 1/5/2 < w/4. On peut remplacer 1’équation (2.1x) par le
systéme d’équations aux différences finies:

Avy (@) = hB,w(x),

(4.3) zela,c),
Aw(z) = ha,(2)v,(x),

oll nous avons posé

v,(&1)

! v, (@)

(4.4) a,(x) = —A pour ze{a, ¢), & ez, z+2h).

En effet, selon la formule d’interpolation de Lagrange on a 42v,(x)
= 1%y (&), & (2, o+ 2h) et par conséquent d’apres (2.1x) il vient
CEN

0,(2)

(4.5) R A2 (2) +m v.(x) =0, =ela,o).

On voit immédiatement que 1’équation (4.5) et le systéme (4.3) sont

équivalents. .
En posant 5n(z) = —y(x) dans le systéme (1.1) nous obtenons

Az(z) = —hB(z)n (),
An(z) = —hA(x)z(x).

Dans le cas considéré la solution z(x), n(z) du systeme (4.6) dans
Pintervalle {a, ¢) et la solution y(z), 2(z) du systéme (1.1) dans l’inter-
valle {¢, b) possedent les mémes propriétés. Il en est de le méme de la
solution v,(z), w(x) du systeme (4.3) dans l’intervalle (a, c¢) et (x), v(z)
du systéme (2.4) dans l'intervalle {c, b). Par conséquent le théoréme II
dans le eas des systémes (4.6) et (4.3) peut étre énoncé comme il suit:

THEOREME ITI. Supposons satisfaites les conditions suivantes:1°0 < 4,
< A(z), B(r)< —B;< 0 et AB(z) <0 dans Uintervalle J, 2° y(z)> 0
pour a < < ¢, 3° soit r Uentier positif tel que rh < c—a < (r+1)h, 4° les
conditions suivantes sont remplies: z(a) = v,(a), 2(a+h) = v,(a+h), y(a)
= 0. Dans ces hypothéses on a les inégalités z{a-+ih) < v (a+1h)
(t =2,3,...,7)

(4.6)
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Dans ce qui suit nous allons indiquer une application du théoréme III.
Nous démontrerons qu’il existe une limitation de la longueur de Pinter-
valle (a, ¢), c’est-a-dire que 1’on a ’inégalité

3
T +ih

(4.7) c—a<
2VA,B, 2

En effet, désignons par y,46, (y, < a < a+h < 6,) les zéros consécutifs
de la solution v,{z), donnée par la formule (4.2). On sait que 'on a

k3

" T V4B,

01—

De la formule (4.2) il vient done

k13

2VA,B,

1
(4.8) by=a+ ht

D’aprés le théoréme IIT on obtient

0< z(a+7rh) < v (atrh)
et par conséquent

(4.9) a+rh < 6.
En substituant (4.8) dans (4.9) nous avons l'inégalité
1
(4.10) h<—h4 —0" .
2 2VA,B,

Selon I'’hypothése 3° du théoreme III et en vertu de (4.10) nous
obtenons 'inégalité

=+
2VA,B,

l
=

c—a <<

c’est-a-dire 1’inégalité (4.7).

[ —

N . 2
En particulier, si b = ]/A B

I'inégalité (4.7) prend la forme

1+1
o < SI/E—I—n 1
_a . .
2 VA,B,

En tenant compte des inégalités (3.3) et (4.7) nous pouvons énoncer le

COROLLAIRE. 8¢ les conditions (1.2) et AA(x) >0, AB(x) <0 (zel)
sont satisfaites, toute sous-intervalle de J dont la longueur dépasse

r

l —_—
VA,B,

+ 3h
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contient un zéro au moins de la fonction y(x) ou z(x), c’est-a-dire nous avons
les inégalités

b—a<i, c¢c—c<Aa.

2 . 3V24n
AlBl 2}/A1B1

§ 5. Considérons le systéme d’équations aux différences finies
Ay(x) = hA(x)2(z)

(1.1) f2(0) — 1B (2)y(@) (h > 0).

Dans le cas particulier o h = ]/

Supposons ensuite que 1’on a
(6.1) A(z)y>0, B(x)<0, A4A(x)=0, 4B(z)<0

dans l’intervalle J.

Soit une solution y(z), z(z) du systéme (1.1) continue et oscillante
dans l’intervalle (z,, o). Nous désignons par a, b et ¢,, ¢ des zéros consé-
cutifs des fonections y(z) et 2(x) respectivement; soit de plus

(5.2) p<l<a<<e< b oo,

Nous allons maintenant démontrer le

THEOREME IV. Supposons que les inégalités (5.1) et (5.2) sont remplies.
Soient les entiers r et n définis par les inégalités rh < c—a < (r+1)k et
nh<b—ec<(n+1)h. Soit & Dun des mombres 1,2,...,r. Supposons
qu'tl existe un entier s (1 < s < m) tel que Von ait:

ly(e+ (s —1)h)| = ly(c—Kk)| = |y (c+sh)].
Dans ces conditions nous avons Dinégalité
A2 (¢ —Ekh)|2(c— kh)| < AY?(c+ sh)|z(c+ sh))

et a fortiori
|dy (¢ —kh)| < |Ay(c+ sh)|.

Démonstration. On peut facilement vérifier que ’on a

(56.3) A(Az%) = 242Nz + A(Az2)2+ (2 + 4z)2 4A
et
(5.4) 4(By?) = 2By Ay + B(A4y)? + (y + Ay)* 4B.

En faisant la différence de (5.3) et (5.4) nous obtenons

(5.5)  A(Az?)— A(By?) = 2(4z4z— By Ay) + A(42)*— B(A4y)*+
+(z4 42)2 44 — (y + Ay)2 4B.

6 — Annales Polonici Mathematicl XXIX.3
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D’apres le systéme (1.1) on a 1’égalité
AzA2—Bydy =0
ot, par conséquent, de la relation (5.5) résulte 1'inégalité
(5.6) A(A2?) > A(By?) + (2 + 42)2 A4 — (y + 4y)* 4B.
En posant dans 'inégalité (5.6) successivement
z=c¢—khy, w=c—(k—1)h,...,x =c¢c+(8—1)h
et en faisant la somme des inégalités obtenues nous a.voné
(5.7  (A2%)oyon—(A2%) 1 > (BY )cron— (BY*)e_in+

8—1
+ D) [(z+ 42)* AA—(y+ 4y)* 4Bl -

i=—Fk
D’aprés (5.1) et en vertu de V'inégalité y2(c+ sh) < y2(¢c— kh) il vient:

8—~1

(6.8)  (BYoron— (BYein > (Bovan— Booin)Viran = Yeran >, AB(c+ih).
tm—k

En profitant de (5.8) dans Yinégalité (5.7) on obtient a fortior:

(5.9)  (42%eyn—(489e_in> D [(2+ 42)* AdALoin+
tom =}

+ D) {[y*(c+sh)— (¥ + 4y)*] 4B}, -

i=—k

Les deux suites
{(y"'_Ay)a}c-a’h ("' =1,2,...,7’)
et
{(?/+A?[)2}c+jh () =0,1,2,...,n—1)
sont non croissantes. Par conséquent nous obtenons les inégalités

(6.10) Y(c+sh)<(y+4Ay)liq (= —k,...,—1,0, +1,...,8—1).
Done en tenant compte des inégalités (5.9) et (5.10) il vient:

(5'11) (A-llz Izl)c—kh < (Allz lznc+sh

et ensuite

\
h(A lzl)c—kh. < h’(A ]z|)c+sh!
¢’est-a-dire
|4y (¢ —kh)| < |4y (¢ + sh)]|.
Le théoréme III est donc démontré.
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§ 6. Nous avons obtenu plus haut quelques propriétés de la fonection
y(z). Dans ce qui suit nous allons obtenir des résultats analogues pour
z(z).

Nous démontrérons en effet le

THEOREME V. Désignons par a, et b, des zéros consécutifs. de la fon-
ction z(x) (To<< @, < by << 00) et s0it z =¢; (a,<< ¢, << b,) le seul point
dans Vintervalle (a,, by) o Pon a y(c,) = 0. Soient définis les entiers r,
et n, par les inégalités: rih < ¢, —a, < (ry+1)h, nyh < by—e¢y, < (my,+1)h.
Soit ensuite k, Uun des nombres 1,2,...,r, et supposons qu’il ewiste un
entier 8, (1 < 8, < n,) tel que Uan ait:

[2(er+ (81— 1) B)| = |2 (e — k1 B)] > le(er+ 81 B)1.
Dans ces hypothéses nous avons linégalité
|B(o;— Ry h)I)” 1y (01— Ruh)| < [B(ey + 8, h) " 1y (0, + 81 )
et a fortiori on obtient
|Az(e, — k, h)| < |Az(0y + s, b)|.

Démonstration. Le raisonnement est toute pareil & celui du thé-
oréme IV. L’inégalité (5.6) peut étre écrite sous la forme

(6.1) — A(By?) > — A(A2?)+(2+ 42)2 AA — (y + Ay)? 4B.
Posons dans' (6.1) successivement
x=c¢—kh, c,—(k—1)h,...,c;+(8,—1)h
et faisons la somme des inégalités obtenues; on a done

(Byz)cl—klh - (Byz)c] +81h = (A‘zz)cl —klh - (‘A'zz)cl-l-dlh +

8]—1

+ Y e+ 42 A4 —(y+ A9)* 4Bl yin

i=—lky

et par conséquent
51

(6.2)  (BYNeiopn— (BYopyap > D, {[(2+ 42)°— 226 +8,h)] A4} oy yin-
i=—FK

"D’apres les équations (1.1) il vient
(6.3)  2ey+s,h) < (e+40)i,;m (= —kyy .o —1,0,1,...,8—1).

En tenant compte des inégalités (6.3) et de I’hypothése 44 > 0,
nous obtenons d’aprés (6.2) I’inégalité suivante:

(6.4) |B(ey— &y h)lm [y (e, — k1 h)] < |B(ey+ -‘hh)ll',2 [y (e +8,h).
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Selon. (6.1) nous avons B < 0, 4B < 0 et, par conséquent, en vertu
de (6.4) nous obtenons a fortiori 1’'inégalité

(6.6) h|B(ey—kih)ly(e,—kh)| < h|B(cy+ 8, k)| ly(c,+ 8, h)].

Des équations (1.1) il résulte immédiatement que l’inégalité (6.5)
peut étre écrite sous la forme suivante:

|dz(cy —kyh)| < |Az(ey + 8, D).
Le théoréme V est donc démontré.
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