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Une généralisation du premier théoréme de Fredholm
et ses applications
a la théorie des équations différentielles ordinaires

par A. LasorA (Krakéw)

Dans la théorie des équations linéaires les problémes d’unicité sont
étroitement liés aux problémes d’existence de solutions. Par exemple
le premier théoréme de Fredholm permet d’établir qu’une équation
linéaire admet exactement une solution si 1’équation homogéne associée
n’a que la solution identiquement nulle. Nous allons démontrer que
certaines équations non-linéaires ont une propriété analogue. De facon
plus précise, dans la présente note nous nous proposons d’exposer une
méthode qui — en partant de I’hypothése que zéro est la solution unique
d’upe équation homogéne généralisée — permet de déduire l’existence
des solutions d'une équation non-linéaire. Les premiers résultats sur ce
sujet ont été déja exposés d’une maniére un peu différente dans [4].

La présente note se compose de deux parties. Dans la premiére
on démontre un théoréme général d’existence et dans la seconde on en
tire des conséquences concernant des problémes aux limites pour les
équations différentielles ordinaires.

1. Théoréme généralisé de Fredholm.

1.1. Soit B un espace vectoriel de Banach. On désigne par [jul| et
o{u, A) (ue E, A CE) la norme de % et la distance d’élément « & 1’en-
semble 4 respectivement. Un ensemble A C E est dit relativement com-
pact si son fermeture A est compact.

A c6té de P’espace F nous allons envisager I’ensemble ¢(H) de toutes
les parties non vides convexes de E. Une application H de F dans ¢(E)
est dite compacte si ’ensemble | J H(u) est relativement compact quel

u€eR
que soit le borné B C H. Une application H de E dans o(E) est dite
semi-continue supérieurement si les conditions

Ymuy, =%y, limva=1v,, VveH(us) (n=1,2,..)
00 n—>00

entrainent v, e H(u,). L’application H compacte et semi-continue supé-
rieurement est appelée complétement continue.
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Une application » de F dans lui méme est dite complétement con-
tinue, si Papplication « —{k(u)} qui & tout point % ¢ ¥ fait correspondre
Yensemble {h(u)} contenant un et un seul element h(u) est compléte-
ment continue.

Une application H de ¥ dans c(H) est dite homogéne si H (lu)
= AH (u) quels que soient « ¢ E et A réel. Il est clair que pour qu’une
application homogéne H de E dans c¢(F) soit compacte, il faut et il suffit

que ’ensemble MU H(u) soit relativement compact.
el

TatorEME 1.1. Soit H wune application de E dans c(E) homogéne
et complétement continue et soit h une application complétement oontinue
de B dans lui méme telle que

1.1 0.
(1.1) lhi>c0 el

8i la condition '

(1.2) ueH (u)

entraine u = 0, 4l existe au moins une solutton de V'équation
(1.3) %= h(u).

La condition (1.2) joue dans nos considérations le méme réle que
Péquation homogéne dans la premier théoréme de Fredholm. Donc nous
allons aussi utiliser dans la suite 1’expression ,,I’équation (1.2)"”. Il est
4 noter qu’en appliquant le théoréme 1.1 & 1’équation

u=g(u)+b (bekl g: E->E)

on obtient ’existence d’une solution au moins sans hypothése que g est
une opération additive. Il suffit d’admettre que l'application g de E
dans lui méme est homogéne, complétement continue et que 1’équation
homogéne associée

%= g(u)

admet seulement la solution nulle.
La relation (1.1) est vérifiée en particulier si les applications h et H
satisfont & la condition

(1.4) h(u)—h(v) e H(u—v) (u,vell).

De plus si Papplication H est homogéne et compacte de (1.4) il vient
que h est complétement continue. Du théoréme 1.1 il résulte alors le

CorOLLAIRE 1.1. Soit H wune application de I dans c(E) homogéne
et complétement continue et soit h une application de B dans lui méme

satisfaisant & (1.4). 8i Véquation (1.2) a seulement la solution nulle, il
existe une et une seule solution de équation (1.3).
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1.2. Passons & la démonstration du théoréme 1.1. Nous allons dé-
montrer qu’il existe un nombre positif y(H) pour lequel la relation
u-+v e H(u) entraine |ju]| < y(H)||v|. En effet, dans le cas contraire pour
tout entier n > 0 il existe u, et v, satisfaisant aux conditions

Un~+Vn € H (Un),  |luall > nllva|.
Posons wn = Uaf||tts]. On a

lloall _ 1
—— < _—
llenll ~

L’application H étant compacte, il existe une sous-suite {w,,} qui con-
verge vers un point w*. En passant & la limite dans (1.5), ot s, Vn, s
sont & remplacer par wg,, Va,, Wa, €t en tenant compte que H est semi-
continue supérieurement on obtient w* ¢ H (w*) et [w*|=1 ce qui est
impossible.

D’aprés (1.1) il existe un nombre a > 0 tel que

Vn _
(1.5) Wt i € H(wn), |wa=1,

a
(1.8) sup o(h(u), H(u)) < S

Pour achever la démonstration il suffit done de prouver que Vapplica-
tion » admet dans la boule B, = {u: |4 < a} un point invariant au
moins. L’exigtence d’un tel point résulte du théoréme sur les antipodes
([2], p. 39) car comme nous allons démontrer 'application % satisfait
sur la sphére S;= {u: |Ju]| = a} & l'inégalité

u—h(u) # A(—u—h(—u)

quel que soit 0 < A < 1. Supposons en effet que pour un couple #%,, 4,
on ait

(1.7) tho— h(Ug) = lo(""“o_h(—“o)); UeSq;, 0<A<1.

Les hypothéses que H est semi-continue supérieurement et compacte

entrainent que tous les ensembles H(u) sont compacts. On peut donc
trouver v, e H(u,) et wye H(—u,) tels que

Q(h(“o): H(uo)) = [[we— h (%)l Q(h(_uo); H(_uo)) = |lwo— Rk (— up)ll -
Eecrivons la relation (1.7) dans la forme

(18) o g (o0— lan) — 2 (o B(— ) = 5, TET -

En tenant compte que l’application H est homogéne et que H(u,) est

convexe on obtient
1 Ay

TF A0 114

Wy € H () .

R*
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D’aprés (1.8) et la définition du nombre y(H) il en résulte

Do— h(tp) lo('wo_ h(— 1))

lluoll <y (H)

147, 1+4
et par conséquent vu (1.6)
Q(h(uo)r H(’uo)) AoQ(h(—'“o); H(—'“o)))
|l“o||<?(ﬂ)( i+7, 117,
a '
<v oy =

ce qui est en contradiction avec le fait que u, est un point appartenaut
& la sphére S,. :

1.3. En analysant de plus prés la démonstration du théoréme 1.1
il est facile de voir qu’on obtient de méme le corollaire suivant qui,
dans la théorie des opérations linéaires correspond au théoréme établissant
que les valeurs propres d’une opération complétement continue sont
isolées.

CorOLLATRE 1.2. Soit H wune application de E dans c(E) homogéne
et completément continue et telle que Uéquation (1.2) admet seulement la
solution nulle. Il existe un nombre positif y(H) tel que pour toute appli-
cation h complétement continue de E dans lui méme satisfaisant & la
condition

lim sup g(h(’u), H(u)) < L
e [l v (H)

Déquation (1.3) admet une solution au moins.

2. Applications aux équations différentielles ordinaires.

2.1. C’est la théorie des équations différentielles ordinaires qui
a servi du point de départ des considérations générales données ci-dessus.
La méthode consistant &-comparer d’une certaine fagon 1’équation non-
linéaire donnée & une inégalité différentielle a été appliquée d’abord
dans [6] (voir aussi [7]) au probléme d’interpolation. Dans ce probléme
on cherche une solution de 1’équation d’ordre n passant par » points
donnés. La méme méthode est utile dans 1’étude des problémes plus
généraux aussi bien pour 'équation d’ordre n que pour les systémes
d’équations [5] et dans la théorie des solutions périodiques [1], [8].

Le théoréeme 2.1 de la présente note généralise les résultats men-
tionnés mais quelques-unes de ses applications nouvelles exposées dans
les théordmes 2.2 et 2.3 sont données ici seulement & titre d’exemple.

2.2, Soit B™ l'espace euclidien & m dimensions et soit I C R! un
intervalle compact. Par (p,q), |p|, é(p,4) (p,q¢R™; ACRE™) nous



Une généralisation du premier théoréme de Fredholm 69

désignons respectivement: le produit scalaire de p et de ¢, la norme

euclidienne de p et la distance du point p & Vensemble 4. L’ensemble

de toutes les parties non vides convexes et fermées de B™ est noté of (R™).

TUne application F de R™ dans cf(R™) est dite continue si elle est

continue dans la métrique de Hausdorff, c'’est-d-dire si lim p, = p,
i

entz;aine
Whﬂdjst (F(.pn)yF(Po)) =0

ol .
dist(4, B) = max (supd(g, 4), supd(g, B) (4, BCE").
qe qed

Une application # de I dans cf(R™) est dite mesurable si pour tout
fermé A C R™ 1’ensemble de tous les points ¢ pour lesquels lintersection
A ~ F(t) n’est pas vide est mesurable [9]. On dit qu’une fonction F(t, p)
(resp. f(t, p)) définie dans I X R™ & valeurs dans cf (R™) (resp. R™) satis-
fait aux conditions de Carathéodory si pour tout eI elle est continue
par rapport & p et pour tout p ¢ R mesurable par rapport i i.

L’espace des fonctions @(f) & valeurs dans R™ définies et continues
dans I, muni de la norme habituelle |jz|lc = n}a}x |o(t)| est désigné par
™). ‘

Admettons les hypothéses suivantes:

1° F(t,p) est unme fonotion définie dans I XR™ premant ses valeurs
dans cf(R™) et satisfaisant auz conditions de Oarathéodory. Pour tout t e I
P(t, p) est homogéne par rapport & p (F(t, ip) = AF(t,p); p « B™, A e RY)
et la fonction numérique

- = F =
(1) Ig}gﬂf’(t,p)l (|F(t, p)) qf;,l(gmlqn

est sommable dans 1.
2° f(t, p) est ume fonclion définie dans I XR™ prenamt ses valeurs
dans R™, satisfaisant auz conditions de Oarathéodory et telle que

2.1) im2 [ sups(f(t, ), p)dt=0.
n—00 7 o Ipl<n
3° N est une application de C™(I) dams R™ continue et homogéne

(N (Az) = AN (#); @ e O™(I), AeR').

Nous allons comparer deux problémes aux limites. Dans le premier
on cherche une fonction absolument continue ¢ C™(I) satisfaisant
a Déquation différentielle
(22) o'(t) =1(t, @(t))
et & la condition
(2.3) N(@)=1r (reR™).
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Le second consiste & chercher une fonction absolument cotinue » ¢ O™(I)
vérifiant 1’équation au contingent

(2.4) z'(t) e F(t, o(t)
et la condition homogéne
(2.5) N@)=0.

‘Une fonction absolument continue qui satisfait (2.2) (resp. (2.4)) presque
partout dans I est appelée dans la suite solution de l'équation (2.2)
(resp. (2.4)).

THEOREME 2.1. Si les fonctions F, f et N satisfont aux conditions
1°, 2°, 3° ¢t si le probléme homogéne (2.4), (2.5) n’a que la solution identi-
quement nulle, il existe au moins une solution du probléme (2.2), (2.3).

2.3. Avant de passer & la démonstration du théoréme 2.1 nous
allons démontrer le suivant

LevMme 2.1. 8¢ des fonctions ya(t) (n=1, 2, ...) définies et mesurables
dans I & valeurs dans R™ vérifient Dinégalité |yn(t)| < y(t) avee une fone-
tion v sommable dans I, il existe une suite des indices an et wn systéme
de coefficients Apn (M <k <an; n=1,2,...) tels que

(2.6) Mha=1, anz=n, hnz0

k=n
et que la suite

anlt) = D) Aena(?)

le=n

converge vers une fonction zo(t) presque partout dans I.

Démonstration. Soit L*™(I) espace des fonctions z(t) définies
dans I prenant leurs valeurs dans R™ et ayant les carrés |z(¢)* som-
mables dans I. Comme d’habitude la norme dans L*™(I) est définie

par la formule
el = ( [1ampa)™

Posons wn(t) = ya(t)/¥1+v(t). On a alors

Yn(l |
ol = | m\j@ i < oo
149(t) ¥

et par conséquent on peut trouver une sous suite {ws,} et une fonction
1w, e L*™(I) telles que lim wg, = W, au sens de la convergence faible
fir—»00

dans Pespace L*™(I). En vertu du théordme de Banach-Saks on peut
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aussi admettre, en remplagant la suite {ws,} par une suite partielle con-

venablement choisie que
nt
1 2 ?
k=1

(2.7) lim

Comme les suites

n—1 nitn—1
1 ' 1 \_1
it £ L’ w Ly e
k=1 k=n2+1

tendent vers zéro, la relation (2.7) entraine

ni+n—1

12N o —w| =
Iim T L, W ’“’oL--O-

kwn
D’aprés le théoréme de Riesz il existe une suite d’indices o, > n pour

laquelle
1

an
tm G5 > wg () = wt),  an= o+ on—1
n—0

k=g,
presque partout dans I. Il en vient immédiatement que la suite

i) == D yalt)

k-dn

converge presque partout dans I vers la fonction z(t) = w,(t) ]/ 1+p(t).
Donc pour achever la démonstration il suffit d’admettre A, = 1/df 8'il
existe un indice ¢ pour lequel k= B, on < fi < an et Axa= 0 dans le
ca8 contraire.

2.4, Revenons maintenant 4 la démonstration du théoréme 2.1
Soit B le produit cartésien des espaces C™(I) et R™ muni de la norme

(2.8) (@, Pl =lllc+|p| (2 eC™(I), p <B™).
Pour tout (z,p) e £ désignons par h(z, p) le couple (&, p) tel que

i
)= [f(s,0(s)ds+p, P=N@+p—r
ta

et par H(x,p) 'ensemble de couples (%, 7) donnés par les formules

4

(2.9) Z)= [y(®)ds+p, B=N@+p, (el

l

quelle que soit la fonction mesurable y(f) satisfaisant & la condition
y(t) e P(t, z(t)) presque partout dans I.



72 A. Lasota

Si (o, p) est un point invariant de l'application &, la fonetion z con-
stitue une solution du probléme (2.2), (2.3). De méme si (@, p) € H (z, p),
la fonction @ est une solution du probléme (2.4), (2.5) et par I’hypothése
est identiquement nulle. De (2.9) il résulte que dans ce cas aussi p =0
et par conséquent (0,0) est la solution unique de I’équation (z,p)
= H (o, p).

1l est facile de prouver que dans nos hypothéses 2 est une appli-
cation complétement continue de F dans lui méme. En vertu de (2.1)
on peut aussi démontrer que les applications % et H satisfont & la
condition

li Q(h(w:.’[’)’H(m’P”
m
K, p)>00 e, D)

ol go(u, Z) (u € E, ZeH) désigne la distance d’élément « & 1’ensemble Z
définie & l'aide de la norme (2.8).
H applique évidemment B dans ¢(F) et est homogéne. Elle est aussi

compacte. En effet, ’ensemble ( L)J H(»,p) est contenu dans l’en-
- I, PYl=1

semble Z, de tous les couples (%, P) donnés par

=0

]
3it)= [y(&)ds+p, |y@)<o@), |p|<1,
L
|p| < sup |N(a)|+1.
Ikeflg=1

Comme la fonction ¢ est sommable dans I, les fonctions 7 sont bornées

dans leur ensemble et équicontinues. De plus en vertu du fait que N

est continue et homogéne sup |N(w)| est fini. Il en vient que l'en-
lizllg=1

semble Z, est relativement compact dans F.

Done, pour achever la démonstration du théoréme 2.1 il suffit de
faire recours au théoréme 1.1 et vérifier que l’application H est semi-
continue supérienrement. Soient en effet (wn, pn), (Wn, ¢a) (n=0,1,..)
des -suites satisfaisant aux conditions

Lm ||(#s— ®g, pn—po)ll = 0,  Lim |[(wn—wy, gn— )| = 0,
n—-o0 n—-oo

(’wn, Qn) GH(wn,pn) (')’lz=1,2, )
Nous allons démontrer que (wq,, qo) € H (%,, ). On a

¢
(2.10) wa(t) = [ yn(s)ds+Pn,  yals) eF(s, za(s))
b

ot
(2.11) n=N@a)+ps (n=1,2,..).
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Posons 7 = sup|lzs|lo. En tenmant compte que F(i, p) est homogéne par
k(4

rapport & p de la seconde des conditions (2.10) on obtient |ya(t)] < ne(t).
En vertu du lemme 2.1 il existe donc une fonction #,(t) et une suite
{za(t)} de la forme

en(t) = 2 Aenynl(D), X‘ Aen =1

kwn k=n

tendant vers z,(¢) presque partout dans I.

Désignons par Fyt, p) (¢> 0) l’ensemble de tous les points ¢ e R™
pour lesquels 8(q, F(t, p)) < &. L'ensemble Fy(i, p) est évidemment con-
vexe et fermé. Comme F'(, p) est continue par rapport & p, pour tout
tel il existe un indice n(f, &) & partic duquel F(t, za(t)) C Fyt, mo2)).
On a alors ya(t) € Fy(t, z(t)) et, par conséquent, aussi 2a(1) € Fy(t, aq(t))
pourvu que 7 = n(?, ¢). En passant & la limite d’abord pour » tendant
vers 'infini et ensuite pour ¢ tendant vers zéro on obtient

(2.12) 2(1) e F'(t, @,(t)) -
D’autre part de la premiére des conditions (2.10) on tire
an

¢ an
(2.13) hnwr(t) = [ za(8)ds + D henpr  (n=1,2,..).
. ;

k=n" Ramn

De P'inégalité
[ 00— é;’ Do = | ,“Zn Ten(wo— i) [}, < sup s — il

il vient que la suite

Zﬂl Apnwi(2)

kmn

converge vers w,(t) dans I. La relation (2.13) entraine alors

[
(2.14) wilt) = [ zls)ds +po.
to

Enfin en passant & la limite dans (2.11) on obtient immédiatement
(2.15) go = N (@) + Do -

Les relations (2.12), (2.14) et (2.15) désignent par définition que (wy, ¢o)
€ H(@y, o). L'application H est donc semi-continue supérieurement et le
théoréme 2.1 se trouve ainsi démontré.
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2.5. En vertu du théoréme 2.1 il est facile d’établir des conditions
assurant non seulement l’existence mais aussi 1'unicité de solutions du
probléme (2.2), (2.3). Considérons notamment les hypothéses 4° 5°
suivantes:

4° f(t, p) est une fonction définie dans I XR™ prenant ses valeurs
dans R™ et satisfaisant aux conditions

ft, ) — 1t p) Bty a—p), [ 12, 0)]dt < oo
I

Pour tout p e R™ la fonction f(t, p) est mesurable par rapport & i.

5° N est une application lindaire (additive, homogéne) et continue de
C™I) dans R™. '

Il est clair que des fonctions f, F', N satisfaisant anx conditions 1°,
4°, b° vérifient aussi 1° 2° 3° De plus dans les hypothéses 4° 5° l'uni-
cité de la solution nulle du probléme :(2.4), (2.5) entraine l'unicité de
solutions du probléme (2.2), (2.3). On a alors le

COROLLAIRE 2.1. 8¢ les fonctions f, F, et N satisfont aux conditions
1°, 4°, 5° et si le probléme homogéne (2.4), (2.5) n’a que la solution identi-
quement nulle, il existe exactement une solution du probléme (2.2), (2.3).

2.6. Comme un exemple nous allons considérer le systéme (2.2)
avec la condition

(2.16) zla)+Az(B)=r (B>a).

Le probléeme (2.2), (2.16) concerne en particulier (pour A= —1, » = 0)
la question d’existence des solutions périodiques de période f— a. Mais
nous allons d’abord étudier le cas plus simple on |4 # 1.

LemMz 2.2. Supposons qu'une fonction absolument continue x e C™([a, #])
satisfasse & la comdition (2.16) pour » = 0 et & U'inégalité

(247) 2(9)] < oWl ()]
o

F]
(2.18) [ mltydt < |mla]|.

Dans ces hypothéses x est identiquement nulle.
Démonstration. Posons 2(1) = |2(t)]. On a alovs

| @), ot
) = Q2 0) s N < ooy

d’ol en vertu de (2.17) on obtient

|2'(8)] < mo(t)2(2)



Une généralisation du premier théordéme de Fredholm 75

et par conséquent

.

|§ F,,(a)d8|
(2.19) 2(1) < 2(fp)et
quels que soient ?, %, €[a, f]. Donc la fonction z(t) ou bien est identi-
quement nulle ou bien est différente de zéro dans tout intervalle [a, 8]
Cependant le second cas est impossible. En effet, d’aprés (2.16) (pour
r=0) et (2.19) on ait

: g
||| = 1n-z-%}<!yo(s)ds ’

ce qui est en contradiction avec (2.18).

THEOREME 2.2. 8¢ la fonction f(t, p) définie dans [a, B] X B™ & valeurs
dans R™ satisfait aux conditions de Carathéodory et & Vimégalité

(2.20) |7ty 2| < o) 2|+ (t)

olt p, est sommnable dans [a, B] et u, vérifie (2.18), il existe au moins une
solution du probléme (2.2), (2.16).
81 la fonction f(t,p) satisfait a la condition de Lipschilz

(2.21) (3, p)— 1 (1, ©)] < po(t)|P—q|
cette solution est unique.
Démonstration. Posons

Fyt,p)={g: ¢<RB", |q] < m(t)|p]} ,
11 est clair que ¥, est une application de [a, f]x R™ dans cf(E™) homo-
géne par rapport a p satisfaisant aux condition de Carathéodory. De plus
en vertu du lemme 2.2 il résulte que le probléme

] w'(t) e Boft, m(1)), @(a)+Am(f) =0

admet seulement la solution nulle. D'aprés (2.20) (resp. (2.21)) on tire
Aussi

6(f(i,p),Fo(t,p)) < (t)  (vesp. f(t, @)—1(t, p)e Fy(t, q—7)) .

Donc pour achever la démonstration il suffit de se référer au théoréme 2.1
(resp. corollaire 2.1).

L’évaluation (2.18) est la meilleure possible de ce type. Plus pré-
cisement le théoréme 2.2 ne reste pas valable si le signe de l'inégalité
forte dans (2.18) est remplacé par celui de l’inégalite faible. En effet,
on peut vérifier par un caleul simple que toute solution de 1’équation

(2.22) 2 (1) = — po(t) (1)

ol
#
| wo(t)dt=In(—12), i<—1
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satisfait & la condition homogeéne «(a)4 Az(f)= 0, et par conséquent
pour # # 0 le probléme non homogéne (2.22), (2.16) n’admet pas de
solutions.

2.6. Passons maintenant & Yétude du probléme (2.2), (2.16) dans
le cas ou |A| = 1. La méthode que nous allons utiliser est un peu ana-
logue & la méthode des fonctions dirigeant de Krasnosielski-Pieroff [3].

Soit w(p) une forme quadratique et soit v(p) le gradient de w(p)

(2.23) v(p) =gradw(p).

3

On 2 alors le suivant

LEMME 2.3. Supposons qu'une fonction absolument continue e 0" ([a, 1)
satisfasse & la condition (2.16) pour |A] =1, r =0 et aum inégalités

s
(2.24)  [vfo@®), 2®) = o), [omdt>0, o(t)=0

(2.25) j2(8)] < ()| (2)]

o u est sommable dans [a, B] et v est définie par (2.23). Dans ces hypo-
théses o est zde'rmquement nulle.

Démonstration. De (2.25) il résulte que la fonction m(t) ou bien
est différente de zéro dans tout 'intervalle [a, 8], ou bien est identique-
ment nulle. Supposons que la premiére possibilité ait lien. On a alors,
vu (2.24),

B B B
[ plo@), 2’@)dt = [ o@)atpat > m1n|m B [ ot)ydi> 0.

D’autre part d’aprés (2.23) et (2.16) (pour |A|=1, = 0) on obtient

f(v(w(t)), -T"(t))dt = (o(m(ﬁ))_ w(a:(a)) —0

ce qui est impossible.
THEOREME 2.3. §i la fonction f , D) & valeurs dans R™ vérific dans
Vensemble [a, ] X B™ les conditions de Carathéodory et les inégalités

B
(226)  (f(t,p),0@) > 0@pl,  [od>0, o(t)>0,

a

(2.27) [7(t, p)| < p()(1+|p|)

ol p est sommable dans [a, f] et v(p) est définie par (2.23), il ewiste au
moins une solution du systéme (2.2) satisfaisant auw conditions (2.16)
avee |4 =1.
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Démonstration. Soit #, lapplication de [a, B]XR™ dans cf(RB™)
définie par '
Fy(t,p) ={q: ¢¢B", (g, v(p)) >ko()|p la| <2u()|p|}.

11 est facile de vérifier que F, est homogéne par rapport & p et satisfait
aux conditions de Carathéodory. D’aprés le lemme 2.2 il résulte que
le probléme homogeéne

o'(t) e Fuyft, 2(1), a(a)+(f)=0 (=1

admet seulement la solution nulle.
Posons

g(t, p) = ——lpl"fl’p]r) y el =1,

En vertu de (2.26) et (2.27) on a
g(t, p) e Fy(t, p), If(tap)—g(til’)l < p(?)

5(f(t,P),F1(t’P)) < |f(t’1’)_g(ts?)| < ufl).

Notre théoréme est donec une conclusion immeédiate du théoréme gé-
néral 2.1.

d’ol
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