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Klassifikation der linearen homogenen geometrischen
Objekte vom Typus J mit messbarer Transformationsregel

Von A. Zajrz (Krakow)

1. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden alle linearen homo-
genen geometrischen Objekte vom Typus J (vgl. [1], S. 47) mit belie-
biger Anzahl der Komponenten und mit messbarer Transformationsregel
klassifiziert.

Das sind die Objekte, deren Komponenten (w,, ws,..., ®,) sich
nach der Regel

(1) Q =F(J)Q

transformieren, wobei J die Jacobische Determinante der Koordinaten-
transformation bedeutet, F eine quadratische Metrix n-ter Ordnung ist
und £, £’ Matrizen mit n Reihen und einer Spalte
@, o
Q=|:1, L =|:

WOy W,

darstellen. Wir werden voraussetzen, dass die Funktion F(J) mit Matrix-
werten messbar ist.

Die Bestimmung aller Objekte (1) spielt eine besondere Rolle in
der Klassifikation beliebiger linearer homogener geometrischer Objekte.
Es geniigt zu erwihnen, dass jedes obengenannte Objekt, dessen Kom-
ponentenzahl kleiner als die Dimension des Raumes ist, ein Objekt vom
Typus J darstellt [7].

Bisherige Resultate umfassen die Fille » = 1, 2, 3. Insbesondere
wurde bewiesen, dass jedes lineare Objekt (1) mit einer Komponente
entweder dem Skalar :

o =w, we{(—o0, o)
oder dem Biskalar .

o' = (sgnd)w
oder der Weylschen Dichte vom Gewicht —1

o = |J|o
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oder der gewohnlichen Dichte vom Gewicht —1

o =dJw
(die mit der s.g. G-Dichte vom Gewicht —1 zusammenfillt) dquivalent
ist, [7] ().

In ihrer Mehrbeit werden die Objekte (1) den Vereinigungen der-
jenigen einkomponentigen Objekte dquivalent.

Volle Klassifikation der Objekte (1) mit zwei und drei Komponenten
wurde in den Arbeiten [5] und [6] von M. Kucharzewski und M. Kuczma
durchgefiihrt.

Im Paragraphen 2 geben wir eine allgemeine Methode der Unter-
suchung der Aquivalenz der linearen homogenen J-Objekte an. Die

Formeln (4) konnen zugleich zur Konstruktion der Skalarkomitanten
dieser Objekte dienen.

2. Hilfssiitze. Einer der Grundbegriffe dieser Arbeit ist der Begriff
des Vereinigungsobjektes (vgl. [1], S. 13). In der Darstellungstheorie
entspricht ihm der Begriff des direkten Produktes von Darstellungen.
Sind ndmlich die Objekte £,,..., Q. mit den Wertebereichen (Fasern,
vgl. [4]) X,,..., X, gegeben, so hat das Vereinigungsobjekt

(2) Q =(‘Q’17"‘1'Qk)
die Menge X, X X, X ... X X, als Faser und es transformieren sich seine

Bestandobjekte £2; nach eigenen Transformationsregeln.

HIursSATZ 1. Ist eines der Objekte 2, (z.B. £2,) von den ibrigen funk-
tional-abhdngig, d. h. 2, = (2, ..., 2,_,), so ist das Objekt (2) dem
Vereinigungsobjekt (2., ..., 2,_;) dquivalent (in diesem Sinne kann £, aus
(2) eliminiert werden).

Die verwandte Aquivalenz wird durch die umkehrbare Abbildung
(-Qn vy 82 1) — (91, veey -Qk-n ‘P(-Qu cevy 'Qk—l))
erzeugt.
HAUPTHILFSSATZ. Ist ein Objekt 2 mit der Transformationsregel (1)
und eine aus thm gebildete nichtiriviale gowhnliche Dichte vom Gewichi —1
(3) 6' =J6, 6 =¢(2) #0

gegeben, so gelten folgende Behauptungen
I. Das Funktionensystem ‘

(4) = F_1(9)9|o=¢(n),

(1) Die zitierte Literatur ist nicht vollstindig. Betreffs der hier nicht erklirten
Definitionen verweisen wir den Leser auf [1] und [4].
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wo X eine einspaltige Matriz der Funktionen o, 0y, ..., o, bedeutet, stellt
ein Sysitem von Skalarkomitanten von Q dar.

II. Das Objekt 2 ist im Definitionsbereich der Funktion ¢ () (bezeich-

net durch Do) dem aus einer gewohnlichen Dichte vom Gewicht —1 und n
Skalaren bestehenden Vereinigungsobjekt

(5) ' (6,2) =(0,01y...5 0,)
mit folgender Untermenge von R™!
(6) {(6,2); 0 #0,F(6)2e Dy}

als Faser, dquivalent.

III. Ist Dy = R™\ {0}, so ist Q im ganzen Raum R" der Vereinigung
(5) mit der Hyperfliche (6) (3) und mit dem Nullpunkt (0...0) als Faser
daquivalent.

Im Fall F(J) = F(|J]) gelten obige Behauptungen auch wenn 6 eine
nicht verschwindende Weylsche Dichie (kurz W-Dichie) vom Gewicht —1 ist.

Beweis. Gemiss der Gruppenbedingung der Transformationsregel (1)
geniigt die Matrixfunktion #(J) der Funktionalgleichung

(7) | F(J J,) = F(J) F(J)
fir alle reellen J;, J, s 0. Daraus und aus (1), (3) und (4) folgt

2 =FY¢\Q =F'(JOFJ)Q
— (B FO) ' FQ =F ()2 =2
d.h. die Behauptung I.

Zum Beweis der Behauptung II geniigt es zu bemerken, dass die
Abbildung

(8) 0 =9(R), Z=TF10)L_gpq
umkehrbar ist. Die Umkehrabbildung
9) Q=F6)2

bildet eine Hyperfliche (6) auf die Menge D, ab.

Um den Punkt ITT zu erhalten, erginzen wir die Abbildung (8) durch
die Zuordnung der Nullpunkte der Komponentenriume R™ und R™*!,

Den letzten Teil des obigen Hilfssatzes priift man leicht analoger-
weise nach.

Bemerkung 1. Sind die Funktionen F(J) und ¢ () stetig, so sind
auch die Funktionen (8) und (9) stetig und folglich sind die Objekte 2
und (d) stark dquivalent (vgl. [4], S. 41), d.h. es gibt ein Homeomorphism
zwigschen ihren Fasern.

(?) Derer Gleichungen sind X = F-1(8)Q, 8 # 0, Q¢ Dg.

3 — Annales Polonici Mathematici XXVI
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3. Kanonische Form der allgemeinen Losung der Gleichung (7).
Ist F(J) eine Losung der Matrizenfunktionalgleichung (7), so gilt dies
auch fiir die Funktion CF(J)C~', wo C eine beliebige nichtsingulire
Matrix bedeutet. Uberdies sind die Objekte mit den Transformationsfor-
meln (1) und

Q = COF(J)0'Q

stark dquivalent (siehe z.B. [5] S. 32). Deshalb geniigt es bis auf Aqui-
valenz nur die moglich einfache (kanonische) Form der Lésung F(J) zu
betrachten.

Fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

und

B A

ab 10
A = ’ E = ’
—~b a 01
wo a und b — reelle Zahlen sind. Die Matrizen K und L sind also die
reellen Jordanschen Kiéstchen.
Wie in der Arbeit [8] von M. Kuezma und A. Zajtz gezeigt wurde

ist die kanonische Form der allgemeinen Lésung der Gleichung (7) eine
verallgemeinerte Diagonalmatrix mit den Blécken F,(J), d.h.

mit

F(J) = {F1(J)y ..., F,(J)}
wobei jedes F,(J) eine der folgenden Matrizen

(10) |71%, (sgnd)|J|%, [JI*, (sgnd)|T|*
darstellt.
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Die Exponentialmatrizen |J|* and |J|” aus (10) sind von der Gestalt

1
In|J| 1
1J|K e iIn?|J| InjJ| 1
(11) =19 l.,..... : :
1 n—-1
m‘"lﬂ IJl . e lnlJI 1
und
B cs 1
—8 ¢
le 1s c S
—Is le —s ¢
I :.
Ec 585 le ls; ¢ s:
(12) " =| _p ; : ,
o1 s ch—ls lec: —s ¢:
1ln——1 ,ln—l .
c
(—1} (-1t
_in—l -1 c 8
=1’ et O P —s ¢ )
WO

¢ = [J|%cos(bln|J|), s = |J|%sin(bln|J|), ! =bln}J|.

Laut der Zerlegung von F(J) zerlegt sich das, dem ¥ (J) entspre-
chende Objekt 2 in die Objekte £, mit den Transformationsregein

(13) -0, =F,(J)2,,

Q kann dann als das Vereinigungsobjekt (2., £,, ...) betrachtet werden
und infolgedessen kann man das Klassifikationsproblem fiir 2 auf die
Klassifikation der Faktorobjekte £, zuriickfithren. In dem folgenden

klassifizieren wir die Objekte 2, in Abhingidkeit von der Gestalt der
Matrix F,(J) in (13).



36 A. Zajtz

4. Fall F(J) = |J|¥ (bzw. F(J) = sgnJ|J|X). In diesem Fall trans-
formieren sich die Komponenten des Objektes 2 folgendermassen

w; = |J]%wy,

o = (s + oin ),
@0 o = 1o+ oslal]+ 5 walnti),

-------------------------

, 1
ol = |J|a(w,,+w,,_11n1J| Ly

bzw. multiplizieren sich die rechten Seiten dieser Gleichungen durch sgnJ.
Fithren wir folgende Bezeichnungen fiir gewisse Untermengen des
Komponentenraumes R" ein

Wit o, #0,
Wz: Wy, = 0’ Wo -_,&0,

------------------

(15)

d.h. W, ist die Menge aller Punkte (w,, ..., »,) fir die o, # 0, u.s.w.
Nun wollen wir zwei wesentlich voreinander verschiedene Unterfille:
a # 0 und a = 0 unterscheiden. A
1. a # 0. In der Menge W, transformiert sich, nach (14), die Kom-
ponente w, d.h. die erste von Null verschiedene Komponente, als eine
W-Dichte vom Gewicht — a. Folglich stellt das Objekt

(16) 0, = || ?sgn o

eine W-Dichte vom Gewicht —1 dar. Um die Behauptung II zu benutzen,
setzen wir

Z =FY0,)0

und nach (16) ¢(Q2) = 6,(R). Die Matrix F'(6) ist diesmal gleich der
Potenz [0~ und hat folgende Form

1
—In|f] 1

1
0% — (o= | 5y %161 —Inje] 1

---------------

(—1y

= ln”“|6]’... —In|6] 1
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Die Abbildung (8) fiihrt die Menge W, in folgende Untermenge S,
von R"t! (Raum der Veridnderlichen 6,0, ..., o,) iber:

(17) 8: 0 #£0,0, =... =0;_, =0, 0, =sgnbh.

- 8, ist zugleich die Untermenge (6) aus der Behauptung II. Gemiss
dieser Behauptung ist £ im Gebiet W, dem Vereinigungsobjekt (5) mit
dem Gebiet (17) als Faser, dquivalent. Da die diese Aquivalenz erzeu-
genden Abbildungen

6 = |og)®sgney, X =672

und die zu ihr umgekehrten
Q= |0x

stetig sind, so sind diese Objekte stark dquivalent.

Insbesondere ist das Objekt £ im Gebiet W,, d.h. ausserhalb der
Hyperebene o, = 0, der Vereinigung (5) im Gebiet S;: o, = sgnf # 0
aquivalent. In 8§, ist also die Komponente o; von 6 funktional-abhingig
und laut des Hilfssatzes 1 kann sie von dieser Vereinigung eliminiert
werden. Folglich ist £ ausserhalb der Hyperebene w = 0 dem Vereini-
gungsobjekt
(18) (0 03y ...y 0,)

einer nicht-verschwindenden W-Dichte vom Gewicht —1 und (n—1)
Skalaren dquivalent.

Das Aquivalenzproblem fiir 2 in der Hyperebene w, = 0 betrachtet
man auf den in ihr enthaltenen Gebiete S,, 8;,... n.s.w. Unter analoger
Benutzung des Hilfssatzes 1 erhilt man in diesen Fillen die starke Aqui-
valenz des £ zum Vereinigungsobjekt von einer oben erwiahnten Dichte
und von den entsprechenden n—2, n—3, ..., 0 Skalaren. Nach Zuordnung
dem Nullpunkte von £ des Nullpunktes 6 = ¢; =... = 0, = 0 von (5)
haben wir das Aquivalenzproblem im ganzen Komponentenraum R"
gelost. Obige Resultate erlauben uns den folgenden Satz auszusprechen.

SATz 1. Im Fall F(J) = |J|X und a £ 0 ist das Objekt (1) dem Verein-
gungsobjekt von einer W-Dichte 6 vom Gewicht —1 und (n—1) Skalaren
dquivalent, mit der Bedingung, dass falls 0 = 0, alle Skalare verschwinden (3).

Bemerkung. Das oben erwihnte Vereinigungsobjekt von der
Gestalt (18) ist der Vereinigung von » W-Dichten vom Gewicht —1 dqui-
valent. Die Aquivalenz der Dichtenfolge 6, = 6,0,,..., 0, zu dem (18)
kann mit Hilfe der Abbildung o; = 6;/6, (¢+ = 2,...,n) falls §; # 0 und
der zusitzlichen Zuordung (0,...,0)« 0, =... = 0, = 0 realisiert werden.

(®) Das bedeutet, dass dieses Objekt ausser des Nullpunktes keine einpunktigen
transitiven Fasern besitzt.
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2. Fall ¢ = 0. Aus (14) folgt, dass w, diesmal ein Skalar ist und
falls w, # 0 stellt das Objekt

(20) 0 = exp(w,/w,)

eine nichttriviale Dichte vom Gewicht —1 dar. Die entsprechende Ab-
bildung (8) fihrt jetzt das Gebiet W, in die Hyperebene o, = 0 mit
Bedingung 6 # 0 (die Untermenge (6)) iiber. £ ist damit auf W, der
Vereinigung einer Dichte vom Gewicht —1 und (n—1) Skalaren
Ory gy «+-y Opy WO 0, # 0, Aquivalent.

In den Gebieten W,,..., W, _, erhdlt man analoge Behauptungen;
nur die Anzahl der von Null verschiedenen Skalare ist ensprechend
kleiner. In W, kann man keine nichttriviale Dichte bilden, in diesem
Gebiet stellt 2 ein Skalar (= w,) dar. Im vorhergehenden IFall enthilt £
nur eine einpunktige transitive Faser und nidmlich den Nullpunkt. Jetzt
aber besitzt es die ganze Gerade W, derartigen Fasern. Dies bedeutet,
dass die den Fillen @ # 0 und ¢ = 0 entsprechenden Objekte nichtiqui-
valent sind. Es gilt also den folgenden.

SATZ 2. Ist tn den Formeln (14) a = 0, so ist das Objekt 2 dem Verei-
nigungsobjekt von einer W-Dichte vom Gewicht —1 und (n—1) Skalaren
dquivalent, mit der Bedingung, dass falls die Dichie gleich Null ist, dann
genau ein Skalar von Null verschieden ist. Den Fillen a = 0 und a # 0
entsprechenden nichtiquivalente Objekte.

Im Fall F(J) = sgnd |J|¥ ist unser Gedankengang ganz analog wie
der obige. Die Formeln (16) falls @ #* 0 und (20) falls ¢ = 0 definieren
diesmal entsprechend eine G-Dichte und eine W-Dichte vom Gewicht —1.
In die Formeln (4), (8) und (9) setzen wir |6| ein. Infolgedessen sind die
Grossen X = |0]"¥ Q die Biskalare und das Objekt (5) besteht aus einer
G-Dichte bzw. einer W-Dichte und Biskalaren. Die Bedingungen (6)
fiir die Faser dieser Vereinigung sind dieselbe wie im Fall F(J) = |J|X.
Auf diese Weise bekommen wir den folgenden

SATZ 3. Im Fall F(J) = sgnd |JIX ist Q der Vereinigung einer G-
-Dichte vom Gewicht —1 falls a # 0 und einer W-Dichie vom Gewicht —1
falls a = 0 und n—1 Biskalare dquivalent, mit denselben wie in den Sdtzen
1, 2 Bedingungen auf die Wertebreiche dieser Vereinigung.

Bemerkung. Ist die Komponentenzahl » = 1, d.h. besitzt das
Objekt (14) nur eine Komponente w,, so ist es einfach einer der in der
Einleitung erwihnten Grossen &dquivalent. Obige Formulierungen ent-
sprechen eigentlich dem Fall n > 2. Im folgenden wird die Ordnung
der Matrix F(J) eine gerade Zahl, ihr entspricht die Komponentenzahl
des Objektes, die wir mit 2n bezeichnen werden.

5. Fall F(J) = |J|¥ (bzw. = (sgnd)|J|¥). Die explizite Form der
Transformationsregel (1) ist diesmal die folgende
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W, = 0;¢+ w,8,

w, = — w8+ w,e¢,

w; = WyC+ w,S+ w, el + w,sl,
wy = — g8+ w6— w814 wyel,

(21)

---------------------

---------------------

n—1 n—1
Wyp_1 = Wap_ 1€+ Wgp8+ ... [w,6l"™" + w817 7],

o1

[ — 0 8l" 14 w,cl™ 1],

1
Wop = — Wgp_ 18T WypCt ... +m
wo ¢ = |J|*cos(bln|J|), s = |J|®sin(bln|J}), ! = bln|J| (bzw. multipli-
zieren sich die rechten Seiten dieser Formeln durch sgndJ).
In diesem Fall sind die Mengen (15) den Transformationen (21)
gegeniiber nicht invariant. Zur Untersuchung des Aquivalenzproblems

filhren wir jetzt in die Betrachtung folgende Untermengen vom Kom-
ponentenraum R™ ein:

Z;: oi+w; >0,
(22) Zy: 0, = w, =0; oit+wi>0,
Zp: 0 = @y = oo = Wgy_y =0, @ ,+wh, > 0.
Diese Untermengen sind hinsichtlich der Transformationen (21)
invariant.
1. Fall a + 0. Das Objekt
23) 0 = (ol

stellt im Gebiet Z, eine nichverschwindende W-Dichte vom Gewicht —1,
dar. Um die explizite Form der Matrix F~! (8) zu bekommen, setzen
wir in der Matrix (12) 0 statt J ein und 4dndern das Zeichen bei jedem
sin(bln 0) auf das entgegengesetzte. Die durch die Formel (4) bestimmten
Skalaren (d.h. X = F(|6|)"' Q) erfilllen nur die folgende Beziehung

(24) A+ot =1

trotzdem sind sie unabhédngig, wenn £ die ganze Menge Z, durchliuft.

Die Faser (6) ist damit durch die Gleichung (24) mit zusitzlicher
Bedingung 6 > 0 bestimmt. Im Gebiet Z, wird die entsprechende Faser
(6) durch folgende analoge Formeln bestimmt

6>0, o =0,=0, di+o}=1,
U.8.W.
Im Fall F(J) =sgnJ|J|¥ und a # 0 bestimmt die Formel (23)
auch eine W-Dichte vom Gewicht —1 und die Fasern (6) haben dieselbe
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Form wie die obigen. Diesmal aber sind die Grossen X' die Biskalare.
Wir konnen folgenden Satz aussprechen

SATzZ 4. Im Fall F(J) = |J|¥ (bew. F(J) =sgnd |J|X) und a #0
ist das Objekt Q dem Vereinigungsobjekt von einer W-Dichte vom Gewicht
—1 und 2n—1 Skalaren dquivalent, (bzw. Biskalaren) mit der Bedingung,
dass falls die Dichte verschwindet, auch alle Skalare (Biskalare) verschwinden
und mit der Bedingung o%,_,+ 0ok =1 fiir 2<k<n, wenn o = ... =
= Oy = 0.

2. Fall @ = 0. Zuerst geben wir eine theoretische Vorbereitung,
indem wir den Begriff des ,,Kreisobjektes’ einfiihren, der in dieser Form
(und unter dieser Benennung) nicht auftratt.

Bezeichnen wir mit (Modc) die Aquivalenzrelation: a ist kongruent
mit b dann und nur dann, wenn ab~! eine Potenz ¢* (k — eine e ganze Zahl,
a, b reell und # 0, ¢ # 1) darstellt.

DEFINITION. Das geometrische Objekt erster Klasse mit der Trans-
formationsregel
(25) 6’ = |J]6 (Mode)

nennen wir ein Kreisobjekt mit Periode ¢, und das mit der Transformations-
regel

—sgnJ

(26) o' — |J]0exp— Ine (Modc?)

ein Bikreisobjekt mit Periode ¢ (*).

Die Wertebereiche (Fasern) dieser Objekte sind die Intervalle, deren
Endpunkte identifiziert sind, d.h. beide sind dem Kreis homeomorph.
Dem Objekt (25) entspricht das Intervall [1,c¢) und dem Objekt (26)
[1, ¢2).

Das Objekt (26) kann man als Produkt des Objektes (25) und des
folgenden

1—sgnd
27) ' — exp (—%)r (Mod &%),

das wir den verallgemeinerten Biskalar nennen, erhalten. Nach (27) =
nimmt zwei Werte an, nimlich z und ¢r. Fir ¢ = —1 bekommen wir
einen Biskalar.

Behauptung 1. Je zwei Kreisobjekte mit verschiedenen Perioden ¢
(¢ > 1) sind nicht dquivalent. Dasselbe betrifft die Bikreisobjekte. Im

(*) Das sind keine linearen geometrischen Objekte, weil ihre Transformations-
formeln in der Form 6’ = f(J)0 nicht aufgeschrieben werden konnen. Solche perio-
dischen Objekte kann man als die Pseudoobjekte betrachten, derer Fasern die Aqui-
valenzklassen K (Mode¢) enthalten.
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Gegenteil, sind alle verallgemeinerten Biskalare fiir beliebige ¢ # 0 unte-
reinander dquivalent, insbesondere sind sie dem Biskalar dquivalent.

Der erste Teil der Behauptung folgt daraus, dass die stationdren
Untergruppen dieser Objekte fiir verschiedene ¢ verschieden sind (vgl. [3]);
sie sind namlich die folgenden

H={J; |J| =c} fiir (25),
H={J; d =(—c)} fiir (26).
Um den zweiten Teil zu beweisen, bemerken wir nur, dass die Ab-
bildung

T >0 ’ 611: —-> 020
eine Aquivalenz zwischen den verallgemeinerten Biskalaren mit den
beliebigen Konstanten ¢, und ¢, erzeugt.

Behauptung 2. Das Kreisobjekt mit Periode ¢ ist dem linearen
homogenen Objekt mit zwei Komponenten und mit der Transformations-
regel

(28) w, = w,co8(bln|J|)+ w,sin(bln}J|),

w, = — w;8in(bln|J|) + wycos(bln|J|),
d.h.
0 b

0 = |J|[—b o] .Q,
aquivalent.
Entsprechend, ist das Bikreisobjekt mit Periode ¢ dem Objekt mit
der Transformationsregel

w; = sgnd [w,cos(bn|J|)+ w,sin(bln|J]|)],

(29) wy = 8gnd [ —w,sin(bln|J|)+ w,cos(bln|JI|)],
d.h.
0 b]
Q' =sgnd|J|'? Y Q,
dquivalent.

In der Tat; die Aquivalenzabbildung zwischen den Objekten (25)
und (28) ist die folgende

27In 6 sin 2nIn6
w - .
) 2 e

Diese Funktionen sind umkehrbar; 0 ist daher eindeutig im Intervall
[1, ¢) durch die Komponenten (w,, w;) bestimmt.

Dieselbe Formeln (30) bestimmen, falls 6 das Bikreisobjekt (26)
bedeutet, die Aquivalenz des 6 mit dem Objekte (29), w.z.b:w.

(30) w,; = COS

Inc
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Wir kehren jetzt zur Klassifikation des Objektes 2 mit der Trans-
formationsregel (21) im betrachteten Fall a = 0 zuriick.
Im Gebiet Z, definieren wir die Funktion

(31) 6 = exp(¢/b),
wo ¢ (eindeutig) im Intervall [0, 2x) durch die Formeln

W, Wy

l/cuf + w§

(32) cosgp = —, Sing =

Vol + w?
bestimmt ist. Der Winkel ¢ transformiert sich nach (21) wie folgt
(33) ¢ = ¢+bln|J| (mod2x).

Daher stellt 6 ein Kreisobjekt mit Periode ¢*™°, dar es gilt ndmlich
nach (31) und (33)
(34) C 6" = |J|6 (Mode’™), Oe[l,e™).

Aus der Gestalt (12) der Matrix |J[“ folgt, dass folgende Identitit
stattfindet

(35) (JIE = |J|E,  wo |J| = |J| (Mode*™),

d.h. diesmal gilt F(J) = G(J’). Demnach stellen die Grossen (4) die
Skalare dar: wir haben nimlich

=0 = (6D EIIF R = (116D TP R = (6] PR =X

Die Faser (6) ist jetzt durch die Bedingung o, = 0 bestimmt. In
den nidchsten Gebieten Z,,Z, ist die Lage ganz analog, entsprechende
Fasern (6) sind die Ebenen

u.8.W. ‘

Im Fall F(J) = sgnd|J|E bestimmt die Funktion (31) mit den
Formeln (32) ein Bikreisobjekt 6 mit Periode ¢™°; 6 transformiert sich
namlich wie folgt

(1l —sgnd)

0" = |J|Oexp 55

(Mod &®™),  0e[1, ™).

Entsprechende Grossen 2 sind diesmal die Biskalare und die Fasern
(6) sind dieselbe wie im vorigen Fall. Schliesslich gilt der folgende

SATz 5. Im Fall F(J) = |J|Z (bew. F(J) = sgnd |J|¥) und a =0
ist das Objekt (21) dem Vereinigungsobjekt von einem Kreisobjekt mit Periode
™ und 2n —1 Skalaren (bzw. von einem Bikreisobjekt mit derselben Periode
und 2n —1 Biskalaren) dquivalent, mit der Bedingung, dass falls das Kreis-
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objekt verschwindet, so auch alle Skalare verschwinden. Je zwei Objekte (21)
mit verschiedemen Konstanten b > 0 sind nichtdquivalent.

Die bisherigen in den Paragraphen 3, 4, 5 enthaltenen Resultate
erlauben uns den folgenden allgemeinen Satz zu formulieren.

SATZ 6. Jedes lineare homogene geometrische J-Objekt mit n Kompo-
nenten und mit messbarer Transformationsregel ist der Voreinigung von w
einkomponentigen Objekten dquivalent, unter denen nur die folgenden
Typen auftreten:

die Skalare die G-Dichten,
die Biskalare  die Kreisobjekte,
die W-Dichten die Bikreisobjekte.

Die Bedingungen fiir die Wertebereiche dieser Vereinigungen hingen
von der kanonischen Form der Matrizen F(J) ab, und sind in den Sitzen
1—5 ausfiihrlich bestimmt.

Wir bemerken, dass die zwei letzten Typen von den oben erwihnten
Objekten im Grunde die einparametrigen Scharen nichtidquivalenter
Objekte darstellen.

Statt der Kreisobjekte bzw. Bikreisobjekte, derer Transformations-
formeln nicht stetig sind und die keine linearen Objekte darstellen, kann
man die sich stetigerweise transformierenden Objekte (28) bzw. (29)
mit zwei Komponenten, zur obiger Klassifikation annehmen.
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