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Uber Differentialkomitanten erster Ordung II

Differentialkomitanten von zwei kovarianten Vektorfeldern

von S. GOorABR (Krakéw)

In dieser Note werden wir beispielsweise eine Anwendung der ana-
lytischen Methode geben und die skalaren und vektoriellen Differential-
komitanten von zwei kovarianten Vektorfeldern bestimmen.

Wir werden den Fall n = 2 behandeln und wir bemerken hier, dafl im
Falle n > 3 die Situation ganz anders aussieht. Die Behandlung des allge-
meinen Falles (» > 3) behalten wir zu einer anderen Verdffentlichung vor.

SaTz 1 (). Alle Differentialkomitanten erster Ordnung vom zwei ge-
gebenen linear unabhdngigen kovarianten Vektorfeldern w;, v; in X,, die
von der Regularititsklasse CV sind und die selbst ein kovariantes Vektorfeld
darstellen, sind in der folgenden Formel enthalten

(1) ki = a(oyy e2)us+ B0y 02)05,

wo a, f beliebige Funktionen von zwei Verdnderlichen sind und o; folgender-
mapen definiert sind

2) 0, = Oy Uy — 0, Uy 05 = 00, — 0,0
1 ulva— ualgl ! 2 'll;l’Ug— uz'vl )

Beweis. Da k;, d.h. die gesuchte Komitante eine Differential-
komitante erster Ordnung sein soll, so haben wir

(3) k; = fi(ui, 05y Ogus, Ov5)y, j=1,2,

(akm = au,-/aé‘k, k, 1= 1, 2).
Die Funktionen f; sollen von dem betrachteten Koordinatensystem

unabhingig sein. Andererseits transformieren sich die wu;,»;, k; nach
derselben Transformationsregel

(4) U= Afup, T=Abv., k= Alk,

(*) Dieser Satz stammt vom Herrn 8. Topa. Ein Beweis mit Hilfe der originellen
Methode des Verfassers wird in demselben Band an anderer Stelle gebracht.
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wo mit A¥ kurz die ersten partiellen Ableitungen der Koordinatentransfor-
mation bezeichnet wurden

Ak =%

o&;

Da die Transformationsweise der partiellen Ableitungen 0yu;,d,v; die
Existenz von zweiten partiellen Ableitungen der Koordinatentransfor-
mation

ko %k

0£;0&4
benotigt, so beschrinken wir uns im folgenden auf die Pseudogruppe
der Transformationen von der Regularititsklasse C®.

Die Transformationsweise der Ableitungen 0,u; lautet folgender-
maben

(5) oy = ArAloyu;+ Al

aus welcher geht hervor, daB oju; kein geometrisches Objekt darstellt.
Aus der Voraussetzung, dall k; ein kovariantes Vektorfeld darstellt,
folgt, daBl folgende Funktionalgleichungssystem bestehen muB

Ag‘f'(u"’ Uiy O iy O W) = fi(Uiy Biy Onsy Oxg), Jj=1,2,

wo auf der rechten Seite die Formeln (4) und (5) eingetragen werden
miissen. Dies ergibt

(6) Agfl(un Viy Op Uiy OpVs)
— f{Abuy, Abvy, A} AT O U+ Ay, AL AT OO+ Akl (j=1,2).

(6) stellt ein Funktionalgleichungssystem fiir zwei gesuchte Funktionen

fiy fz von
24+24+44+4=12 :

unabhingigen Verinderlichen dar. Dieses System 8goll fiir beliebige
Werte AF, die der Bedingung

(7) det(4f) # 0
geniigen, und fiir beliebige Werte Af;, die den Relationen
(8) Ajj = Afy

geniigen, erfiillt werden. Wir haben also mit einem System der Funktional-
gleichungen von der Stufe 10 (nach der bekannten Terminologie [1] zu
tun. In der Tat es gibt vier Parameter Af und sechs unabhingige Para-
meter .Afj
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Da wir im folgenden die analytische Methode anwenden wollen,
setzen wir voraus, daf3 die Funktionen f; mit ersten stetigen Ableitungen
ausgestattet sind. Um die Schreibweise zu vereinfachen, dndern wir die
Bezeichnungen wie folgt

fl. =f! i=9,
Uy =Ty Uy=Xyy UV =1=T3, V=120,
OU =B, Ol =Tgy O\Uy=2Ty, Oglly= Ty,
(9) QUL =Ty, DV =y, 0V ==0Ty, OV ==0,,

Ai:pl) Aé:?z: A§=Par A§=p“
Ai1=!l1: A12=A;1 =4z, A;2=Qa;
Af1=q“ AL = §1=QE7 A§z=%-

Die Methode das System (6) zu losen wird darauf beruhen, dieses
System durch Differenzieren in bezug auf die Parameter p;, ¢; auf ein
System von Differentialgleichungen zuriickzufithren. Um aber ein System
von Differentialgleichungen in gewohnlichemm Sinne des Wortes zu er-
halten (und nicht etwa ein System von Differential-Funktionalgleichun-
gen) miissen wir nach der durchgefiihrten Differentiation die speziellen
Werte

(10) Af=8F, Ah=0

einsetzen je nachdem wir in bezug auf die Parameter p; bzw. ¢; differenzie-
ren (6f bezeichnen wie iiblich die Kroneckerschen Symbole).

Wir gehen von der ersten Gleichung (6) aus, die in neuen Bezeichnun-
gen lautet wie folgt

(11) P S+ 29 = f[ X1y Xy ey Xio] s

WO

X, =012+ P:%,y, Xy = D1+ Dea

Xs=P1%3+ D%, Xy= PaZst P,

X; = P§m5+1’1pama+plpamv+?§%+ e o

Xo = D1P2T5+ P1Pa %o+ P2 D3 %z + DsPaTe+ ©2 %1+ s Ta s
Xy = P1D2@s+ DaPs s+ P1Pi%r+ PaPus+ 601+ €52
X, = Pga’s‘f‘]’zpnme‘*‘}’zpcwv‘f'l’i%‘*'Qam1+ 6 -

(12)

Die X,, X,,, X,;, X;, erhdlt man aus den X;, X,, X,, X; indem man
entsprechend die

z,, ¢, durch a3, 2,
und
Tgy Tgy Tgy Ty durch @, 2y, &y, 2y
ersetzt.

6‘
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Setzen wir nun im ersten Schritt
AF = oF
(d.h. p, =p.=1, p, = ps = 0) ein, so erhalten wir einfach

(13)  f(@yy ey @1a) = [(@yy Tpy Tay By T+ @, T+ 447,
T+ Q@+ sTa gy To+ G0+ §s%y y Ta+ @31+ GoZay Tyt 1 T3+ Quyy -..) -
Differentiation nach ¢; (und nachtrigliches Einsetzen ¢; = 0) ergibt das

folgende System vo linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung (mit f; bezeichnen wir Ableitung af/oz;)

0=afit+afs,

0=z fo+ o fot+ 2 frot+ % fa s
0=2af+%f,
0=u,fit+a.fo,

0 = 23 fo+ @ fr+ T frot+ TS s
0 =a,fi+2fis.

Dieses System a8t sich einfach auf algebraischem Wege losen. In der
Tat da

(15) Ad=z,2,— 2,2y # 0

(14) +

(lineare Unabhidngigkeit der Vektoren w;, v;) erfiillt ist, so erhalten wir
aus der ersten und vierten Gleichung

(16) fs = f »=20.
In dhnlicher Weise die dritte mit der sechsten ergibt
17 fs = fls =0
und ihnlich die zweite mit der fiinften
fo +f1 =0,
1 {
( ) f 10 +fu =0.

Die Relationen (16), (17) und (18) fithren zum SchluB, da8 f folgende
Form haben mull
(19) F= @@, 25y Tay Ty y Ty— Ty, Byo—2y) -

Im zweiten Schritt setzen wir in die erste Gleichung (6) die Werte ¢; = 0
ein und differenzieren beiderseits in bezug auf die Parameter p, und p,.
Die erste Differentiation ergibt

(20) 0=ufitaf,,
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die zweite dagegen

(21) 0 = 2, fo+ @y ot To fo+ T2 fr+ Bro fro+ 21 fua -
Die Beriicksichtigung der Gleichung (20) ergibt einfach
(22) F=v(®,, @3, 2,8,— T, 09, Le— Tq, Byg— Tyq) -

Setzen wir nun der Reihe nach die Gestalt (22) der Funktion f in die
Gleichung (21) ein, so bekommen wir nach einer leichten Rechnung

Ta— T Tra— T
(23) f=o(n, o, 2=, Bt ),

In ganz analoger Weise, wenn wir dasselbe Verfahren auf die zweite der
Gleichungen (6) anwenden, erhalten wir fiir die Funktion g die Gestalt

~ Tg— Ty Tro— Ty
(24) 0= B{m o, oo, Szl
Nun haben wir Differentiation der ersten Gleichung in bezug auf p, bzw. p,
und der zweiten Gleichung in bezug auf p, bzw. p, noch nicht ausgeniitzt.
Differenziert man die Gleichung (11) in bezug auf p, (und setzt man
P, = 1 nachtriglich ein), so erhilt man die lineare, aber nichthomogene
Gleichung

(25) [ =@ fi+ s fa+ (@ — 29) fo+ (10— T11) fr0 -

Auch diese Gleichung 1iBt sich ziemlich einfach integrieren. Wird (23)
in der letzten Gleichung beriicksichtigt, so erhalten wir

w = w1w1+wawz

und die Integration des entsprechenden Systems von gewdohnlichen
Differentialgleichungen

w 2 'z, 0 0
ergibt
(26) W=z F(ﬁ Tg— w'l m10'_ wll )
NG @@y — @00y | By y— D)
In dhnlicher Weise erhilt man
(27) &= G(m—‘ Te— T3 Tro— Tn )
2 Ty ' B By— BTy Ty By— Ty Ty)

Im Falle wenn z, = 0, muBB wegen (15) z, # 0 sein und dann erhalten
wir statt (26) die Formel

(28) w=w3F(-w—i, ‘A 7’._?0A 11)=maF( GA 'l’ ],oA ]1)-
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Ebenso gilt die Formel (27) im Falle x, # 0, wihrend fiir den Fall o, = 0
gilt die Formel
~ Tg— Ty Tyy—
(29) w___w‘a( nA 7’ 1oA )
Bemerken wir nun, da auf Grund der Transformationsformeln (4), (6)

die Ausdricke zy—z,, ©,— ¢, ¢, &,— ,2; sich wie Dichten transfor-
mieren:

AYur, Asuy
Afv, Afov,

= (P1Pa— P2 Ds) (‘171"';4— 22T3);

= = Uy Uy
Ty Ty— Ty Tz =

= (P1Pa— D2Ps) l

vy Uy

Ty— Ty = fu;— 31—“2 = (P1P4— P2 P3) (23U — 0, Ug) = (P1P4— P2P3) (Ts— Z5)
und in analoger Weise

Tro— T = (P1P4— PaPs) (Tro— 211) »

so daBl die Quotienten

i  Te—Ty ¢t Typ— Tyy
(30) &= By Ty— By Ty’ 2T T Ty— ‘”z;s.
Skalare sind.
Auf Grund der Transformationsformel (6) bekommen wir aus (26)
und (27)

& 4
lelF(—a 015 92)+PamaG(;’ir 01, 92)

x,’
= (D101 PsZa) F (M

1) Doz, + Pa‘va, €1 93) ’
g

.
Pt F (m_a’ 01y Qa)‘l'PamaG(;r 01, 92)
1 3

= (Pa%‘f‘fh%)g(%’ 01y 92) .

Setzen wir in die erste Gleichung

Toq— & Xr&— T,
Pa = aAlgy P1=——2£A :

ein, was erlaubt ist wegen (15) und @, # 0, so erhalten wir

D2, — @, Ly Ty — Ty 7y

(32) 0%, B 0hig _ B, g0,

wo kurz

& Z
F0=F(’w—:r 01 92)1 Go=G(;:’ 01, Qz)
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gesetzt wurde. Aus der Relation (32) folgt, daB bei festen 2
(¢=1,2,3,4,6,7,10,11) die Funktion F (&, o,, ¢;) €in Polynom (hdch-
stens) ersten Grades in bezug auf & ist
(33) F (&) 01y 0) = BE+a
(B = m2o(Fo— @) |4y a = (2,2, Gy— 2,7, Fy)[A) .

Ein analoges Verfahren zeigt ebenfalls
(34) G(&, 01y 0.) = B+«

mit denselben a, f. A priori konnten ¢ und g von allen z; (¢ =1, 2, 3, 4,
6,7,10,11) abhingen. Aus der Form der linken Seite von (33) und (34)
folgt aber, daB a, § nur von p,, g, abhingig sein konnen (die allerdings
von x; abhingen)

a = a(gy, 0.) B =Bl 02) -
Da

&
f= wlF(;:) 01 92) ’

z
9= %G(;:’ €1y Qz)
ist, so ergibt sich auf Grund der Formeln (33) und (34)

= aler, e2) @1+ B(o1y 05)%s
g = a(eyy @)%+ B(o1y 02) T4 -
Diese Formeln stimmen aber auf Grund der angenommenen Bezeichnungen
mit (1) iiberein.

Es bleibt uns den Ausnahmefall #, = 0 zu behandeln. In diesem
Fall haben wir

(35)

g = 2,G(py, 02)

und die Gleichungen fiir ¥ und @ nehmen jetzt folgende Form an

P12y + Pay

&
P;%F(E!, 01, 92)+Paw4G(91’ 0:) = P1a"'1F( y 01y Qa) ’
1 D17,

. )
p2ml'F(a_::’ 01y 92)+p4974G(91’ 02) = (P223+ Pe) G (04, 0,) -

Setzen wir in der ersten Gleichung

neti me(e-3)
1 3 @,

x,’

ein, und bezeichnen kurz mit

& .
F0=F(-m—::, 01 92)7 G, = G(oy, 05)
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80 erhalten wir

Fot (=)0 = F£, 01r 00,

1

woraus zu ersehen ist, daB F (&, p,, 0,) bei festen ¢ eine Funktion ersten
Grades ist

F(&, 0,y 0) = pé+a,

wo a und f wiederum, wie frither, Funktionen von g,, g, sind. Wird dies
noch einmal in die erste Gleichung eingetragen, so ergibt sich

D183 f 4 Pr&a+ Pat Gy = P12+ PaZe f+ Dr %
woraus

(36) Gy=p
folgt. Die zweite Gleichung ergibt dann

PofZy+ prax,+ Puty Gy = P73 Gy+ Pz Gy
was, zusammen mit (36), zu
paz, =0
fﬁhr;s. Da x, # 0 ist und p, ein beliebiger Parameter ist, so folgt daraus
a=0

und folglich ¥ von der Form

F = B(o, 92)%
ist. Dies ergibt

(37) f=8(c1y0)%s, ¢g=PB(01y0:)%-

Dies ist aber ein Spezialfall von (35) und somit ist der eine Teil des Satzes
bewiesen worden.

Umgekehrt, wenn zwei beliebige Funktionen a und 8 von zwei Verin-
derlichen gegeben sind und wenn

k; = aloyy @) us+B(01, 02) 05

gesetzt wird, wo p; durch (30) definiert sind, so erhalten wir fiir k; ein
Feld von kovarianten Vektoren, das eine Differentialkomitante erster
Ordnung der Felder #; und v; darstellt. Somit ist der unsere Satz voll-
stindig bewiesen worden.

Aus dem obigen Satz folgt fast unmittelbar der folgende

SATz 2. Die einzigen wunabhdingigen skalaren Differentialkomitanten
erster Ordnung von zwei linear unabhdngigen kovarianten Vektorfeldern wu;
und v; in X, sind die Skalarfelder g, und o,, die durch (2) definiert sind.
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Beweis. Wiirde es noch eine dritte von g, und p, unabhingige
Komitante g; geben, so wiirde

a(gyy 02y 03) U5+ (01, 02 03) Vs

eine Vektorkomitante von u; und v; sein, was aber aus dem Satz 1 nicht
hervorgeht. Es gibt also nur zwei unabhingige Komitanten g,, g,. Das
Quotient

O Uy — Oy Uy

030, — 0,0y

ist natiirlich auch eine skalare Komitante, sie ist aber-wie man leicht
sieht-abhingig von p, und p,.
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