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Sur les solutions des équations différentielles
au sens de E. E. Wiktorowski

par A. Turowicz (Tyniec)

§ 1. Le but de la présente note est indiqué au commencement du § 2.
Dans la note [2] E. E. Wiktorowski considére un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires

(1) ¥i =@, Y1y ooy Yn), t=1,.,0

et propose une définition de la solution généralisée du systéme (1). Les
hypothéses suivantes y ont été admises: (cf. [2], p. 223-224):

(a) f¢ sont mesurables dans un domaine G 4 (n+1) dimensions.
G(z') désigne l'intersection de @ et du plan z = 2"

(b) M,(z) = max {vral max |fs(z,y)|} est sommable; M (z) = M,(z)+y

v€eG(x)

ol y > 0.
Soit (®y, Yigy -y Ymo) € . Le domaine P est défini par les relations

veX, ou X=_(x,zyt+a),a>0

z
i—yol < [ M(t)ds, i=1,..,n
Zo
et satisfait & la condition P C G.
Dans ces hypothéses, 1a suite finie des fonctions u,(z), ..., us(z) est
dite solution généralisée du systéme (1) si pour ¢,j =1, ...,n les con-
ditions suivantes sont satisfaites:

1° u¢(z) sont absolument continues sur X;
2° ul(@o) = Yoy (@, %(2), ..., Un(z)) € P pour chaque e X;

3° pour tout £ > 0 et tout ensemble N tel que N C G et mes N = 0,
il existe un systéme de =»® fonctions () telles que

A) (my Y1u(T)y ooy ¢ﬂi(m)) e G,
B) fi(z, yu(@), ..., pai(®)) sont sommables sur X,
C) ]m(w)—wu(m)l < & sur X,
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D) I"“('B) — Yio — f f‘(ty Y1i(t) ) ooy 'Pni(t)) dtl <& sur X,
To
E) (z, pu(®), ..., u(@)) ¢ N pour presque tout z ¢ X.

§ 2. Le but de la présente note est d’attirer 1’attention sur le fait
que la propriété d’une suite de fonctions u,(x), uy(xz), ..., us(z) d’étre une
solution généralisée au sens de E. E. Wiktorowski n’est pas invariante
relativement aux rotations dans ’espace (w,, ..., z) pour » > 2. Autre-
ment dit si:

(2) u(@) = D auve(@), §==1,..,n
k=1

ou A = (ay) est une matrice réelle, orthogonale et

n

n n
(3) z; = gi{(@y 21y ...y 2a) = Zaﬁf‘(m; Zalkzk, ceey 2 aﬂkzk)

=1 k=1 k=1

est le systéme des équations différentielles qu’on obtient du systéme (1)
par la transformation (2):

n
(4) ya=2auzg, i=1,..,n,

k=1
la suite finie 2,, ..., 2, n’est pas toujours une solution généralisée de (3)
au sens de E. E. Wiktorowski.

Pour démontrer ce fait, nous posons » = 2 prenons pour systéme (1)
celui des équations suivantes:

(3) y1 =442s8gny,, Y. =2—4sgny,.
(Ce systéme a été étudié d'un autre point de vue par A. F. Filippow
cf. [1].) G sera maintenant tout ’espace (z, y.,¥,), et nous poserons
Ty = Yo =Yso=0. On a done X = <0,a)d,a>0, et P est défini par
les inégalités x e X, |yi| < Tz, t =1, ..., n.

On démontrera que les fonctions
(6) y(®) =22, uyx) =0

forment une solution généralisée de (5).

En effet, pour ¢> 0 on choisit les fonctions y,(x), wu(z), ()
satisfaisant aux conditions:

(7) 122 —yu(2)| <&, [28—yn(@) <&, —&<yulp)<0.

Pour définir la fonction y,(z) on décompose l'intervalle X en la
somme des intervalles X,, ..., X, ot X; = (qj-1,¢4), 0 =a< ¢; < ag
< ... < agp = a; la fonction y,, est soumise aux conditions: -
(8) O <yu(z)<e pour wxeXy,,j=1,..,p,
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les nombres a,, ..., azp-, ¢étant déterminés de telle maniére qu’on ait
T

(9) lf (2—4sgnzp22(t)) dtl <& pour xelkX.
0

Les inégalités (7), (8), (9) entrainent les inégalités 3°C) et 3°D). Pour
démontrer qu’on peut choisir les fonetions yi;(x) en sorte que la condi-
tion 3°E) soit aussi satisfaite, désignons par H 1’ensemble défini par les

2p
inégalités: zx e X, [22—y,| <&, —e< y,< 0, et par K ’ensemble K = | J K,

1=1
ou l’ensemble K; est défini par les inégalités:

Koioi: weXopa, 20—yl <6, 0<y<e, i=1,..,p;
Ky: welXy, 20—y <&, —e<y, <0, ¢=1,...,p.

Soient H(z') et K (x') les sections des ensembles H et K par le plan
@ = «’. D’aprés les conditions (7) et (8) le point (z, v, (2), yu(x)) doit
&tre choisi dans H(x), et le point (2, yi,(®), yx(¢)) dans K (z). Pour un
ensemble donné N C G, mes N =0, on a mes (H ~ N) = 0, mes (K ~ N)
= 0. Par conséquent les ensembles H(x) ~ N et K(x) ~ N sont de mesure
nulle (plane) presque partout dans X. Mais, comme les mesures planes
des ensembles H(x) et K (z) sont positives, il est possible de choisir les
fonctions yy(z) de telle maniére que la condition 3°E) soit satisfaite,
Le choix peut étre arbitraire, aucune régularité des fonctions () n’étant
requise dans la définition de E. E. Wiktorowski, excepté la sommapbilité
des fi(x, yiy ...y Pn:) qui est évidente en vertu des conditions (7) et (8).

Maintenant les équations (5) et les solutions (6) seront soumises
a la rotation:

1 1
Y= i/,—z (1—2), w(w)= ;/3 ('01(97) — ”2(‘17)) )
(10) 1 1
Yo = VE- (B1t+2), Uuy(@) = 'l‘/—ﬁ (”1(-’”) + '”‘a(w)) .
On aura
(11) 7 = 3V2 _VESgn(zl+z2)y 25 = _1/5_31/_2-5811(5"1_%) ’
(12) n(@) =zV2, ofe)=—z)2.

Pour que les fonctions (12) soient une solution généralisée de (11),
il faudrait que pour tout & > 0 existent des fonctions yp(z) telles que
les conditions 3° fussent satisfaites. On tire de 3°D):

V@)~ | (3¥2 — 1 2sgu (pu() + yu®)))dt| <e  pour seX,
0
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c’est-a-dire:

|20V2 + V3 [ sen (pu() +yult)dt| <s  pour zeX.
0
Mais

T
| 20)2 +12 f 5gn ('Pn(t) + 'I’zl(t)) dtl
o

> |2w l/ﬁl— |l/§6f sgn(‘l’n(t)"‘y’zl(t)) dtl

pour # ¢ X et en particulier pour # — a on obtient 2a)/2—a)/2 = ay2 < ¢,
ce qui est absurde.
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