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Uber eine Differentialungleichung mit Verzogerung
von J. Braz und K. Zima (Katowice)

Das Ziel der prisentierten Note ist die Ubertragung einiger bestimm-
ten, von T. Wazewski zuerst aufgestellte Siatze betreffend gewdhnlicher
Differentialungleichungen, auf den Fall der Differentialungleichungen
mit retardierten Argumenten.

Die Ergebnisse der Autoren verallgemeinen auch gewisse, in der
Arbeit [5] bewiesenen Sitze.

In dem ersten Teil dieser Note beweisen wir einen Existenzsatz und
einen Satz iiber die Fortsetzbarkeit der Integralkurven der Differential-
gleichungen mit Verzogerung.

Der zweite Teil betrifft ein Iixistenzproblem des Maximalintegrals
der Systeme von Differentialgleichungen mit Verzogerung; auserdem
enthilt er einige Sdtze iiber Differential- und Integralungleichungen fiir
diese Systeme und ihre Anwendung.

1. Es sei Q : {t, <t <11 a; a <y < b} ein Rechteck in der Ebene
der verdnderlichen ¢, ¥ und 4 — ein abgeschlossenes Intervall <t,, t,+ h>.
Wir betrachten die Differentialgleichung in Gestalt

y) = [ Fit,y(t —9)1dr(t,s) =11y, fir ted,
(1) 0
y(t) =e(t), fir tsty,
und nehmen folgende Voraussetzungen amn:
Voraussetzungen (H).
1° Die Funktion F(t, y) ist definiert und stetig im Rechteck ¢.
2° Der Kern r(t, ) fiir s > 0 und 7 € /| bestimmt; dabei das Integral

oo

v(t) = [ idr(t, 5)
0
fiir jedes ? € . konvergiert.
3° lim [ |d[r(t,s)—r(u,8)] =0, t, ned.
{t—ul—0 0

4° Die Funktion f(1) ist definiert und stetig in Intervall A.
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5° Die Anfangsfunktion ¢(?) ist definiert, gleichmiBig stetig und im
Intervall (— oo, %> beschrinkt; dabei erfiillt sie folgende Ungleichungen:
6° infp(t) =%k > e und sup¢(t) = K <b.

i<ty 1<t

Es ldsst sich nun folgendes beweisen:

SAatz 1. Sind die Voraussetzungen (H) erfiillt, so gibt es fiir die An-
fangsfunktion @(t) mindestens eine fiir t, <t < ty+h existierende Integral-
kwrve y = y(t) der Differentialgleichung (1).

Beweis. Aus den Voraussetzungen (H) geht hervor, daB w=(t) eine
stetige im Intervall 4 Funktion ist, und es existieren solche Zahlen

F>0, >0 und f> 0, dal im Rechteck @ folgende Ungleichungen
gelten

(2) Ft,pl<F, [e<v und [f{O)<f.

Damus geht hervor
(3) | [ Pre, y(t—s)drit, s)+ f (0] < Fo+f = L = const.
1]

Durch den Punkt P,,(t,,, <p(t.,)) fiihren wir zwei rechte Halbgerade mit
Steigungskoeffizienten m, = L und m, = —L. T bezeichnet ein maximales
Dreieck im Rechteck @ enthalten, dessen zwei Arme die angefiihrten
Halbgeraden sind und dessen Grundlinie paralell zur y-Achse ist; die
Hohe dieses Dreiecks bezeichnen wir durch .

Die Folge der sukzessiven Aproximation bestimmen wir, #dhnlich
wie in der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, mit Hilfe
der gebrochenen Eulerischen Linie, mit diesem jedoch Unterschied, da8
ein Teil der schon konstruirten Linie als Teilanfangskurve zur Xon-
struktion des nachstehenden Gliedes dieser Linie angenommen wird.

Es ist offenbar, daB diese Eulerische Linie im Dreieck 7' ganz enthalten
ist, unabhéngig von der Linge des maximalen Gliedes dieser Linie. Au-
serdem bildet, auf Grund der TUngleichung (3), die Funktionenfolge
{y.(t)} eine Familie der gleichgradig stetigen Funktionen.

Es existiert also eine Teilfolge {y,(t)} dieser Familie, welche fiir
o<t <ty+h gegen eine Funktion y(t) gleichmiBig konvergiert

(4) Yut)=y(t), p=npw).

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, da die Funktion #(f) im Intervall
(toy o+ k> der Integralgleichung
t o
y(t) =tf{f Flr,y(c—s)ldr(z, ) + {0} drtolt), =1,
1/ o O
+ yt)y =elt), t<t,
geniigt.
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Fir t e {t,, t,—h> haben wir
t oo
lndt)—ett)— [{[ Flz, jle—a)dr(e, o) +f(o)dr]
to O
{ o
< |ludy—ott— [{[ Flz, ydr—dr(z, ) +f(0)} e |+
o O

i o
+ S 1PE5, g0 Fle, yte — )10 (z, )] o
fo O

Das erste Glied der rechten Seite in der letzten Ungleichung ist in An-
betracht von gleichméifligen in ¢ Stetigkeit der Funktion

G(t,y) = | F(t,y)dr(t,s)+(1)
1}
unendlich klein.

Aus (4), Voraussetzungen 5° 1° und von der Stetigkeit der Funk-
tion v(t) geht hervor, daBl auch das zweite Glied der abgeschatzten Un-
gleichung beliebig klein ist, wodurch der Satz I vollkommen bewiesen
werde.

Wir formulieren jetzt folgenden Satz:

SAtz II. Sind die Voraussetzungen (H) erfiillt, so kann jede Integral-
kurve y(t) der Differentialgleichung (1) mit der Anfangsfunktion ¢(t) bis
an die Grundlinie des Dreiecks T fortgesetzt werden.

Der Beweis dieses Satzes verliduft dhnlich dem Beweis des analogi-
schen Satzes in der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen.

Bemerkung 1. Aus den bewiesenen Sitzen folgt, dafl jede Integral-
kurve der Gleichung (1) mit der Anfangsfunktion ¢(f) an den Rand vom
Rechteck ¢ fortsetzbar ist.

Bemerkung 2. Der Satz II ist auch giiltig, wenn man statt der
Anfangsfunktion ¢(t) ein geniigend schmales Anfangsgebinde annimmt.

Bemerkung 3. Man kann ohne grundsitzliche Veranderungen die
bewiesenen Sitze auf folgende Systeme der Differentialgleichungen

-

(3)

yi(t) =fF..-[t,2/1(t—8), oy Yu(t—8)]dry(t, s) +1dt), ted,
0

yit) =@(t), t<ty, 1=1,2,..,m,

verallgemeinern.

2. Nehmen wir an, dafl die Funktionen w,(f), ..., ya() Integral-
kurven der Differentialgleichungen (5) darstellen, die im Intervall {f,, a)
bestimmt sind, mit dem Anfangsfunktionen ¢(t), ..., @a(t).
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Gleichzeitig nehmen wir an, da8 z,(?), ..., 2,(f) eine stetige im Inter-
vall (— oo, «) bestimmte Kurve ist und die Ungleichungen

(6) gty <g@dt), fir te(— oo,ty,
und

(7) Q_;‘Z,-(f) < [ -F'i[ty '3'1(t—8)’ eeey .:';;(t—S)]di‘,-(f, 8) +.f1'(’) ’ te {ty a) ’

erfiillt sind.

Nehmen wir noch an

Annahme (H*)

1* Die Funktionen Fit, y,, ..., y») im Gebiet der Existenz erfiillen
folgende Bedingung:

erml/ <Yy oy Jicr SHYicrs Fr=Yir Yio1 S Pioty ooy Yn <Yu, SO
Fit, Gy ey Yo) < Filty gy eoy¥n), i=1,2,..,0.
2* Die Kerne 74t,s) sind nichtfallende Funktionen relativ s, fiir
jedes t e {ty, a).
Man kann nun felgenden Satz beweisen:
SAa1z III. Sind die Annahmen (H*) und die Ungleichungen (6), (7)
erfiillt so ist im Intervall {1,, a):

) <wlt), fir i=1,2,..,n.

Der Beweis dieses Satzes verliuft ganz dhnlich dem in der Theorie
der gewohnlichen Differentialungleichungen angefiithrten, und im Falle
der differenzierbarer Kurve z;(t), der in der Note [5] angegeben ist.

Der Satz IT mit der Bemerkung 2 lisst uns die Maximal- und Minimal-
integralkurven des Systems (5) mit den Anfangsfunktionen ¢ (1), ..., @.(t)
in Erwigung ziehen.

Bezeichnet (H) die Annahmen fir das System (3), analogisch der
Voraussetzung (H), so lidsst sich folgender Existenzsatz beweisen:

Sa1z IV, Sind die Voraussetzungen (H) und (H*) erfiillt, so gibt es
fiir die Anfangsfunktionen @y(1), ..., @u(t) ein im Intervall o, t+=h>
existierendes Maximalintegral des Systems (5).

Beweis. Bezeichnen wir durch #i(f), ..., yx(t) eine Losung des Sy-
stems
y " 1 .
yt(t) = q’l(i) == (l’l(t) “T; ’ fiir L to ’
(8) ~ X
'-'I;",(,) = f Fiit, yp(t—s), ..., 3/,,([—.5')](0}(1', 8) +1i(t) :—; ’

0
flll' t € <t°, fo‘l—h\ y 'l‘ = 1, 2, cany 'n/; v = 1, 2, .re
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Das System (8) erfiillt fiir geniigend groBes » die Voraussetzungen (H).
Hieraus folgt fiir » > N die Existenz der Losung des Systems (8), die
im Intervall {t,,t-+h)> bestimmt ist (s. Bemerkung 3).

Es sei y(t), ..., () eine beliebige Integralkurve des Systems (5),
bestimmt im Intervall d(f,, ¢ +%) mit der Anfangsfunktionen ¢,(t), ..
<., @a(1). Es ist offensichtlich, daB

yilt) < @i, fir 1 <ty,

.'/;(t) < f Ff[t7 yl(t_8)7 ) yn(t_s)]d"‘i(t; 8) ‘:‘fi(t') I '~1“ t e loy to‘i‘h>

y+1’
und

v <y, fir 1<,
=
‘v » v ; 1 )
yEO) < [ Bty g7 —9)y oy 0hTE— 9L, 8) 4 Fl0) 4, LeKloylo+ D)
0

Daraus ergeben sich bei Beriicksichtigung des Satzes III im Intervall
{ty, to+ k) folgende Ungleichungen:

v+1

) <y @) <git), i=1,2,...,m5 tedy, otk

Hieraus folgt die Existenz von

lim #i(t) = ¢,(t), telty,to+n>, 1=1,2,..,n,

$—>00

wobei
(9) yit) < gilt),  telto,tot+hy, 1=1,2,..,n.

Man kann leicht verifizieren, dafl die Folge {y;(?)} gleichméBig im Intervall
{oy to+h> konvergiert und die Grenzfunktionen ¢(?), ..., gs(!) dem
Nystem (5) geniigen.

Die TUngleichungen (9) ergeben, daB g¢,(t), ..., ga(!) im Intervall
“toy to-- k> eine Maximalintegrale des Systems (5) ist.

Die Bemerkung 1 betrifft auch das Maximalintegral des Systems (5).

Der Hauptsatz von Differentialungleichungen

SAarz V. Sind die Voraussetzungen (H*) erfillt, und

a) sind z(t), ..., za(t) stetige Funktionen im Intervall (— o, a),

b) ist (1), ..., ga(t) eine Maximalintegralkurve des Systems (5) im
Intervall (ty, f) bestimmi, mit der Anfangsfunktionen g(t), ..., ga(l),

c) sind die Ungleichungen

(10) ) <e@dl), fir 1<t,i=1,2,..,n
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und

(11)  D_zit) < [ Ft, 2yt —s), ooy 2a(t—8)drdt, 8) + f(1)
0

fitr telly,a), t=1,2,..,n
erfullt, so its:

(12) =z(t) < git), fir tedlly,a)yyf)=C,B), i=1,2,..,n.
Beweis. Aus der Ungleichung (11) fiir jedes natiirliche » folgt

D_z(t) < J Fifty, z(t—8), ..., 2a{t —8)]dry(t, 8) +fi(t) '{’;l—, .
0

Daher ergeben sich, bei Beriicksichtigung des Satzes ITI folgende Un-
gleichungen:

13) Zt) <wit), 1=1,2,..,n,v=1,2,.., telly, to+h),

wobei ¥i(t), ..., ¥n(t) eine Integralkurve des Systems (8) bezeichnet.

Aus der Ungleichung (13) geht hervor, daBl die Ungleichungen (12)
wenigstens lokal erfiillt werden. '

Man bezeichnet durch t* die obere Schranke dieser Werte von ¢
(t € {ty, B)), fiir welche bei allen ¢ =1, 2, ...,n die Ungleichungen (12)
gelten. Es ist offenbar, daB z;(#*) < gi(1*), 1 =1,2,...,n.

Fiihren wir aus dem Punkt P*(t*, g,(t*), ..., ga(t*)) eine Maximal-
integrale des Systems (5), so kann man, auf Grund der Bemerkung 1,
die vorigen Betrachtungen fiir die rechte Umgebung von t* wiederholen.
Hieraus folgt zi(t) < g(t), fiir ¢t > t*, was der Definition ¢* widerspricht.

Aus dem Satz V filhren wir jetzt eine Folgerung an, welche die Inte-
gralungleichungen mit Verzogerung betrifft.

Setzen wir voraus, da3 die Funktionen F(t, y,, ..., ¥x) nicht fallend
relativ y,, ..., ¥» sind, und nehmen wir die Bedingung 2* (H*) an. Diese
Folgerung werden wir in Form eines Satzes formulieren.

SATz VI. Sind folgende Bedingungen erfillt:

a) 8t z(t), ..., z2a(t) eine stetige Kurve im Intervall (— oo, a),

b) bezeichnet g\(t), ..., ga(t) eine im Intervall {t,, B) existierende Maxi-
malintegrale des Systems (5) mit den Anfangsfunktionen @y(t), ..., alt),
und gilt

z,(t) < (P,(t) ’ f’ll:?' 1 < tl) y
(14)

t o
2i(t) < @ilto) + f{f Filv, 2(t—8), ..., 2a(r—8)]dri(v, 8) +ff(7)}d7 ?
fo O

fiir tey,a), 1=1,2,..,n,
S0 ist

{(15) 2() < git), fir telty,B),i=1,2,..,n.
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Beweis. Bezeichnen wir (s. [3])

hi(t) = @it), fir (<4,
(16) L ®
Ri(t) = @ilty) + J {f Filr, s(r—8), ...y 2n(t—8)]dri(z, 8) —i—fl(r)}d-r,

'0 1}
fiir t‘ <to’ B) ’ i == 1, 2, esey n.

Aus (14) und (16) geht hervor
17) 2ty < hd(t)y, fir t<B,i=1,2,...,n.
Die Ausfiihrung der Differentation der Gleichung (16) unter Beachtung
der Bedingung (17) ergeben

hi(t) = @i(t), fir 1< 4,
hi(t) < f Fit, hy(t—8), ..., ha(t—8)1dri(t, s)+fi(t), te<lty, B).
0

Hieraus ergibt sich bei Beriicksichtigung des Satzes V und der Unglei-
chung (17) die Behauptung des beweisenen Satzes.

Einen analogischen Satz im Fall der gewohnlichen Integralunglei-
chungen hat Z. Opial [2] bewiesen.

Anwendung des Satzes VI (Niherungsweise Lisung des Sy-
stems (5)). Statt des Systems (5) nehmen wir das dquivalente System
der Integralgleichungen

ity =@lt), fir 1<y,
) .-
mﬁ)=¢ﬂ%%+!{fPHTMMT—SL~quT—3Hwﬂﬁ8r+hhﬂdf,
0
' fir tedty,a), 1=1,2,..,n.

Setzen wir voraus, daB die Funktionen w,(#), ..., wp(t) und «#,(t), .... ux(t)
im Intervall (— oo, a) definiert und stetig sind, und folgende Bedingungen
erfiillen:

(140) uf.{(t) = ’Il,'(t) = (p,(f) ’ fir 1<y,

¢ o]
(14)  wilt) > gilty) + fU Fir, wy(t—8), ..., wa(r—8)]drir, 8)+ff(’)}dr
to O fiir t e (fy, a),
t oo
(A4") wil) < gilt) + [ {J Fir, w(r—8), oy wnlr—s)1dridz, 8) -+ fi()}
tp 0
fir ¢ e (t, a).

Es seien ¢,(t), ..., gn(t) und dy(?), ..., da(t) entsprechend Maximal- und
Minimalintegrale des Systems (5) im Intervall <t,, a). Wir definieren die



318 J. Blaz und K. Zima

sogenannte Obere- und Unterefunktionenfolge {wi(1)} und {uj(¢)} in fol-
gender Weise:

wi(t) =wi(t), fir te(— o0,a),

(18) wi(t) =gi(t), fix ¢ <ly, »=1,2,3, ..,

t o
wit) = gilte) + [ {[ Filr, w7 (x —8), oy 07w — 8Nt 8) + fio) e,

ta O
fiir tedty,a), »=1,2,3,..
und
wl(t) = uft), fix te(— o0, a),

(19) ui(t) = ¢i(t), fir 1<,

t oo
W) = gite) + [ {f Flr, i @ —s), oy 0w —s)drilz, 8) +fim)Jdr (),
iy © fiir t e {ty, a) .

Die Folgen {iwi(t)} und {ui(t)} erfiillen die Ungleichungen

(20) (1) < wiTHE) < dilt) < gilt) < () < Wit ,

‘i=1,27-..,'”a’ 1’:1,293"-0

Dies geht aus (14'), (14”'), (18), (19) und aus dem Satz VI im Fall der
starken Integralungleichungen hervor.
Bezeichnen wir: lim «j(t) = W; und lim«i(t) = U;, 1 =1,2,..,#n.

¥—>00 p—>00
Man kann leicht verifizieren, dafl die Funktionen W,(t) und U;(?) im
Intervall (— oo, a) stetig sind. Daraus, und aus (20) geht hervor, dafl
die Folgen {x(t)} und {«i(¢)} im Intervall (— oo, @) gleichmiflig konver-
gieren.

Die Funktionen W(¢{) und U, () geniigen dem System (5). Aus den
Ungleichungen (20) folgt, da die Funktionen W,(t) eine Maximalinte-
grale und U,(t) eine Min‘malintegrale des Systems (5) sind (W(t) = g.(1)
und U;(t) = di(t), i = 1,2, ..., n). Es ist selbstverstindlich, dall im Fall
der Eindeutigkeit des Systems (3) die Identitdt U,(t) = W,(t) erfiillt ist.

Wenn, insbesonders, die Funktionen Fy(t,y,, ..., ¥») die Lipschitz-
Bedingung erfiillen, so ist das System (5), in Anbetracht von [1], ein-
deutig. Ex ist leicht mit Hilfe der Induktion zu beweisen, dafl dann

o(nLw;) (t—1t,)"
p!

|ee(t) — ()] < ,

(1) Die Voraussetzungen (H) garantieren die Existenz und die Stetigkeit der
Funktionen w%(t) und «j(f) im Interwall (— oo, a).
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wo L die Lipschitzconstante bezeichnet, & = max{ sup iw;(t)— w;(t)!].
0 i tellg,a)
und v; = sup | |ldrdt, s)|.
te{lg,a)0
Die soeben ausgefiihrte Anwendung verallgemeinert einen gewissen
Satz von G. M. Zdanow [6)].

Literaturverzeichnis

[1] J. Blaz, Sur Uexistence et Vunicité de la solution d’une équation differentielle
@ arqgument rvetardé, va paraitre dans les Ann. Polon. Math.

(2] Z. Opial, Sur un systéme d’inéqgalités intégrales, Ann. Polon. Math. 3 (1957),
Pp- 200-209.

[8] T. Wazewski, Remarque sur wn systéme d'inégalités intégrales, Ann. Polon.
Math. 3 (1957), pp. 210-212.

[4] — Systémes des équations et des inégalités différentielles ordinaires auxr deuxiénes
membres monotones et leurs applications, Ann. Soc. Pol. Math. 23 (1950), pp. 112-166.

(3] K. Zima, Sur une inégalité différentielle ¢ Uargument retardé, Ann. Polon.
Math. 13 (1963), pp. 303-308.

[6] T. M. XpauoB, O npubauncenros pewenun cucmems oupdeperyuaibivix ypasHeHult
nepaozo nopadka ¢ zanaadvearowiy apzymenmoy, Ycn. Mar. Hayr 15 (1961), pp. 143-148.

Recu par la Rédaction le 10. 11. 1961



