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Sur une méthode de résolution approchée de certaines
équations différentielles

par K. Zma (Katowice)

1. Equation différentielle a retard et équation auxiliaire.
Soit 4(¢) une fonction non négative et continue dans l'intervalle <0, a)
ot posons p = 1(ni1)1 {t—4a(?)}.

0.

Nous allons considérer 1’équation différentielle de la forme

z'(t) = ;f(t, z(t— 6(t))) pour (e<0,a),
z(l) = @(2) pour te<{p,0).
Sur P’équation (1) nous ferons les hypothéses suivantes:

1° La fonction f(t, z) est définie et continue pour ¢ € {0, a) et tout x.
Par rapport & la variable @ elle est une fonction non décroissante.

2° La fonction f(t, ) satisfait par rapport a la variable z & la con-
dition de Lipschitz, e’est-a-dire
If(tv ‘?)—f(t’ E” <L |5"5="| .

3° La fonction initiale ¢(¢) satisfait dans Dintervalle {(p,0) & la
condition de Lipschitz, c¢’est-a-dire

(1)

o) — ()| < K |i—1| .

Eu vertu des théorémes correspondants de la théorie des équations dif-
férentielles, ’équation (1) admet dans D'intervalle <0, a) une solution
et une seule.
Avec D’équation (1) nous allons considérer une équation différen-
tielle auxiliaire, dans laquelle la fonction inconnue contient un parametre.
Soit 4 = lggagz {t—8(t)} et po = p—A. Le cas ou 4 <0 ne présente
@,

pour Déquation (1) aucun intérét, car cette équation aurait alors la forme
d’une équation triviale, soit

#(t) = f(t, o(t—8(t)) pour te<0,a),

1%)
( 2(l) = () pour te{p,0).

19*
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Admettons donc que 4 > 0. Alors p, < p. Soit ensuite @(t) un prolon-
gement quelconque de la fonction ¢(f) sur l'intervalle {p,, 0>, avec con-
gervation de la classe de Lipschitz. A c6té de 1’équation (1) nous allons
considérer 1'équation & paramétre:

y'(t) =f(t, y(t—o(1)— 6)) pour te<0,a), de(0,4),

(2). .
y(t) = (1) pour e <{p,, 0).
Les fonctions f(t,y) et d(t) qui interviennent dans 1’équation (2) sont
identiques aux fonctions correspondantes de 1’équation (1), tandis que
la fonction y(t) est pour ’instant une fonection quelconque continue dans
Pintervalle {p,, 0>.
Dans ce travail, je me propose de coustruire deux fonctions u(; 7)
et v(l; n), continues dans lintervalle {0, a) et telles que v(#; n) < x(?)
< u(t; n) pour te<(0,a), ou z(t) désigne la solution de I’équation (1)
dans Vintervalle (0, a). Les fonctions u(t; n) et v(#; n) s’experiment par
les intégrales correspondantes de 1’équation (2). La limitation effective
de Vexpression (SBHIQ {u(t; n)—v(¢; )} en fonction du parameétre n permet
Q)

d’extraire de la famille d’équations (2) une équation telle que les fonctions
u(t; n) et v(f; n), construites & l’aide de lintégrale de cette équation
soient la solution approchée de 1’équation (1) avec une approximation
donnée d’avance.

Pour établir la limitation que nous avons en vue dans ce travail,
nous nous appuierons sur deux lemmes. Dans le premier, nous démon-
trons que les intégrales de 1’équation (2) sont bornées dans leur ensemble,
le second se rapporte & une propriété élémentaire dont jouissent les fone-
tions satisfaisant & la condition de Lipschitz.

2. Deux lemmes. Désignons par ¥(g, 77} Iensemble des fonections
y(t) continues dans Pintervalle <{p,, 0> et satisfaisant & la condition

(3) P)— 7 <p(t) < p()+7,

ol # est un nombre positif fixé quelconque.
Désignons ensuite par Y{¥, 4] T'ensemble des intégrales y(t)
= y(t; p, 6) de 1’équation (2), lorsque les fonctions initiales correspon-

dantes y(f) appartiennent & 1’ensemble ?’{5, 5} et le paramétre d parcourt
les valeurs de l'intervalle (0, 4>. Sur 1’ensemble Y {¥, 4} nous établirons
le lemme suivant:

LemMME 1. 8i la fonction f(t,y) de Uéquation (2) satisfait aux hypo-

théses 1°-2°, les fonctions y(t) de Vensemble Y {¥, A} sont bornées dans leur
ensemble dans Dintervalle <0, a).
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Démonstration. Parmi les fonctions de l’ensemble Y {¥, 4} on
peut en déterminer effectivement une, & savoir celle — désignée par g}(t) —
qui est intégrale de 1’équation (2) lorsque 8 = 4 et p(t) = P(2).

En effect, on a

§(t) =f{t,y(t— o)~ 4))  pour te<0,a),
(1)
¥ (1) = @(2) pour  ¢e<py, 0.

Puisque l'on a Vinégalité t—d(t)— 4 < 0 et que i(s) = é(s) pour 8 < 0,
la formule (4) peut s’écrire
(1) = f(t, @lt—8(t) - d)) pour te<0,a),

53 *
%) §@) = et pour te<p,, 0>,

ou encore

20 pour  te<p,, 0>,
6) g =1, Lo,
q)(O)—{—ff(s,qa(s—é(s)—A))ds pour te<0,a).
0

. * .
Nous considérons () comme une fonction connue et admettons

la notation

(7) max |5 ()] = a.
{po,a>

Le lemme 1 sera démontré lorsque nous aurons prouvé que pour
toute fonction w¥(f) appartenant & l’ensemble Y {¥, 4} 1’expression
% . Y] A :

sup |y(t)—y(t)| est limitée par le méme nombre.
0.a>
Admettons donc que la fonction y(¢) satisfait & 1’équation
(®) y(t) =v(t) pour te(p,, 0>,
y'(t) = f(t, y(t—o(t)— 6)) pour te{0,a).

Les relations (3), (4), (8) et la. condition de Lipschitz entrainent 1’inégalité
|y(t)—y§(t)| < 1‘7 pour e {Py, 0.
ly'(®—y' W) < Lly(t— 6@)—8)— g (t— 6(t)—4)] pour 1e<0,ad,
ou, aprés quelques transformations,
ly()—g@)| <n pour te(py 0>,
(10) |y’ O—§'() < Ly (t— 8 (00— &) —y (t— 8(t)— &)+
+I{lylt—sm—9|+llt—d@—A)}, te<0,a>.
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En posant 2La+ L% = 4, sup ly(s)—¥(8)| = %(t) et en tenant compte de
l’mégahté D_ {sup lz(8)]} < su}; |z'(s)] ([2]), on déduit de l'inégalité (10)

(11) D u(t) <Iu(®)+4, u(0)<7
L’inégalité (11) fournit pour la fonction #(t) la limitation suivante:
(12) w(t) < A(e¥— 1)L+ neH 2L (1) .

De cette inégalité (12) résulte la conclusion du lemme 1.

Remarque 1. Il résulte du lemme 1 que si la fonction initiale
p(t) de D'équation (2) appartient & I’ensemble ¥{p,7n} on peut —
sans nuire & l’équation (2) — rétrécir la fonction f(¢,y) & 1’ensemble
DO <t<a,mlt) <y <pt), ot m(t) =min{ (I;lg [P(0)—17], u(t)}, pelt)

= max { max [p(t)-+7], u(t)}.
t {Po,0)

La fonetion f(t,y) étant continue, il existe un nombre M > 0 tel
que |f(t,y)| < M lorsque le point (¢, y) appartient & ’ensemble - D.

Les fonctions de ’ensemble Y {¥, 4} satisfont donc dans Vintervalle
<0, a> & la condition de Lipschitz avec la constante M. Si ’on posc
L* = max(K, M), la condition de Lipschitz avec la constante L* sern
vénﬁée par les fonctions de I’ensemble Y {¥, A} et la fonction lnltl.ll(‘
w(t) On obtient ﬁnalement Pimportante conclusion que voici:

En fixant le nombre 7 on peut déterminer un nombre L* qui soit
Ia constante de Lipschitz pour toutes les fonctions de I’ensemble Y {¥, 4}
et pour la fonction initiale @(t).

LEMME 2. Supposons que la fonction %(t), définie dans Dintervalle
(a—H,b), H > 0, vérifie dans cet intervalle la condition de Lipschitz avec la
constante L, c’est-a-dire

(13) 12(5)—2(t)| < L|i—1|, powr i,tela—H,b).

Supposons encore que la fonction z(t), définie dans Dintervalle (a, b) vérifie
Pinégalité |

(14) Z(t)> z(t)+e (z()<z()—e), on e>0,¢L<H.

Sous ces condzlwns, on a, pour tout nombw k° fixe de Uintervalle <0, ¢/L),
VPinégalité :

(18) z(t+Rh°) < 2(t) (2(#+h°) > 2(t)) pour tela—h°,b—h%>.

Démonstration. Fixons maintenant un &° € {0, ¢/L) et {e (a—I°,
h—k°). Alors t+h° e<a,b) et t, t+h° e (a— H, b).
D’aprés (13) et (14) nmous avons A i

(18) - B R) < M+ LK
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ct

(17) Z(1+1°) > z(t+ k%) +e.

Des inégalités (16), (17) il résulte que 1’on a

(18) Z()+Lh° > z(t-+h°) L e > z(1+ h°) -+ LA° .
Alors

(1) > 2(t+1°) .
Le lemme 2 se trouve ainsi démontré.

3. Théorémes sur la limitation. Nous établirons maintenant,
en nous appuyant sur les lemmes 1 et 2, le théoréme sunivant:

THEOREME 1. Soit y(t) une solution de Déguatton (1) dans Dinter-
valle <0, a) et supposons donné un nombre 79, 0 < 7 < 7. 8i le nombre k°
satisfait & Vinégalité 0 < h° < n/L* (pour L* cf. conséquence du lemme 1),
Dintégrale 5(t) de Dégquation

y'@) =flt, y(t—8()—£°))  pour te<o,a,

(19) x o

y@) =ot)+7 pour  te<p,, 0>
satisfait a Vinégalité
(20) T = y)+H  powr te0,a).

Démonstration. L’inégalité (20) a lieu pour ¢ = 0. Supposons,
pour la démonstration par ’absurde, que pour un t° € (0, a> on ait ’iné-
galité 0 < 7(1°)—y(1°) < 7. Il existé évidemment un nombre 7 > 0 tel
que % < 7, 0 < h° < /L et, en méme temps, 0 < 7(t°)—y(1°) < 7. Puisque
7(0)—y(0) =5 >7%, et F(I°)—y(t°) <7, il existe dans Vintervalle (0, t°)
des nombres 7 tels que F(r)—y(r) =7.

Soit 7* la borne inférieure de ces mombres z. Evidemment z* > 0
et pour te0,7*> on a

(21) g =yO+n et Fr)=y@r*)+7.

Cette derniére égalité, rapprochée de 1'égalité %(0) =y (0)+ %, meéne
par le théoréme de Lagrange a la conclusion suivante: I1 existe um
nombre 7° tel que 7°€ (0, 7*) et F'(r°)—¥'(z°) = (7— )/v* < 0, C’est-a-dire
(22) 7)< y'(z°). , _
D’autre part, au point ° on a les égalités ¥'(z°) = f(t°, 7(r°—8(z°)— h”)),
et y'(e°) =1(°, y(°— 8(r")) = #{z°, y[(+°— 6(x)— 1) + 1°]). Puisque °—
—4(r°) <° < v* on trouve F(r°—4(°)—A°) > y(r°—6(z°)—1°)+7. Cette
inégalité entraine, en vertu du lemme 2,

y(°—8(1%) = y|(r*— 8(°)— %)+ h°) < F(+**— 8(+°)— K°) .
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Comme la, fonetion f(Z, y) est monotone, il en résulte ’inégalité
(23) y'(°) <¥(r°),

en contradiction avec ’inégalité (22), ce qui achéve la, démonstration du
théoréme 1.

THEOREME 2. Soit y(t) une solution de Véquation (1) dans Pintervalle
<0, a). Supposons ensuite que les nombres %, h° vérifient la condition
0 < b° < g/L*. Alors Vintégrale (1) de Véquation

y'(t) =flt, y(t—8@®—2%)) powr te<0,a),

20 o

y() =o(t)—1 pour  te (P, 0>
satisfait dans Dintervalle (0, a) & Vinégalité
(25) YOy <y@t)—19.

La démonstration du théoréme 2 est analogue & celle du théoréme 1,

4. Détermination des fonctions «(t, ) et v(¢, ). Moyennant
les inégalités obtenues & 1’aide des théorémes 1 et 2, nous définirons les
fonctions u (¢, n) et v(f, n) comme il suit:

(26) w(t, NEFW—A, o, DEFO)+%.
Evidemment v(t, %) = tfa(t) = u(t, ) pour te (py, 0) et
o(t, ) <y@) <wu(t,n) pour te0,a).

Nous allons maintenant évaluer la ,,distance”: nga:): {u(s, n)—v(s, 7)}

des fonctions v(t, ) et «(t, ) dans Dintervalle <0, a}> en fonction de ¢.
Pour cela il suffit de trouver une limitation pour la distance correspon-
dante des fonctions 7(?) et y(?). Celles-ci vérifient les égalités

7 =ft, 7t—s@®)—1)), te<0,a>,

(27) *® -]
yi) =)+ 1, t e {Po, 0>
et
V@) =1, Flt—o—r)), te<0,a,
(28)

T =) — 7. t € <Po, 0 .
Les égalités (27) et (28) donnent, avec la condition de Lipschitz, la limi-
tation
|g(t)—y(t)l =27 pour t € {Po, 0),

29 .
( )%z:.)lqg’(s)—ij'(s)lergf:,)xly(s)—'ﬁ(s)l-!-zlf"’l pour te<0,a).
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En posant «(f) = max |7(s)—%(s)]|, nous obtenons

?

(30) D_u(t) < Lu(t)-|-2Irfj ’ u(0) = 2707 1
d’ol résulte la limitation suivante pour la fonction u(¢):
(31) u(t) < 29(2e¢4—1) .

En tenant compte de la définition des fonctions %(f,7) et v(f, %) nous
obtenons pour ces fonctions la limitation suivante:

(32) ma;x {u(s, n)—v(s,n)} < 4n(e¥—1) powr fe(0,a).
@t

Remarque 2. De la hmitation (31) il s’ensuit que Yintégrale de
I’équation (2) 2 parametre & fixé dépend continiiment de la fonction
initiale p(?). Cette dépendance continue permet d’admettre, dans les
théorémes 1 et 2, aussi le eas ol A° = 5/L*.

Remarque 3. Les fonctions u(t,n) et v(t,n) s’expriment par les
intégrales 7 (f) et ¥ () de 1’équation (2) & retard &*(t) = 8(t)+A°, 2° > 0.
On peut déterminer ces intégrales effectivement par la méthode des
intégrations successives. En outre, les fonctions ainsi obtenues (¢, %)
et v(t, n) peuvent servir de point de départ pour améliorer 'approxi-
mation de Vintégrale y () de I’équation (1). En effect, si ’on définit deux
snites de fonctions {va(t)} et {us(t)} comme il suit:

() =v(t, 1), () =u(t,n) pour {e{p,a),
on(l) = un(t) =@(t) pour 1e(p,0>etn=1,2,..,

¢
tnra(t) = 9(0)+ [ f(s, va(s—8(s)))ds,
0. pour te{0,a), n=1,2,..,
tnia(t) = 9(0)+ f f(s, un(s—8(s))) ds
0

Pinégalité va(t) < y(2) < ua(t), te (0,a), n =1,2, ..., sera vérifiée et on
aura la limitation ([1], [3])

[on(t)— un(D)| < H(LR)"/n!, telp,a>, n=1,2,.
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