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Résumé. L'objet de 'étude est I'équation différentielle u’ = f (r, ) dans I'espace de Banach
E = 1_(A) des fonctions bornées x: 4 — R, ou A4 est un ensemble arbitraire et f est une fonction
continue. Si 'on a E = R" il y a deux théoré¢mes d’existence pour cette équation, dis a M.
Miiller et M. Nagumo, qui se fondent respectivement sur certaines conditions (M) et (N). Dans
la présente note il sera démontré, que pour I'espace E = | (A), (M) entraine (N). Ce qui permet
de déduire des variantes du théoréme de Miiller pour cet espace, car il y a des variantes
correspondantes du théoréme de Nagumo, speécialement dies a R. H. Martin.

Sei A eine beliebige Menge und

I, (A) = x| x =(X)eea> X, TeElL, ||X|| = suleal < +0].
ae.

Fir x, yel (4) wird x <y geschrieben, wenn x, <y, fur alle xeA4 gilt.
Ferner bezeichne D, und D, die rechtsseitige untere bzw. die rechtsseitige
obere Dinische Ableitung einer reellen Funktion.

Satz. Seien v, w: [0, T) - [, (A) stetige Funktionen mit
' p()<w() ©O<t<T),
und sei
(1) D=1(t,x) 0<t<T, xel (A), v(t) < x < w(t)].

Ferner sei f: D — 1, (A) eine stetige Funktion, welche der folgenden Bedingung
geniigt:

M) Ist aeA und 0<t < T, so gilt
(2) D, v () folr, x)  fir  v(1)
3) D,w,(t) = f(t, x) fir o(t)
Aus diesen Voraussetzungen folgt:

(N) Zu (r, y)eD und ¢ >0 gibt es (1*, y*)e D mit

w(t), x, = 0,(1),

<x<
S xS w(), X, =w, (D).

C)) T <t <t+e,
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y =¥ —f(z, y)” <e.

|T*—1

(5)

Bemerkungen. 1. Ist A = {1, 2, ..., n}, aiso [ (4) = R" (wobei R den
Raum der reellen Zahlen bezeichnet), so haben die Bedingungen (M) und (N)
nach Miiller [4] bzw. Nagumo [5] zur Folge, daB fir (z, y)eD das
Anfangswertproblem

u@=y, w@=ft,u@) @<<T)

stets losbar ist. (Allerdings gilt der Satz von Nagumo auch fiir allgemeinere
Bereiche als solche von der Form (1).)

2. Der auf (N) basierende Existenzsatz von Nagumo ist auf beliebige
Banachrdume ausgedehnt worden, besonders durch Martin [1], [2], [3];
dabei werden fiir f auBer der Stetigkeit naturgemaB noch weitere
Bedingungen (Kompaktheits- oder Dissipativitdtsbedingungen) gefordert.
Der vorstehende Satz erlaubt nun eine Ubertragung des Satzes von Miiller
auf den Raum [_(A), falls f entsprechenden Regularititsvoraussetzungen
gentgt.

3. Unter Kompaktheitsbedingungen fir f ist der Miillersche Satz durch
Walter [7] auf den Raum [ (A) iibertragen worden, und zwar direkt, d.h.
ohne Umweg iiber (N). Der hier eingeschlagene Weg der Herleitung von (N)
aus (M) hat aber moglicherweise den Vorzug, daBd sich aus kiinftigen
unendlichdimensionalen Versionen des Satzes von Nagumo (vgl. dazu
Question 4.1 in Martins Buch [3]) automatisch neue Versionen des Satzes
von Miiller ergeben konnen.

4. Der nachfolgende Beweis wird im wesentlichen durch Modifizierung
von Ideen von Martin [2] und Walter [7] gefiihrt.

Beweis des Satzes. 1. Fir 0<r < T werde
P: 1,(A) =D, = (x| xely(A4), v(t) < x < w(t)]

erkliart durch

(PyX); = < % (0 (1) S X, S W, (1) (xeA).
we(t) (g > w, (1)

{vu(t) (X < 14 (1))

Definiert man noch
F: [0, T)x1,(A) > 1,(A)

durch F(t, x) =f(t, P, x), so ist F eine stetige Funktion, welche auf D mit f
iibereinstimmt.

2. Set (r,y)eD. Wegen der Stetigkeit von F lassen sich
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Néiherungslosungen fiir das Anfangswertproblem
u(t) =y, uw(t)="F(t, u)

konstruieren. Genauer gilt (z.B. nach Martin [1], [2]): Es gibt n€(0, T—1)
und K >0, so daB fir n=1, 2, 3, ... stetige Funktionen

u" [t, 1+n] = 1,(A)

existieren, welche die Eigenschaften

(6) ||u"(t)—y—_th(s, u'(s))ds|| < 1/n (<t <+,
(7 lu"()—yll < K(t—1) (E<t<t+1)
besitzen.

3. Fur die Funktionen 4" kann die Doppelungleichung
(8) v(0)=2/n<u;(t) < w,()+2/n  (xed, 1<t <t+7)

gezeigt werden: Dazu seien n und « fixiert, und es werde zur Abkiirzung
f
et =uz(t), g()=[F.(s,u"(s)ds (<t<t+nm)

geschrieben. Dann ist zunichst nach (6)
© lo(t)—@lto)—g(t)+g )l < 2/n (1o, ty €, T+1)),
und nach (7) ist ¢ (1) = y,, also
(10) 0, (1) < @ (1) < W, (7).
Aus (2) und der Definition von F folgt
(11) D.v,()<g'(t), falls o@@)<p() (E<t<t+n),
und entsprechend folgt mit (3)
(12) D.w,()=2¢g' (1), falls o@@)=2w, () (E<t<t+1).
Es sei nun t; ein t-Wert mit
@ (1) <v,(ty).
Dann existiert wegen (10) ein to€e[7, t;) mit
(13) @ (to) = v, (2o),
(14) p(t) < v () (o<t
Nach (11), (14) ist also

D,(v,—9)() 0 (o<t <1y),
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und hieraus folgt
U (1) —g(t1) S v (tg) —g(to)-
(9), (13) liefern jetzt
v, (1)) < (1)) +2/n,

und das beweist die linke Ungleichung in (8). Analog erhilt man die rechte
Ungleichung unter Verwendung von (12).

4. Zum Nachweis von (N) sei noch ¢ > 0. Da F im Punkte (z, y) mit
Uibereinstimmt und dort stetig ist, gibt es ein § >0, so dal}

(15)  NF @, x)=f(r, I <e/2  (Ix=yll <9, t—1/ <9, 1<t < T)
gilt. Man wihle nun t* so, dall neben (4) noch die Ungleichungen
(16) ™*<Tt4y, <1496, K(t*-1<d
gelten. Dann sei n so groB gewihlt, daB
(17) 3/n <ie(t*—1)
ausfillt, und man setze
y* = P u"(t¥).
Nach Definition von P, ist natiirlich (t*, y*)eD. Wegen (8) ist
lly* —u"(e*) < 2/n,

und mit (6) folgt weiter
(18) ly* =y = [ F(s, u"(s))ds|| < 3/n.
Fir t <s < t* ist wegen (7), (16)
lu"(s)—yll < K(z*—1) <9,
also gilt nach (15), (16)
IF(s, u"(9)—f(zr, I <&/2 (t<s<Tt™).
Damit wird
[T F (s, un(s))ds—(r* —0)f (r, p)| < Ye(e*—1).

Mit (17), (18) folgt

Iy* =y —=(*=0)f (r, Yl <e(r*—71),
und Division durch t*—1 liefert abschlieBend (5).
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Bemerkungen 1. Tatsachlich ist sogar die folgende, (N) verschirfende
Bedingung gezeigt worden:

(N) Ist (t, y)eD, so gibt es zu jedem te(t, T) ein y(t), so daB (t, y(t))e D
ist und

lim

£t I—1

YOV g, y)“ ~0

gilt.

Die Aquivalenz der Bedingungen (N) und (N) ist aber aus Martins
Arbett [2] bereits bekannt (vgl. dort Theorem 2).

2. Fir x, yel_(A) seien x vy, x A yel(A) durch
(x v y),= max(xas Ya)s (x A Y = min(xa’ ya) (x€ A)

erklart. Dann zeigt der soeben gefiilhrte Beweis, da3 obiger Satz auch dann
gilt, wenn man dort [ (A4) durch einen abgeschlossenen, linearen Teilraum E
von [,(A) ersetzt, aus welchem die Operationen v und A nicht
hinausfuhren. Insbesondere kann E = C[a, b] der Raum der aufl einem
Intervall [a, b] stetigen, reellwertigen Funktionen sein. .

Dal sich der Satz von Miiller nicht ohne weiteres auf beliebige
geordnete Banachrdume ausdehnen 14Bt, zeigt ein Gegenbeispiel in [6].
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