ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XIX (1967)

Bemerkungen iiber Zeichen der Elemente der Matrix
der Grundlésungen fiir parabolische System
von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

von J. CHABROWSRKI (Katowice)

§ 1. Wir betrachten das System von partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

0%l
(1.1) Py, ., uy) = N 4% s L,
) lz( 1) ’ N) j=1‘L_IA ﬂ( ’ )3:1)"{1 ..3.’”:‘,," +
=2 ¥ 5
U Uq
+ Z Bg’f)(t,w)ﬁ;-f- Z Culty a)us——5r =0,
=1y N 0y ... 0%y o
t=1,..,N, o= (2, ..., ), %, ..., uy Sind gesuchte Funktionen der

nnabhingigen Veriinderlichen z,?. Die Koeffizienten des Systems (1.1)
sind definiert im Gebiete [0, T1x By, wo E, n-dimensionalen Euklidi-
schen Raum bezeichnet. (k) bezeichnet die Folge der ganzen, nichtnega-
tiven Zahlen (ky, ..., kn), k| =%+ ... +Fkn.

Wir nehmen folgende Voraussetzungen an:

I. Die XKoeffizienten des Systems (1.1) sind beschrénkt und stetig
im Gebiete [0, T] x By, und erfillen Holderbedingung hinsichtlich der
Verdnderlichen 2, wobei die Xoeffizienten bei Ableitungen zweiter
Ordnung noch Holderbedingung hinsichtlich Veridnderlicher ¢ erfiillen.

II. System (1.1) ist parabolisch im Sinne von Pietrowski, das heiBt
Realteile der Nullstellen A, der Gleichung

(1.2) det { D' AW, 2)(is)" ... (isa)"— 8y |=0,
fi=lea N7 f=2

. {0, 7,
04y = .
1, 1=
erfiillen Ungleichungen
Re(Aa) < — 4, 6>0; a=1,.,HN



288 J. Chabrowski

fiir alle reelle sy, ..., $», die Bedingung erfiillen

sit .. Fsh=1,

sowie fiir alle (¢, 2) e[0, T] x Hy .

Die Voraussetzungen I und IT garantieren die Existenz der Matrix
der Grundlésungen I'y(t,»;7, &), 4,i=1,.., N, 0<1<i< T, %, £ e B,,
£ = (51; vy Eﬂ) ([3})

SATz 1.1. Sind die Voraussetzungen I, I1 erfillt, ist p(x) eine dreimal
differenzierbare Funktion im Raum En, wobei die Ableitungen dritier
Ordnung beschrdmkt sind, so gilt fiir alle i #§ die folgende Formel

(13)  lim 2 [ Ty(t, o7, E)p(6)as

T t—7

Ik I#]
= Oy(t, @)p (@) + ZB??(% m)% + Z AP, w)a—f”(l-

Fon °
|iel=1 || =2 0wy,

Beweis. Das Integral in der Formel (1.3) wird mit Hilfe der Taylor-
schen Formel umgestaltet:

18) 2 [Tyt 07, (e
= [ Tutt, 235, 902 + 7 [ Tty a3 7, )lp(6)— (@)1
= = [ Tty 735, Oo@) a8+ [ Tty 337, )

2
| | E—o0 %+ o 2] o

(f=1

+R} dé

2=

wo R Lagrangesches Restglied bezeichnet, berechnet in einem Punkt
auf der Verbindungsstrecke (&, ..., &) und (@, ..., @), Ul = I,! ... lu!.

Aus den in der Note [1] (Formel (5.1)) und [2] (Formel (5'.3)) be-
wiesenen Formeln geht hervor, daB

lim A t— )fl’”t w7, ) (G—m)"dt = AP(t, ),

¢
o= [ [ (e—a,

=1

lim = [Tott, o0, ) E—onde = B, ), B=[D T7D
H

-r—»!t_' 8=l,

hm——fn,(t my7, §)dE = Oyll, @), 7.

vt [
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Machen wir den Grenziibergang in (1.4) und beniitzten die letzten
drei Formeln, so erhalten wir die Gleichungen (1.3).

§ 2. Mit Hilfe des Satzes (1.1) kann gewiBe Sidtze betreffs der Zeichen,
der Funktionen I'y(t, z; T, §) fiir 4 £ j erhalten.

Sarz 2.1. Die Koeffizienten des Systems (1.1) mdgen die Voraussete-
ungen I und IL erfiillen. Wenn be’b fzmerten 1 7§ fiir eine gewifle Folge

(k) = (Foyy v.-y ki) der Koeffizient AS(t, z) nicht identisch gleich Null ist,
so verdndert die Funktion I'y(t, ;t, £) das Zeichen.

Beweis. Im Falle Cy(t,2)=0, i,j=1, ..., N, entsteht folgende
Gleichung

[T, w57, 686 =0, i,j=1,.. N, i#j.

Wenn die Funktion I'y(t,®;v,%) das Zeichen nicht verinderte,
dapn wire die Funktion stets nichtnegativ oder nichtpositiv fiir alle (¢, z),
(z, &); (£, @) # (7, £). Angesichts der vorhergehenden Gleichung hitten wir
Ty(t,z;7, ) = 0. Aus der Note [1] (Formel (5.1)) geht A(f,z)=0
hervor, was einen Widerspruch mit ungeren Voraussetzungen ergibt.
Setzen wir also vorus, daf nicht alle Koeffizienten Cy(t, ) gleich Null
sind. Wir nehmen noch folgende Definitionen an:

durch (k™) werden wir die Folge (%, ..., ks) bezeichnen, deren Ele-
mente die Gestalt haben

{0, p#mund p+# 1,
kp-——

m#1;
1, p=moder p=1, ks

durch (¥™™) wird die Folge (%, ..., kx) bezeichnet, deren Elemente
die Gestalt haben
{O! p # m )
kp=
2, p=m;
durch (k™) werden wir die Folge (k,, ..., k») bezeichnen, deren Lle-
mente die Gestalt haben
{0, P F M,
kp =
1, p=m.

Betrachten wir zuerst den Fall, wenn (K, ..., kn) = (k™). Aus der
Vora.ussetzung geht hervor, da8 so ein Punkt (#,2') existiert,
daB A%" m)( z') #0, o= (w1,..,xs). Setzen wir zuerst vorus, daB
AEM )> 0. Wir beweisen, daB I'y(t, @57, &), i #j, weder immer
mchtposmiv noch immer nichtnegativ sein kann. Wirklich, wenn fiir
alle (¢, z) # (v, &), I'y(t, z;v, &) < 0 wire, so hitten wir angesichts der
Note [1] (Formel 5.1))

A% ™, 1) = lim ——— 57 t f Ty, @7, &) (Em— tm)2dE <
i -
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was unméglich ist. Dagegen wire immer I'y(?, z; 7, £) > 0, so substituieren
wir, im Falle wenn Oy(t, #') < 0, in die Formel (1.3) die Funktion

f(':tm) =1 +cos”(£m—a9}n) .
Bs ensteht folgende Gleichung

1) lng [Tt @, F(Emde
= Cys(t ) f(@m) +BE(E, 2)f'(@m) +AG " (t, 8)F (Tm) -

Die Grenze soll nichtnegativ sem, wiahrend im Punkte (f, #') diese
Grenze gleich 2Cu(t, 2")—24%" (!, ') < 0 ist, was unméglich ist. Im
Falle, wenn Oy(t, 2!) > 0, nehmen wir in der Formel (1.3) als /(&) die
Funktion

. (kmm)
(thyz) 1,2
f(f-m.) [“W (Em— %) ] ‘P(’fm)
wo
£ {17 ]‘Em"‘ wml < ’5/2
(2.2) ?(6m) = 0, |ém—@ml=0,
wobei @(£,,) unendlich differenzierbar ist und 0 < ¢ (&,) < 1. J ist s0 ange-

passt, daf die Ungleichung entsteht

A(’cmm)( 1) - .
(2.3) __(t-lT)-_(g’"— o) =0 fir |Ep—an| <6

Offensichtlich f(&,) > 0. Die Grenze in der Formel (2.1) ist im Punkt (#, «*)
gleich
(k""") (t
Oq(t1 )
was unmoglich ist.
Im zweiten Fall, wenn A" (&, #') < 0 beweisen wir, daB I'y(t, z; 7, &)
weder immer nichtnegativ noch immer nichtpositiv sein kann. Wenn
Iy(t, »; v, £) nichtnegativ wire so hitten wir aus der Note [1] (Formel (5.1)}

oﬂ(tl, ) — 24 (¢ o) = — A ) < 0,

(kmm) ( ¢ ) = lim ———

P 2 f‘r‘jt 2; Ty §) (fn— Tm)2dE =

was unmdglich ist. DaB die Funktion I'y(t, z; v, &) nicht immer nicht-
positiv sein kann, beweigen wir wie vorher mit Hilfe der Formel (2.1).
Im Talle, wenn Cy(#, #*) > 0, kann man dabei die Funktion

(k) 13
few =~ 0T oo
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verwenden; wenn Cy(#!, 2*) = 0, so fithrt man die Funktion
F(Em) = L4-cos(Em—an,) =0
ein. Im Falle, wenn Cy(#, #') < 0, kann man zum Beispiel die Funktion

[.A (k""") )

J(Em) = ml) — (Em— Tm)? ]‘P (Em)

verwenden, wobei wir die Funktion ¢(&,) mit Hilfe der Formel (2.2)
definieren und die Konstante, in der Definition der Funktion ¢(z), so
angepasst ist, damit die Ungleichung (2.3) entsteht. Betrachten wir weiter
den Fall, Wenn (Tcl, ey Bn) = (E™). Analog wie vorher beweisen wir,
daf wenn A )(t #') > 0, 80 kann I'y(t, x;z,&) weder immer nicht-
negativ noch immer nichtpositiv sein. Wenn I7(?, z;%, £) < 0, so sub-
stituieren wir im Falle, wenn Cy(#, 2!) = 0, in die Formel (1.3) die Funktion

f(émy &) = 1+Sin(£m—w:n)3in(£l— w%) =0.

Dann erhalten wir

@.4) lm 2 [ Tylt, 257, )f(n, b)dE

7>l t—7
= Oij(ta w)f(mm; wl) +B(kM)(t w)j:;:m(mm) ml) +—A£T’;:EMM)('J" m)f:;::na:m(mm’ wl) +
+2Ag;'m)(t ) fomzy(Tm.y 1) A-?J‘ l)(t 2} {2y (B y T1) +B’§;‘l)(t9 ) f2,(®m 5 @1)

(kml)(t ) (an)(t )
Diese Grenze goll mchtposmlv sein, wihrend fiir (#, ') die Grenze
gleich Cy(f, 2*) +24 %™, #*) > 0 ist.
Im Falle, wenn Gq(tl #') < 0, kann man in der Formel (2.4) als
f (E‘my &)

(kml)(t ) . 1 . 1
(2.8) f(ém) &)= |— W‘ +-8in(ém— mm)SIH(El—a;I)]?’(‘Sm’ &)

')
nehmen, wobei
AT, o)

(p(f‘m’El):l) wenn _W—}l’

dagegen
1,  [(bn—@n) +(&—aPT" < 62
(2.6) @(my &) = l ’ ;nz 1/2 ’
0, [(ém—@m) +(§I"‘ml)] =0
A4, o)
wenn — < 1: auBerdem ist ¢(&m, &) unendlich differenzierbar

Oyt oY)
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und 0 < g(ém, &) < 1. 8 ist angepasst, dab fiir [(bn— om)* +(b—a1)'T" < 0
die Ungleichung
) ' . (kml)(t
— 8in(Ep— @) 8in(&—o1) < — W

entsteht. Offensichtlich f(&n, &) = 0
Ahnlich beweisen wir, daB I'y(t, ®; 7, €) > 0 nicht sein kann, denn
widrigenfalls nehmen wir in der Formel (2.4) als f(ém, &) die Funktion

f(m, &) = 1— 8in (Em— @) sin (&— a7) ,

wenn Cy(f, #!) < 0 und die Grenze in der Formel (2.4) wiirde im Punkte
(&, o') gleich Oy(f', ") —24%™(#, s*) < 0 sein, was unméglich ist. Wenn
Cy(tt, ®1) > 0, geniigt es in der Formel (2.4) als f(ém, &) die Funktion

A(kml)( 1) . s ) )
2.7)  flém, &)= [——T sm(&m—mm)sm(&'z—m;)] @ (Em, &)
AP o
anzunehmen, wo ¢(ém, &) =1, wenn —W > 1; dagegen, wenn
‘l b
AEE ot : R .

W< 1, wird @(&m, &) mit Hilfe der Formel (2.6) definiert,
wobei & so angepasst ist, damit fir [(ém—om) +(6—21) T <8 ein
Ungleichung entsteht

: " y  AGE o)

Sin (ém— @) 8in (§—27) < W

Im letzeten Falle, wenn A%E"(#, ') < 0, beweisen wir zuerst, daB
I'y(t, ;7, &) nicht immer n1chtnega,t1v sein kann. Zu diesem Zwecke
nehmen wir

f(Emy &) = 1 +-8in (Em— am) sin(—27) > 0

an, wenn Cy(#, ') < 0, und die Funktion f(ém, &) wird mittelst der (2.5)
und (2.6) definiert, wenn Cy(f, &') > 0. Weiter beweisen wir, daB
I'y(t, w37, &) nicht durchweg nichtpositiv sein kann; dafiir nehmen wir

F(ém, &) = 1— gin (Em— ) 8in (£1— a7)

an, wenn Oy(t, @') >0 und die Funktion f(&m, &) wird mit Hilfe der
Formel (2.7) definiert, wenn Oy(t, ') < 0.

Mit derselben Methode kann man #hnlichen Satz erhalten betreffs
der Koeffizienten B¢, x).

SArz 2.2, Die Koeffizienten des Systems (1.1) mégen die Voraus-

setzwngm I, IT erfillen. Wenn bei fiwiertem i + j fiir eine gewifie Folge

(k) = (ky,y ..., kn) der Koeffizient BE(t, w) nichi identisch gleich Nwll ist,
so verdndert dw Funltion I'y(t, z;7, &) das Zeiohen.
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Beweis. Sei BY " (t, ") > 0. Wir beweisen, daB I'y(t, ; 7, £) weder
immer nichtpositiv noch immer nichtnegativ sein kann. Setzen wir voraus,
daB I'y(t, #;7, &) < 0. Im Falle wenn Oy(#, 2') > 0, substituieren wir in
der Formel (2.1) die Funktion

f(ém) = 1 +8in(ém—am) = 0
und die Grenze im Punkte (i',s') ist gleich Cy(t', o") +B*™(#, o) > 0,
was unméglich ist. Wenn dagegen Cy(il, 2!) < 0, so substituieren wir in
der Formel (2.1) die IFunktion

B, ) | .
(2-8) f(fm) = [ - m +sin(&m— mm)] ?('Sm)

BN o)
F@ﬁ =1, dagegen

mit ¢(ém) =1, wenn —

1 |&m— @m| < 6/2

(2.9) @ (ém) = l N oml <072,

0, |Em—ah| =6, 8>0,

BT, o)

20;;;(11, a;l)

< p(£m) < 1. Die Konstante 8 ist so angepasst, damit fiir |En— a5, < 8
eine Ungleichung

'wenn — <1, wobei ¢@(&n) unendlich differenzierbar ist und

(k’“)(tl 1)
204(t, o)
entsteht. Die Grenze in der Formel (2.1) ist im Punkte (¢, #') gleich
_ B, o)
20 gy(tL, 21)

was unmoglich igt. Fir den Beweis, daf I'y(?, #; v, £) nicht immer nicht-
negativ sein kann, kann man die Funktion

—sin(ép—am) < —

Ouy(t', s) +BS (Y, «') = 3BY (') > 0

(2.10) f(ém) = 1—sin(ém— @m) = 0
verwenden, wenn Cy(f%, ) < 0, und die Funktion
By @ at) 1 ]
(2.11) f(ém) = [W 8in (m— Zm) | @ (€m)
wenn Oyt ') > 0, wo @(&n) =1, wenn l""_(_t_w_l 1, dagegen wird
iU ’ Piem ’ 2Cy (1, oh) =
. . . .. <"m)(t @)
die Funktion ¢ (£,) mittelst der Formel (2.9) definiert wenn <1,

20 (1, o)
wobei die Konstante 6 so angepasst ist, damit eine Ungleichung

(k’")(tl @ )

: 1
SlD.(Em*- mm) < m—(tl—m—l)
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fiir |€m— mh,| < 6 entsteht. Endlich betrachten wir den Fall B”‘ )( ') < 0
und beweisen zuerst, daBl I'y(?, 2; v, £) nicht immer mchtnega.tlv sein
kann. Hier kann man die Funktion

f(ém) = 1 +sin(én— m,lm)

verwenden, wenn Cy(#, #) < 0. Wenn Oy(t, #') > 0, so kann man sich
zum Beispiel der in den Formeln (2.8), (2.9) definierten Funktion bedienen.
Dagagen fiir den Beweis, daB I'y(t, «; v, £) nicht immer nichtpositiv sein
kann, kann man sich der in der Formel (2.10) definierten Funktion be-
dienen, wenn Cy(#, 4') > 0, und man verwendet die IFunktion f(&x) aus
der Formel (2.11), wenn Oy}, 2') < 0.

Aus den Sidtzen 2.1 und 2.2 kann man nachstehende Folgerung
ziehen:

FoLGERUNG 2.1. Wenn die Koeffizienten des Systems (1.1) die Voraus-
setzungen I, IT erfiillen und wenn bei fixierten i +# j bei gewifiem (k) wenig-
stens einer von den Koeffizienten ASP(t, x), BU(t, x) nicht identisch gleich
Null ist, so verdndert I'y(t, z; v, £) das Zeichen.

Aus der Formel (1.3) in dem Satz 1.1 geht hervor:

FoLGERUNG 2.2. Sind die Vorausselzungen I, 11 erfiillt, ist @(x) eine
dreimal differenzierbare Funktion im Raum E,, wobei die Ableitungen dritter
Ordnung beshrinkt sind, dann gilt fir ¢ =1, ..., N folgende Formel

@12) lm [ Y Iy, o, e

> t-—‘ 7-1; ----
i¥1
[%l=1 Ik
= 2 Cuy(t, 2)p(w) + 2 B (1, x) _k;iﬁ(w%ﬂ +
j=1,.., N Jomd, s N Xy ... 0y
il 41
S |
"o (@)
e S i |
1=1_’¥-£,N "7 ( ! )a ;_cl “ea amﬁn
7

Analog wie vorher beweisen wir

SATz 2.3. Wir setzen voraus daf die Koeffizienten des Systems (1.1)
die Voraussetzungen I, IL erfiillen. Wenn fir einen fiwierten Indew i

(6=1, .., N) bei gewifem (k) mindestens eine der Summen D A%, z),
j=1,"
D B¥(t,w) wicht idemtisch gleich Null s #ld' it
Py ntisch gleic uwll ist, mufi die Summe
J#i
f 12 NI';,(t, @; v, &) das Zeichen dndern.
i#1
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§ 3. Man kann ein Beispiel des Systems angeben, fiir welches alle
Elemente der Matrix der Grundlosungen nichtnegativ sind. Es soll ein
parabolisches System im Sinne von Pietrowski gegeben werden:

(3.1) W‘.?.(ul, ey U)

k| =2

_Z T 2 a,,(tm)u,-——_o i=1,..,N.

jum1, .

In diesem System sind die Koeffizienten 0¥ Xxonstant. Die itbrigen
Koeffizienten bei Ableitungen zweiter Ordnung und alle Koeffizienten
bei. Ableitungen erster Ordnung sind gleich Null. Wir setzen voraus,
daBl Cy(t, x) stetig, beschrankt in [0, T] x B, sind und Hbolderbedingung
hinsichtlich z erfiillen.

SAatz 3.1. Alle Elemente der Matriz der Grundlosungen fiir das System
(3.1) sind nichinegativ, wenn Cy(t,x) >0, i,j=1, ..., N.

Beweis. In Ubereinstimmung mit der Definition der Matrix der
Grundlosungen nach W. Pogorzelski [3] haben wir

Tylt, @57, y) = Wikt, o7, y) + f at | ZWﬂ,(t 25, 0)Bus(l, 257, ) dz

k=1

W, z;v,y), 4,j=1,..,N, bilden die Matrix der Quasildsungen
D(t, 2;7,y) sind Losungen der folgenden Systems von Volterraschen
Integralgleichungen s =1, ..., N (r fixiert):

(8.2) Dt m;7,9)

= YL Wit w57, )]+ fdcf 2 W AW, 25 L, 2)10u(C, 257, ) e

=1

wo P&, .(Wy) den fiir die Folge (Wi, ..., Wi¥) berechneten Differential-
(K| =2

operator (3.1) bezeichnet. Jede quadratische Form 2, Cy s¥ ... ¥ ist positiv

definit und jede Gleichung

|Je] =2

(3.3) %’1= Z Ot

a|k!19¢
ozt .. axln

hat die Grundlosung. Unsere Matrix der Quasilésungen hat die
Gestalt

(3.4) WYL, o7, y) = Walt, 257,9), Wi, @57,9)=0
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tiir 4 # §. Das System von Integralgleichungen (3.2) kann man in der
Gestalt schreiben:

Doy(ty @5 7,y Y)

= Cul(t, 2)Wp(t, 257, %) -l—defZGazt x)Wn(t, 2; £, 2)Pull, 25 7, ¥)dz

=1

s=1,..,N, r fixiert.
Die Losung des Systems von Integralgleichungen kann man mit
folgenden Formeln beschreiben:

Bt 3 7, Y) = furll, 257 y+f a [ me(t &3 &y 2)fnll, 257, ) de

J=1
wobei

oyt 35 8,2) = D N(t, ;2,2) (NG = Ny,
y=0
N @

NG, @5 8,2)= D, [ @8 [ Na(t, w59, ) NP, u; ¢, 2)du.

l=1¢{
Nalt, @5 ¢, 2) = PG Wit 25 ¢, 2)],
falt, @3 7, ¥) = Tl WiH(E, 237, y)].

Aus den Formeln (3.4) geht hervor, dafl die Quasilésungen nicht-
negativ sind, also Ngu(f, @; {, 2) und fa(t, «; 7, y) nichtnegativ sind. Darans
ergibt sich, daB @e(t, x;7,y) fir alle s, r nichtnegativ sind, und das
heillt Fq(t,w;-r,y) =0, ’l:,j= 1, ,.N

Der Satz 3.1 widerspricht nicht den Sdtzen 2.1 und 2.2 weil wir im
Satz 3.1 vorausgesetzt habep daB alle Koeffizienten bei Ableitungen
erster und zweiter Ordnung fiir 7 7= j identisch gleich Null sind.

§ 4. Die Elemente, welche auf der Hauptdiagonale der Matrix der
Grundldsungen liegen, konnen — fiir spezielle parabolische Systeme —
Grundlésungen gewohnlicher parabolischer Gleichungen sein und daher
gind sie nichtnegativ.

Betrachten vir folgendes parabolisches System im Sinne von Pie-
trowski:

o k| =2 alkl |%|=1 alkl
] § ! k. Uy
(1) at Agl)(t’ ) l kn i Z B(k) DXy, 20 o’
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Wie immer setzen wir voraus, daB die KXoeffizienten stetig und
beschrénkt in [0, T] X B, sind und die Holderbedingung hinsichtlich
erfiillen; die Koeffizienten bei Ableitungen zweiter Ordnung sollen die
Holderbedingung auch hingichtlich # erfiillen.

Die Gleichung von Pietrowski fiir das System (4.1) hat die Gestalt:

[](ZA""U w)sf . s 42) = 0.

=1 e
Daraus geht hervor, daB jede Form 2 A, 2) sk ... sk positiv definit ist.
Algo jede Gleichung

20 a""ﬁ a""ﬁ
wn Y s 2 Saps

1

= =1 ol .. ok

ist parabolisch im gewohnlichen Sinne. Uber die Ma.trlx der Grundlésungen
fiir das System (4.1) beweisen wir folgenden

SATz 4.1. Die Funkiion I'y(t, x;v, &) ist die Grundlisung der Qlei-
chung (4.2), j=1, .., N. Dagegen sind die Funktionen I'y(l,wx;T, §),
i=1,..,N, =1, ..,1i—1, identisch gleich Null.

Beweis. Betrachten wir das Cauchysche Problem

h(t,#) =0, .., Uya(7,2)=0,
ui(t, &) = @(x), Uip1(T,2) =0, ..., uy(r,2)=0,

wo p(w) eine stetige und Dbeschrinkte Funktion ist. Die Lésung dieses
Problems hat Gestalt:

uy(t, 2) = f-rli(tr @y T, E)p(E)dl, u(t, x)= fPM(tr @7, E)p(E)ds, ..,
@) = [ Twilt, w7, §)p(€)dE .

Insbesondere erfiillt die letzte Funktion eine gewohnliche parabolische
Gleichung

2L Tt o5, p(8) ]

ZA(’G) (%, )a?;ﬁ_l"‘_klh [f.['_zwt zy T, E)q;(f)dg]

[|=2

_I_ZB(M( )é__k_p‘laT[fPMt @ T, &)@ (E)dé]

(] =1
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und die Anfangsbedingung
tim [ [ Tivdt, 357, §)9(6) ] = b (@),

5. {0, i# N,

W= 11, i=DN,

Aus dem Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen geht hervor,
daB wenn (@) > 0, so J Iy, @; 7, £)@(£) @& > 0. Daraus ergibt sich, daB
Iyy(t, o3 7, £) > 0. BEs ist bekannt, daf

[ rydt, a5z, 8)dE =0, i=1,..,N—1
und folglich
Iyit,z57,6)=0, ¢+=1,..,N-1.
Setzen wir voraus, daB
Iy(t,z; 7, &) =0
fir 4=1,..,.N—% j=1,..,N—k—1, 2<k<N-3.
Wir beweisen, daf
IPy_pr,4(, 057,86 =0 fir 4§=1,...,N—k—2.
Zu diesem Zwecke betrachten wir das Cauchysche Problem
(T, @) =0, .y Ua(r,2) =0, w(r,2)=p(x),
Uit ) =0 .., uy(z,2)=0, 1<i<N—k-1.
Die Losung hat die Gestalt:
w(ty o) = [ Tl @0, D988, wt, o) = [ Tl @37, ($)8, ..,
UN—k-1(t, ) =fI'N—k—1,i(ta @; T, E)p(8)dE, un-i(t,2)=0, ..,
un(t, ) = 0.

Insbesondere erfiillt die Funktion wuy_p_.(f,®) die parabolische
Gleichung

0
gil S Tv-nosty 257, E)p()]

jk|=2
= D At el J Tt 35, Do (61ae] +

| % =2

a“‘l
+ZBNk1N-k1t, )a .

k»[fFN k—1,4(t, @5 7, E)qD(E)dE]
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und die Anfangsbedingung ;

lm [ Py ses ity 057, £)p(£) 8 = Seyv—uap(a),
‘ B {o, i # N—k—1,
ML, i=N—k—1.
Diese Losung ist nichtnegativ fiir jede nichtnegative, stetige und be-
schrinkte Funktion ¢(@), also I'yy—y4t, 2;7,8) =0, I<i< N—%k—1.
Weil '
[ Iychralt, 57, £)dE=0  fix  i=1,.., N—k—2,

80 ist
TN_k_l,f(t,m;r, §)= 0 fiir 1 = 1, ...,N-—’G—-z

Es ist bekannt, daf jede Kolonne der Matrix der Grundlésungen das
System (4.1) erfiillt. Wenn wir also insbesondere die Kolonne von dem
Index j in die Gleichung von dem Index j, substituieren dann erhalten wir:

(%] =2 | %]

2 (Tt mi, 6= ) 40,0 )—f;’f—T,,[rﬁ(t,w;r, £+
I =1 |
+ ) Bt 9) i (Tlt 23, 8.

I'y(t, z; 7, £) hat auBerdem dieselben Emgenschaften wie gewbhnhche
Grundlésung. Angesichts der Bindentigkeit ist I'y(t, ;7, &) die Grund-
16sung der Gleichung (4.2) von dem Index j.

Ein anderes Beispiel dafiir, daf die Funktion auf der Hauptdiagonale
eine gewohnliche Grundlosung sein kann ist das System:

| Fe| =2 | ] =1

s v o), 3'”%1 o 3lklu1
(43) = Aty @) T Bif'(t; @) — Ton
o 1=-1‘.LJ....N I S oxy* ... 0y,
j .
+ 2, Cult, ®)us (E=1,..,N).
j=1,.

Setzen wir voraus, dafl die Vora,ussetzungen I und I vom § 1 er-
fillt sind.

SATZ 4.2. Wenn A“"(t, 2)= 0, B¥(t,0) =0, Ou(t,®) =0 fiir s=1,
ey r—1, 741, ... (r fimiért 1 < v < N)und fir alle (k), so ist I'g(2, @5 T, E)
=0 fir s=1, .. ,r—l r+1,..., N, dagegen ist I'n(t, ®;, §) die Grund-
losung ffiir die parabolische Gleichung:

1% =2 Ikla
wn B-Fapeo g2
|kl=1 k|
+2 BY(, m)—f—%—k, + Gty 0)0 .
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Beweis. Die Gleichung von Pietrowski hat folgende Gestalt:

(k| =2

( 3 4, aysls .. sle+2) det{ 3 A, o)lis)™ ... (s —ua} =0,

=2
i=1,..,r—-Lr+4+1,..,N, j=1,.,r—1,r41,..,N.

Daraus geht hervor, daB die FormI Z‘ AP, o)sf* ... sk positiv definit
k —

ist, also die G]elchung (4.5) parabolisch ist. Die Voranssetzung I garantiert
gleichfalls die Existenz der Grundlésung I'({,x; 7, &) fiir die Gleichung
(4.5). Betrachten wir das Cauchysche Problem fiir des System (4.3)

u(r, @) =0, .., U(t,2)=0, wr,2)=9p@),
Uepa(r, 2)=0, .., un(t,2)=0

wobei @(®) eine stetige, beschrinkte Funktion ist. Diese Losung kann
man in der Gestalt der darstellen

m)=fplr(t’m§f,£)¢(f)d§: vy Un(t, @) fFth @y T, E)p(£)dé.
Anderseits hat die Losung dieses Problems die Gestalt

Ut @) =0, .y U, 0)=0, ult,z)= [T(t, 57, E)p(£)dE,
Urpr(t, ) =0, ..., wun(t,z)=20.
Wegen der Eindentigkeit haben wir:
Iyt w57, E)=0, =1, e r=1,r+41,.., N
Ity 257, )=, 257, 8) .
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