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Uber die linearen homogenen geometrischen Objekte
des Typus [m,n,1], wo m<n ist

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice) und A. ZAJrz (Krakéw)

§ 1. Einleitung. Die linearen homogenen geometrischen Objekte
erster Klasse sind diese, die bei der Transformation des Koordinaten-
systems

EV:‘];‘.'(‘E")s 1=1,2,..,n
folgende Transformationsregel
(1.1) o =F" (4N, a=1,2,..,m

aufweisen, wo o(o!,.., 0™ bzw. o'(e",..,o™) die Komponenten
dieses Objektes in dem Koordinatensystem (£") bzw. (£*) und A5 die
ersten partiellen Ableitungen von &° hinsichtlich &

4
47 =%
o&*
bedeuten (vgl. [1], S. 12-15, 79). Die Beziehung (1.1) kann auch in der
Matrizenform

(1.2) o =F(d)o

geschrieben werden. Dann sind o’ bzw. o die einspaltigen Matrizen || o®||
bzw. |09 und A,F(4) die quadratischen Matrizen entsprechend der
Ordnung n, m.

Das Objekt w nennen wir das J-Objekt, wenn die Matrixfunktion ¥
nur von der Jacobischen Determinante J der Matrix 4

o"

J=D%'

abhingt. Also F ist in diesem Falle eine Matrixfunktion der skalaren
Verinderlichen J (vgl. [1], S. 47)

(1.3) F(A) = G(J) .
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In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit zwei Problemen. Erstens
zeigen wir, daB es auBer den J-Objekten keine linearen homogenen
geometrischen Objekte erster Klasse geben, wenn m <% ist. Zweitens
bestimmen wir alle linearen homogenen geometrischen Objekte erster
Klasse fiir m = n ohne auf die Aquivalenz dieser einzugehen. Das heift,
da wir nur alle moglichen Transformationsformeln solcher Objekte
bestimmen. Mit der Aquivalenz der hier bestimmten Objekte beschiftigen
wir uns in einer anderen Arbeit.

Der spezielle Fall dieser Probleme fiir m =1 und » beliebig folgt
unmittelbar aus den Ergebnissen der Arbeit [4]. Der TFFall m =2 =n
wurde von M. Kucharzewski und M. Kuezma in [6] und {7] gelost. Hier
wollen wir den allgemeinen Fall wenn m und n beliebig sind, an-
greifen.

Um die Komponenten des Objektes in jedem zuldssigen Koordinaten-
system eindeutig zu bestimmen, mufl die Funktion F in (1.2) folgende
Funktionalgleichung

(1.4) F(X)P(Y) = F(XY)

fiir beliebige nichtsingulidre Matrizen X, Y erfiillen.

Um alle linearen homogenen geometrischen Objekte erster Klasse
zu bestimmen, muB3 man also die Funktionalgleichung (1.4) 16sen. Des-
wegen werden wir im weiteren die Losungen dieser Funktionalgleichung
suchen. Darauf beruht unsere Bestimmungsmethode derartigen Objekte.

Auflerdem mufl ' auch der Bedingung

(1.5) F(E)=e

geniigen, wo F bzw. ¢ die Einheitsmatrix der Ordnung » bzw. m ist.
Aus (1.4) und (1.5) folgt, daB die Werte von F nichtsinguldren Matrizen
darstellen. F ist also ein Homomorphismus der Gruppe GL,(R) in GLn(R).
Deshalb werden wir im weiteren iiber Gruppen und Homomorphismen
sprechen und ihre Eigenschaften benutzen.

Die Arbeit besteht aus vier Paragraphen. Im ersten ist der Ziel der
Arbeit und sind einleitende Begriffe dargestellt. Im zweiten geben wir
cinige Hilfssidtze aus der Gruppen und Matrizentheorie an, die im wei-
teren nétig sind. Im dritten beschiftigen wir uns mit der Bestimmung
der linearen homogenen geometrischen Objekte erster Klasse, derer
Komponentenzahl m kleiner als Dimension n des Raumes ist m < n.
Es ergibt sich, dafB die einzigen Objekte dieser Art, die J-Objekte sind.
Im vierten Paragraphen sind alle Objekte bestimmt, derer Anzahl der
Komponenten der Dimension des Raumes gleich ist m = n.

§ 2. Einige Hilfsslitze aus der Gruppen- und Matrizen-
theorte. Wir fithren zuerst einige Bezeichnungen ein, Mit E bzw. ¢ wer-
den wir die Einheitsmatrix der Ordnung n bzw. m bezeichnen. Mit By(a),
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i # j, bezeichnen wir die Matrix, welche ensteht, wenn man die in der
i-ten Reihe und j-ten Spalte der Einheitsmatrix stehende Null mit «

ersetzt
Bi(a) = [|6+ adud -

Jetzt geben wir ohne Beweis zwei folgende Hilfssiitze an:

HrrssATz 2.1. Beliebige zwei Matrizen By(a), a # 0, und Bu(p),
B # 0, sind untereinander dhnlich, d.h. fiir diese Matrizen gibt es stets eine
nichtsinguldre Matriw C, welche die Relation

Bu(f) = CBy(a) 0"
erfullt.
Wir werden mit
{a), @y ... Qaan}

eine Diagonalmatrix bezeichnen, welche auf der Hauptdiagonale die
Elemente a,,, @y, ..., Gyy hat.

HILFSSATZ 2.2. Jede nichlsigulire Matriz A kann in der Form
A = BD

dargestellt werden, wo B das Produkt gewisser Anzahl der Matrizen By(a)
und D nachstehende Diagonalmatrix

D={1 1 ... u}
ist.

Dieser Hilfssatz ist in [2], S. 152 vollstindig bewiesen.

Bemerkung 2.1. Da die Determinante der Matrix By(a) gleich 1
ist, mufl auch dasselbe fiir das Produkt beliebiger Anzahl von Matrizen
dieser Art gelten. Infolgedessen ist u der Determinante von .4 gleich.

Weiterhin geben wir einen Hilfssatz iiber die invarianten Unter-
gruppen der allgemeinen linearen Gruppe an. Zuerst miissen wir noch
einige Definitionen einfithren. Wir werden mit GL,(E) die allgemeine
lineare Gruppe tiber den Korper der reellen Zahlen R bezeichnen, d.h. die
multiplikative Gruppe der quadratischen Matrizen der Ordnung » mit
den Elementen aus R. Die Untergruppe dieser Gruppe, die aus allen
Matrizen mit der Determinate 1 besteht, bezeichnen wir mit SIL. (R).
Wir nennen sie eigentliche unimodulire Untergruppe von GL,(R).

HriLrssaTz 2.3. Ist G cine invariante Unitergruppe von GLa(R) und
enthdlt sie etne der Matrizen Bu(a), a # 0, so enthdlt sie auch ganze eigeni-
liche unimodulire Untergruppe SLi(R).

Beweis. Ist @ eine invariante Untergruppe und besitzt sie die
Matrix Byf(a), so enthilt sie auch infolge des Hilfssatzes 2.1 eine jede
dieser Matrizen. Also sie muss auch jedes Produkt dieser Matrizen ent-
halten. Auf Grund des Hilfssatzes 2.2 kann man jede unimodulire eigent-
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liche Matrix A in der Form A = BE = B darstellen. Diese mul also
auch zur G gehoren und unser Hilfssatz ist auf diese Weise bewiesen.
Wir verstirken noch den letzten Hilfssatz. Zuerst miissen wir gber
den Begriff der zentrallen Untergruppe erkliren.
Die Menge aller nichtsinguldren Matrizen Z, die mit allen Matrizen X
von GL,(R) vertauschbar sind
XZ =ZX

bilden eine Gruppe. Wir nennen sie Zentrum von GLy(R). Das Zentrum
bezeichnen wir mit Z,. Z, besteht aus allen skalaren Matrizen

(A A ... A, A#0,

d.h. Diagonalmatrizen, in denen die auf der Hauptdiagonale stehende
Elemente untereinander gleich sind. Jede Gruppe, die in Zentrum ent-
halten ist, nennen wir zentralle Untetgruppe. -

HFssATz 2.4. Ist G eine invariante Untergruppe von GL,(R) wund
enthdli sie eine Matriz A, die nichl zum Zentrum gehort, so enthdlt sie auch
ganze eigentliche unimodulire Gruppe 8L (R) (vgl. [2], 8. 165, Theorem 4.9).

Dieger Hilfssatz ist in [2] im Falle nichtkomutativen Korper be-
wiesen. In unserem Falle geben wir einen anderen Beweis an.

Beweis. Hs sei @ eine Gruppe, die die Voraussetzungen dieses Hilfs-
satzes erfilllt. In @ gibt es also eine nichtskalare Matrix. Dann mufl die
Gruppe G auch eine Matrix 4 enthalten, die zur nichtdiagonalen Matrix
dhnlich ist. Andernfalls miiBte G keine invariante Gruppe sein. Da @
invariant ist, mufl jede zur A dhnliche Matrix auch zu G gehoren. Insbe-
sondere gehort jede kanonische Darstellung der Matrix 4 zur ¢. Darum
kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal A
die zweite kanonische Form (vgl. [3], S. 127) hat. Da A nichtdiagonal
ist, gibt es in der Folge der invarianten Faktoren von A wenigstens ein
von dem Grade p > 2. Bezeichnen wir mit K den diesem JFFaktor entspre-
chenden Block in 4, so kann 4 in der folgenden quasidiagonalen Form

A= ”_15_
L
geschrieben werden, wo K c_lie nachstehende Matrix
0 1
0 1
K= -
0 1
—ap —ap— —q

ist. Wir betrachten zwei Fille: p > 3 und p = 2.
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1. p > 3. Die zu K inverse Matrix K’ hat die Form

Bo-1 Bo—2 ... B Pp
1 0

K =
0
10

wo By =—ajap, j =1,2,..,p—1, und B, = —1/a, gleich sind.

Multiplizieren wir die zweite Reihe und zweite Spalte der Matrix 4
durch —1, so erhalten wir eine zn A dhnliche Matrix A. Es ist leicht nach-
zupriifen, daf

A=4d47"
1
folgende Form
—1
—1
A=d47"= 1
1 .
—%a, 0...01

hat und auch zur @ gehoéren mufl. Die Matrix 4 ist zu den Matrizen
1

A={-1-11...1},

2

A={ —1 -1 ... 1},

3

—1
A=" ""-11...1
¢ ll 1

ahnlich, wo u beliebige reelle Zahl ist. Die Matrizen 4, 4, 4 und ibres
2 8 4
Produkt 4 = 444 gehoren also zu @. Die Matrix A ist aber der Matrix
0

2 43 0

Bis(a)a = u gleich. Daraus auf Grund des Hilfssatzes 2.3 folgt, daBl @
die ganze Gruppe SL,(R) enthalten muB. Unser Hilfssatz ist also im
TFFalle p > 3 bewiesen.

II. p = 2. Jetzt haben die Matrizen K und KX~ folgende Gestalten

_e 1
K=| y ' ! E' = ¢ az‘-
—02 — ay 1 0 l

In diesen Formeln muB a, grofer als Null sein

(2.1) 2> 0.
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Andernfalls sind die charakteristischen Wiirzeln von X verschieden und
ist K der diagonalen Matrix dhnlich. Dies widerspricht der Voraussetzung,
daB p = 2 ist.

Das Produkt A AA™? ist gleich A { :;f& _gﬂ 1} und A"
ist der Matrix E21(4a1) gleich. Diese muB zur G gehoren. Wenn

(2.2) a #* 0

ist, so enthilt ¢ wegen des Hilfssatzes 2.3 ganze Untergruppe SL;(R)
und damit ist der Beweis beendet.
Es ist nur den Fall

(2.3) @ =0

zu betrachten. In diesem Falle haben die Matrizen K und K~* folgende
Gestalten

o 1 [0 —1/a
K_Il—aa 0“’ = _“1 0 |

Wir bilden nachstehende Matrizen K, K, K3 K, K,

10 10) [|—1
K1=“1 1‘1{“——1 0“=|—a2—1 1“’
_ -1 _ 1 1/(12
Kz_Kl _Il 1-|-1/a2 '

Mit A werden wir die Matrix bezeichnen, die ensteht, wenn man in 4 den
Block K durch K ersetzt. Da K und K untereinander dhnlich sind, muB
dasselbe fiir 4 und A. gelten. Also A gehort zu @G. Das Produkt AA‘

mufl zu G gehéren. Es hat die I‘o1m

-1 __ 1 1/ Gy }
44 _{“1 Tyl Y-
Jetzt bilden wir die Matrizen K und K
8 4

1 -1 11 0
2.4 = =
(24) K Uo 1[50 1 "1 2+1/aa||’

0

2.5 = = %
(2:5) K= KK “—2%—1 1“‘

Aus der Form K folgt, daBl die Matrix
8

|

0 -1

1...1]

1 2+
a,
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zu G gehéren mufl, weil sie zu 447" dhnlich ist. Die Matrix
1

ay 0
(2.6) A=A4 =|—20—-11|
4 3 I

ist algo auch in G enthalten.
Ist ¢y # 1, 80 kann man aus X noch die Matrix K erhalten

4 5
I 1

X T ap—1 0 —(g;—1) O

[ o 202-]-1 202"‘1 1 ’
e BLUSR |
a,—1

Der Matrix K entspricht die Matrix A, die zu A &hnlich ist. Also 4 gehort
6 ] 4 8

zu @. Sie hat folgende Form
a, 0
4=0 1 |
’ L

Das Produkt 47! und 4 ist auch in @ enthalten. Es ist aber der Matrix
b 4

A=A""A = By(—2a,—1) (—2a,—1 # 0 wegen (2.1)) gleich. Auf Grund

0 5 4

des Hilfssatzes 2.3 ist der Beweis bei der Voraussetzung a, =1 beendet.
Es ist noch die Moglichkeit a, =1 tiibriggeblieben. Ist diese erfiillt,
50 haben die Matrizen K und K ' folgende Formen

3 e

E=]_1 o 1 0
und sind untereinander &hnlich. Daraus folgt, daB die Matrix

—1
i H_K_ _
L
in G enthalten ist. Das Produkt 44 muB auch in @ enthalten sein.
10
(2.7) A4 =0 1| |.
L2

AuBerdem gehort 4 anch zu @. Das Produkt (4)((AA)™" ist der Matrix
4 4

By (— o) gleich und gehért zu G. Wegen des Hilfssatzes 2.3 mull G die
ganze Gruppe SL;} (R) enthalten. Der Hilfssatz 2.4 ist also in allen Féllen
bewiesen.

Annales Polonici Mathematicl XVIII 14
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Wir geben jetzt Definition der Gruppe QSLY(R) und einen einfachen
Hiltssatz fiir diese Gruppen an.

Bs sei 2 cine Untergruppe der multiplikativen Gruppe der reellen
Zahlen. Die Menge aller Matrizen, deren Determinanten zu £ gehoren,
bildet offensichtlich eine Gruppe, nédmlich eine Untergruppe von GLy(R)
Diese ist durch £ vollstéindig bestimmt. Wir werden sie mit Q8L;(R)
bezeichnen.

HAirssarz 2.5. Enthdlt eine Untergruppe G von GLn(R) die ganze
Gruppe SL;(R), so gibt es derartige Uniergrupge 2 der mulliplikativen
Gruppe der reellen Zahlen, daf

G = Q8L (R).

Beweis. Die Menge der Determinanten von Matrizen, die zu @
gehoren, bildet offensichtlich eine Untergruppe der Gruppe der reellen
Zahlen. Wir bezeichnen diese mit 2. Um den Hilfgsatz zu beweisen,
miissen wir nur zeigen, da8 jede Matrix von GL4(R), derer Determinante
zu Q gehoért, auch in @ enthalten ist. Es sei A cine Matrix dieser Art.
D.h. es gilt die Relation

u=Detdef.

Da p zu £ gehdrt, gibt es in @ eine Matrix 4 mit Determinate p. Wegen
1

des Hilfssatzes 2.2 kann man 4 in der Form 4 = BD(u) darstellen. Da
1 1 1

Matrizen 4 und B zu @ gehdren, mub auch D(u) zn G gehoren. Ebenfalls
1 1

kanmm man 4 in der Gestalt A = BD(u) darstellen. Da B und D(u) in &
enthalten sind, mufl 4 auch in & enthalten sein. Der Hilfssatz ist also
bewiesen.

Aug den zwei letzten Hilfsséitzen folgt unmittelbar nachstehender

SATZ 2.1. Zentralle Untergruppen und die Gruppen Q8L (R) sind die
einzigen invarianten Untergruppen von GLg(R).

Aus den obigen Betrachtungen ziehen wir jetzt ecinige Folgerungen
fiir die Theorie der geometrischen Objekte aus.

Wie wir schon im Paragraphen 1 angedeutet haben, stellt die Funk-
tion F aus (1.2), die das lineare homogene geometrische Objekt erster
Klasse bestimmt, einen Homomorphismus der Gruppe GLny(R) in GLn,(R)
dar. Der Kern (das Umkehrbild der Einheitsmatrix) dieses Homomor-
phismus ist eine invariante Untergruppe von GL,(R) und umgekehrt,
jede invariante Untergruppe bestimmt einen Homomorphismus F. Aus
dem letzten Satz folgt, daBl es nur zwei Arten der Homomorphismen
geben. Die ersten haben eine heliebige Gruppe Q8L (R) und die zweiten
eine beliebige zentralle Gruppe als Kern. Die Gestalt der Homomor-
phismen der ersten Art bestimmt folgender



Uber die linéaren homogenen goometrisohen Objekte 213

SaTz 2.2. Die ganze Gruppe SL}(R) ist dann und nur dann im Kern
eines Homomorphismus F enthalten, wenn F nur von der Determinante A
der Matriz X abhdngt, d.h.

(2.8) F(X) = G(4)
18t.
Beweis. Es ist leicht zu bemerken, daf (2.8) hinreichend ist. Darum

zeigen wir nur, daB (2.8) notwendig ist. Es sei K der Kern des Homo-
morphismus F. Da SL;(R)C K, muB die Beziehung

(2.9) F(B)=e¢

fiir beliebige Matrizen mit der Determinante 1 gelten. Aus demn Hilfs-
satz 2.2 folgt, daB man jede Matrix X von GL,(R) in der Form

(2.10) X = BD(4) .
darstellen kann. Aus (2.9) und (2.10) ergibt sich
(2.11) F(X) =F(BD) = ¢F(D) = F(D(4)) .

Daraus folgt (2.8), wenn man in (2.11) F(D(A)) durch G(4) ersetzt.
Satz 2.2 kann auch in nachstehender Fassung ausgedriickt werden,
die wegen des Hilfssatzes 2.4 mit dem Satz 2.2 dquivalent ist.

FoLegeErUNG 2.1. BErfiillt ein Homomorphismus F die Bezichung
F(X)=e

<]

fiir eine beliebige nichtskalare Matrixz X, so ist F nur von der Determinante A
0
der Matriz X abhdngig.

§ 3. Objekte des Typus [m,n,1], wo m <n ist. Anfangs geben
wir einige Definitionen und Hilfssétze iiber gewisse Eigenschaften der
Homomorphismen an.

Ist F(X) ein Homomorphismus GL;(R) in GLx(R), so kann man
folgende Homomorpshismen bilden:

(3.1) CF(X)0*,
wo C eine beliebige nichtsingulire Matrix ist, und
(3.2) o(4)0F(X)C™,

wo @(4) eine skalare nichtsinguldre Matrix ist, welche die multiplikative
Funktionalgleichung

(3.3) D(E)DP(n) = P(én)
erfiillt. Die Homomorphismen F(X) und (3.1) nennen wir untereinander
dquivalent.

14*
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Bemerkung 3.1. Die Homomorphismen F(X) und (3.1) haben
denselben Kern.

Bemerkung 3.2, Hat der Homomorphismus ' die zentralle Unter-
gruppe als Kern, ko erfiillt (3.2) auch diese Bedingung.

Bemerkung 3.3. Es sei F ein Homomorphismus der Gruppe GLu(R)
in GLn(R), der eine zentralle Untergruppe von GL,(R) als Xern hat. Da
jede zentralle Untergruppe aus den skalaren Matrizen besteht, muB #
die Implikation

(3.4) F(X)=F(Y)>Y =X

erfiilllen, wo A eine entsprechende reelle Zahl ist.

Im weiteren werden wir mit Fy(e) die Matrix bezeichnen, die ent-
steht, wenn man die in der %-ten Reibhe der Einheitsmatrix der Ord-
nung 7 stehende Einheit durch p ersetzt (vgl. [4], S. 188). Die Matrix
Ey—1) werden wir auch kurz mit F; bezeichnen. Auf dhnliche Weise ist
das Symbol ¢ fiir die Matrizen der Ordnung  zu verstehen. Dann werden
wir unter dem Symbol

Eix...‘i}: bzw. €110nir

die Matrix verstehen, die entsteht, wenn man die in den 4,...ix-ten Reihen
der Einheitsmatrix der Ordnung » bzw. m stehenden Einheiten durch —1
ersetzt. Diese Bezeichnung ist durch die Relation

-Eh...'ik = Ii; o I, , by F by 7 oo F g
gerechtfertigt.
Wir beweisen jetzt einen Hilfssatz iiber die Homomorphismen F
der Gruppe GLx(R) in GLn(R).

HrmrssaTz 3.1. Es sei F ein Homomorphismus der Qruppe GLy(R)
in GLn(R), dessen Kern die zentralle Untergruppe ist. Es gibt stets einen
Homomorphismus F* der Gestalt (3.2), der die Bedingung

(3.5) FXEy) = e,
erfillt, wo

(3.6) 1<s<im
ist.

Beweis. Wir nehmen an, daB ein Homomorphismus F die Voras-
setzungen unseres Hilfssatzes erfiillt. Da die F(%;) die Matrizengleichung

X2=e¢
erfiillt, mufl sie die Form

(3.7) FB)=C{g & .. g0
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haben, wo C eine nichtsingulire Matrix ist und £ =1 fir i1=1,2,...,m
sind (vgl. [3], S. 187). Jedenfalls kann man die Matrix O so auswihlen,
dafl die Beziehung (3.7) in der Form

(3.8) F(B,) = Ce,, 07"

geschrieben werden kann. Dann erfiillt der Homomorphismus
(3.9) FLo're

die Bedingung

(3.10) F(B,) =e.;.

Bs ist nun zu beweisen, daB I in (3.10) der Ungleichung (3.6) geniigt.
I mull grofer als Null sein

(3.11) 1>0.

Andernfalls soll der Kern von X die Matrix F, enthalten. Dies wieder-
spricht aber der Voraussetzung, daf der Kern von F also auch von #
(Bemerkung 3.1) die zentralle Untergruppe bildet (Folgerung 2.1).

Ist ! < im, und nehmen wir P* = F, &(4)=1 und s =1 an, so
ist der Beweis damit beendet.

Es ist also nur den Fall

(3.12) ym <1

zu betrachten. In diesem Falle definieren wir einen neuen Homomor-
phismus F28igA.-F. F bat auch die zentralle Untergruppe als Kern
(Bemerkung 3.2). AuBerdem erfiillt ¥ die Bedingung F(E,) = —e,.;
= 61,,.(m—1)) wobei

(3.13) m—l < im
ist. m—1 mull grofler als Null sein
(3.14) 1< m-1.

Andernfalls erhalten wir einen Widerspruch ganz analog wie fiir (3.11).
Der Beweis ist in diesem Falle beendet, wenn wir * = F m—1 = ¢ und
?(4) = Sig4 einsetzen.

Mit Hilfe des letzten Hilfssatzes beweisen wir einen Satz iiber die
ligenschaften der IHomomorphismen der Gruppe GLx(R) in GLu(R)
wenn m < n ist.

Sarz 3.1. Jeder Homomorphismus F der Gruppe GLy(R) in GLp(R)
fiir m < n ist nur von der Determinante A der Matriz X abhingig, d.h. F hat
die Form
(3.1B) P(X)=G(4),
wo 4 = Det X ist,



216 M. Kucharzowski und A. Zajtz

Beweis. Wir beweisen diesen Satz mit Hilfe der vollstindigen In-
duktion hinsichtlich m. Fiir m =1 ist dieser Satz auf Grund der Ergebnisse
der Arbeit [4] richtig. Wir nehmen an, da8 er auch fiir beliebige natiirliche
Zahl m < & richtig ist und beweisen, dall dieser SBatz fiir m = k+1 gel-
ten mub.

Es sei also F' ein Homomorphismus der Gruppe GL,(R) in GLu(R),
wo n>m = k-1 ist. Zum indirekten Beweis setzen wir voraus, dafl F
in der Form (3.15) nicht dargestellt werden kann. Der Kern von F enthéilt
nicht die Gruppe SL;(R) (Satz 2.2). F muB also die zentralle Gruppe als
Kern haben (Satz 2.1). Aus dem Hilfssatz 3.1 folgt, dafl kann man dann
einen Homomorphismus F* finden, der auch die zentralle Untergruppe
als Kern hat und die Bedingung (3.5) erfiillt.

Die Matrix E, ist mit beliebiger Matrix X der quasidiagonaler Form

1
1]

';x = ‘ |X('n—1)

vertauschbar, wo X™ 9 beliebige nichtsingulire Matrix der Ordnung
n—1 ist. Die Matrix F*(E,) = ¢, ; mull mit der Matrix F*(X) vertauschbar

1

sein. Diese muB also folgende Gestalt
f(s)( X(n—l)) I
) "

PHX) =
1

haben, wo f, /™% die Matrizen entsprechend der Ordnung s und .m—s
sind. Bs ist leicht nachzupriifen, daf f2(X® ) und f™ X"V} die
Homomorphismen der Gruppe GL,_1)(R) in GLs(R) bzw. GLy_o(R) darstel-
len. Da 8 die Ungleichungen

1<s<%<m—1<n—l, sgk—'z"1<k
erfillt, muB f wegen der Voraussetzung nur von der Determinante

A(X('H) der Matrix XY abhingen
(3.16) Fe Iy o (‘”(A(.X(” 1)))

Gunz analog kann man zeigen, daB ;™ (X" ) guch nur von der
Determinante A(X™ ) abhingt

(3.17) f7TAEOT) = g A X))

Die Beziehungen (3.16) und (3.17) sind der Voraussetzung, daB F als
Kern zentralle Untergruppe hat, entgegengesetzt. Denn kann man leicht

zwel Matrizen X und X angeben, die der Implikation (3.4) nicht geniigen
1
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und dieselben Determinante haben. Es gibt also keinen Homomorphismus I
GL4(R) in GLn(R) fiir n > m = k+1 der zentralle Gruppe als Kern hat.
F mubBl nur von der Determinante A abhingen. Auf Grund der vollstiindi-
gen Induktion ist der Satz bewiesen.

Aus dem vorigen Satz unmittelbar folgt nachstehender Satz iiber
die geometrischen Objekte

SATZ 3.2. Jedes lineare homogene geometrische Objekt erster Klasse,
dessen. Iomponentenzahl kleiner als Dimension des Raumes ist, stellt das
J - Objekt dar.

§ 4. Objekte des Typus [m,n,1], wo m = n ist. Wie aus den
bisherigen Uberlegungen folgt, kann die Bestimmung der Objekte dieser
Art auf die Bestimmung aller Homomorphismen F der Gruppe GL,(R)
n sich zuriickgefithrt werden. Deshalb geben wir einen Satz fiir diese
Homomorphismen an. Zuerst miissen wir aber einige Hilfssdtze beweisen.

HurssATz 4.1. Fs sei F ein Homomorphismus der Gruppe GLn(R)
in sich, der zeniralle Untergruppe als Kern hat. Man kann stets einen Homo-
morphismus F* der Form

(4.1) = @(A)CFC™
finden, der folgende DBedingung

(4.2) PH,) = E,
erfullt.

Beweis. Aus dem Ililfssatz 3.1 folgt, daB es stefs einen Homomor-
phismus der Form (4.1) (&(4) =1 bzw. @(4) = Sig4) gibt, der die Be-
dingung

FHEBy) = By

erfilllt, wo 1 < s < {n ist. In nnserem Fall muf} s gleich 1 sein. Andern-
falls erhalten wir einen VWiderspruch mit der Voraussetzung, dall F die
zentralle Untergruppe als Kern hat.

In der Tat F, ist mit jeder der Matrizen

1,
| I(’n«—l—)

vertauschbar. F(E;) mufBl also mit der Matrix F, . vertauschbar sein,
d.h. sie hat die Gestalt

1

/(3)( X(n—-n) I
’f(m-s)(X(u-~1))

)

F(X) =

wo 9, = die Homomorphismen der Gruppe GLy_ (R) in GL,(R) bzw,
GQL,_4R) sind. Diese miissen wegen des Satzes 3.1 nur von der Determi-
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nante 4(X®"") abhingen. Das ist aber unméglich, weil F die Implika-
tion (3.4) erfillen soll. Auf diese Weise ist unser Hilfssatz bewiesen.

HILFsSATZ 4.2. Ist F ein Homomorphismus der Gruppe GL,(R) in
sich fir n > 3, dessen Kern die zentralle Untergrupe bildet, und erfullt F
die Relation

(4.3) F(E) =5,

g0 kann man einen mit F dquivalenten Homomorphismus F* finden, der
den Bedingungen

(4.4) FE)y=FE fir 1=1,2,..,n

gendigt.

Beweis. Es sei F ein Homomorphismus, der den Voraussetzungen
dieses Hilfssatzes geniigt. Da der Kern von F die zentralle Untergruppe
von GL,(R) ist, muB F die Implikation (3.4) erfilllen. Wir beweisen den
Hilfssatz mit Hilfe der vollstindigen Induktion. Wir nehmen also an,
daB (4.4) fir 1 =1, 2, ...,1 gilt, wo 1l < n ist, und zeigen, daBl es auch
fir 4 =141 gelten muB. Zu diesem Zwecke bestimmen wir F(E,.,).
By, ist mit jeder der Matrizen B; (¢ =1, 2,...,1) vertauschbar. F(F,.,)
muBl also mit den Matrizen F(E;) = By (1 =1,2,..,1) vertauschbar
sein. AuBlerdem erfiilllt die Matrix F(#;,,) die Beziehung

F (El+1)2 =F.
Daraus folgt, daBl die Matrix F(E;.,) die Form
El .
(4.5) F(Byy) = )

l a0

hat, wo e} =1 (i=1,2,..,!) ist. Die Matrix a®-» der Ordnung n—1
mufl die Bedingung
(4.6) (an-D)2 = gn-D

erfilllen, wo ¢~V die Einheitsmatrix der Ordnung n—I ist. a-P kann
man so darstellen
El41 |

(4.7) a™ b = oY (G‘”“”)“

én

(vgl. [3], S.187), wo O™ " entsprechende nichtsingulire Matrix der
Ordonung (n—1) ist. Mit Hilfe von (4.7) kann (4.5) so umgeschrieben
werden

-1

1. 31. 1

. : £l .
1i &1+1 | 1 !

—_—

lc(‘n~1) . & C(n--l)

F(Eyq) =
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wo ¢ =1 fiir =1, 2, ..., n ist. Bezeichnen wir mit F den mit F #qui-
valenten Homomorphismus

1 1|

(4.8) F=| - Fl
I G(n—l) “ I O(n—l)

Auf Grund der Bemerkung 3.1 hat F auch zentralle Untergruppe als
Kern. F erfiillt folgende Bedingungen:

F(E)=E, fir 1=1,2,..,1,

&y

F(By.) =

En
Da die Matrix F(F;y,) zu jeder der Matrizen F(B), ¢t =1,2,...,1
dhnlich ist, kann genau eine —1 in der Folge &, &, ..., & auftreten. Uber-
dies kann nicht & fiir ¢ = 1,2,...,1 gleich —1 sein. Andernfalls ist F(F4,)
der Matrix F(Fy) gleich. Dies widerspricht aber der Implikation (3.4)
fiir n > 3. Eine und nur eine der Zahlen & fir ¢+ =141,...,7 muB
also gleich —1 sein. Dann kann man eine nichtsingulidre Matrix der Ord-
nung (n—1), @™ finden, daf der mit F squivalente Homomorphismus F
1 1 -1
7 at .
FL Fl )
Id(n-z) | gD

1

die Forderungen
(4.9) FEB)=8B fir i=1,2,..,1+1

erfilllt, Aus der Transitivitét der Aquivalenzrelation folgt, daB F auch
mit P dquivalent ist. Der Hilfssatz ist also bewiesen.

Jetzt geben wir einen Hilfssatz iiber die Homomorphismen der
Gruppe GL,(R) in such.

HrupssATZ 4.3. Erfullt ein Homomorphismus f(z) der Gruppe GL(R)
in sioh die Bedingungen

0
(s -k 3
(4.11) jle) = ¢,
80 hat f(x) eine der Gestallen
(4.12) Ho) = dod™  beow. flo) = d(@")7'd7,

wo d der Mairix

g g”, w # 0, gleich ist.
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Beweis. Wie aus [6] folgt, kann ein jeder Homomorphismus dieser
Art in der Form

(4.13) flz) = ®(A4)0x0*
dargestellt werden. Wegen (4.11) erfiillt er die Bedingung

(4.14) &(—1) o“‘l 1”0-1 :”‘1 1”.

Wir unterscheiden zwei Fille ¢(—1) = ¢ und &(—1) = —e.
1. #(—1) = e. Dann geht (4.14) in die Beziehung

1 -1
=17l

iiber, die besagt, daB ¢ mit der Matrix H—

(4.15) c

vertauschbar ist. ¢ mufl

1
also eine Diagonalmatrix
C
0= " 012 ’ 0110% # 0 )
sein. Diese kann man nich in der Form
_ Caa i n
C=1" gl 1

darstellen, wo u= Cy/C, ist. In diesem Falle kann also (4.13) in der
Gestalt

(4.16) fo) = ®(A)dzd™?
geschrieben werden.
2. &(—1) = —¢. Dann hat (4.14) folgende Form

1 -1
0“ -1|| =“ 1

Daraus folgt, dafi 0, = C,, = 0 ist. Die Matrix C in der Form

Cu
021

c.

(4.17) 0 =

—ux 00 1
" 51””1 0“’ p=—0C1[04 ,
dargestellt werden kann. Setzen wir (4.17) in (4.13) ein, so erhilt man

die Relationen
=gl [z ol &l 72 2lle 3

f(z) = B (DdzT) a7 .

(4.18)
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Setzen wir (4.10) in (4.16) bzw. (4.18) ein, so ergibt sich, dal

(4.19) B(4)=1 bzw. B(d) =1
und
(4.20) viO)=e bov. o) =%

ist. Und der Hilfssatz ist bewiesen.

Vor dem nichsten Hilfssatz miissen wir eine Bezeichnung einfiihren.
Némlich werden wir mit V4 die Matrix bezeichnen, die entsteht, wenn
man in der Einheitsmatrix die ¢-te Reihe mit der k-ten vertauscht.

HILFSSATZ 4.4. Jede nichisingulire Mairiz kann als Produkt der
Matrizen Byiii(a), Bg(o) und Vigs (0 =1, ..., n—1) dargestellt werden.

Beweis. Aus dem Hilfgsatz 2.2 folgt, daB jede nichtsingulire Matrix
als Produkt der Matrizen Bgy(a) und Hn(p) = D(p) dargestellt werden
kann. Die Matrix By(a) kann durch Permutationen der entsprechenden
aufeinanderfolgenden Reihen (Spalten) in der Matrix B;i(a) erhalten
werden. Eine jede Permutation kann man weiter durch rechtsseitiges
(linksseitiges) Multiplizieren mit der entsprechenden Permutations-
matrix V,,,, ersetzen. Jede Matrix Bu(a) kann man also als Produkt
der Matrizen B;;ii(a) und V,,,,; darstellen und damit ist der Hilfssatz
bewiesen.

Jetzt beweisen wir folgenden Satz iiber Homomorphismen F der
GL,(R) in sich.

Sarz 4.1. Jeder Homomorphismus F der Gruppe GLu(R) im sich hat
eine der dret machstehenden Formen

1. F(X) = G(4), 4 =DetX,

2. F(X)=®(4)0X07Y,

3) F(X) = &(4)0(XF)'0™.

In diesen Formeln ist QO eine nichisingulire Matriz. P(E) bzw. G (&)
18t skalare bzw. beliebige Matriz einer reellen Verdnderlichen &, die die multi-
plikative Funktionalgleiohung (3.3) erfiilli.

Beweis. Fiir » = 1 ist der Satz trivial. In diesem Falle sind die
Formeln 2. und 3. in 1. enthalten. Fiir » = 2 wurde der Satz 4 in [6],
S. 16 bewiesen. In der Arbeit [7] wurde auch die allgemeinste Gestalt
der Martixfunktion G (&) fiir » = 2 bestimmt. Da Matrizen der zweiten
Ordnung 47X und (XT)~' stets dhnlich sind, ist die Formel 3: in 2. fiir
n = 2 enthalten. Es ist also den Satz 4.1, nur fiir » > 3 zu beweisen.

Bezeichnen wir mit # einen Homomorphismus der Gruppe GL.(R)
in sich. Wir kénnen annehmen, da8 der Kern von F zentralle Unter-
gruppe ist. Andernfalls miifte der Kern die ganze Gruppe SL; (R) enthalten
(Hilfssatz 2.4.) und wegen des Satzes 2.1 hiitte die Gestalt 1 angenommen.
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Infolgedessen kann man einen neuen Homomorphismus ™ finden (Hilfs-
sitze 4.1 und 4.2), der die Bedingungen (4.4) erfiillt. F* und F sind unterein-
ander durch die Formel (4.1) verbunden. F™* hat also auch eine zentralle
Untergruppe als Xern (Bemerkungen 3.1 und 3.2).

Um den Wert F* fiir beliebige nichtsingulire Matrix zu bestimmen,
geniigt es die Werte von F* fiir die Matrizen By i41(a), Fi(e) und V,;.,
zu finden (Hilfssatz 4.4). Deshalb beschéftigen wir uns zuerst mit der
Bestimmung der Werte von F* fiir diese Matrizen.

Aus (4.4) folgt, daB das Bild einer Quasidiagonalmatrix auch eine
Quasidiagonalmatrix mit derselben Dimension der Diagonalblécke ist.
Insbesondere

F*(Bo(e)) = {gile), -5 ¥5(0), -y #h0)} -
Wir zeigen jetzt, daB
(4.21) i =90k, GLk#p, i, k=1,2,.,n

ist. Wir nehmen an, da p # 1 und p # 2 ist und beweisen (4.21) fiir
i=1und ¥ = 2. In anderen Fillen ist der Beweis ganz analog. Es gilt
folgende Relation

(4.22) By = Vi BV,
Setzt man (4.22) in (4.4) fiir ¢ = 2, so erhalten wir

F *(V12E1V12) = V15E1V1a .
Daraus folgt

(4~23) EIF *(Vn)Vlz =F *(VIZ)VHEI )

weil Vi' = Vi, und F¥(Vy,)™" = PXVy,) ist. Die Beziehung (4.23) driickt
aus, daf die Matrix F*(V,)V,, mit der Matrix E, vertauschbar ist. Uber-
dies sind F*(Vy,) und ¥, untereinander dhnlich. Die Matrix F*(V,,) hat
also folgende Form

(4.24) FX V1) = Iy(0) By(1/0) Vg .

Aus der Beziehung
ViEp(0)V12 = By(e)

erhalten wir mit Hilfe von (4.24)
(4.25) V:&F*(Ep(e))vm = F*(Em(e)) .

Die letzte Relation zeigt, daB (4.21) fiir 4 =1 und % = 2 gilt.
P*(By(0)) hat wegen (4.21) folgende Form

(4.26)  PYE(0)) = {#"(e) ... ¢E(e) ¢"(e) ¢"(0) ... ¥"(a)}.
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Da Ey(g) zu der Matrix Fy(p) dhnlich ist, miissen die Matrizen F*(Hp(o))
und F*(E,(e)) auch #hnlich sein, d.h. es gelten die Relationen

9*(e) = ¢*(0) = 9(0)
7a(0) = ¢ile) = P(o) -
Definieren wir jetzt einen Homomorphismus F auf folgende Weise

(4.27) FLo-14)p*,
so erfiillt ¥ die Bedingung
(4.28) F(Ep(-‘.’)) = Ep(?(@)) )

in der y = p/p eingesetzt wurde.

Es sei a eine quadratische nichtsingulire Matrix der Ordnung 2.
Da das Bild einer Quasidiagonalmatrix eine Quasidiagonalmatrix ist,
erhalten wir

(4.29) F(L...178 1...1)) = {?@)... o2, }{@) Pua...c%a)},

wo alle Funktionen o%(a) sind multiplikativ d.h. der Funktionalgleichnung
ok(a) ak(b) = dk(ab)

geniigen. Es ist wohl bekannt, da8 jede skalare multiplikative Funktion
der Matrizenargumente nur von der Determinante dieser Matrix ab-
hiingt [4]. Es gilt also fiir jedes a

(4.30) ok(a) = oR(Deta) .
Setzen wir fitr a in (4.29) die Matrix |2 2“ ein und vergleichen mit (4.28),

5o ergibt sich,
(4.31) aia) =1.

Mit Hilfe von (4.31) kann (4.29) auch so dargestellt werden

(4.32) a1 1 =0 .. 1F e 1...1).

Die Funktion f(a) ist ein Homomorphismus der Gruppe GL,(R) in
sich, der die Bedingungen (4.10) und (4.11) erfiillt. Er muB also auf Grund
des Hilfssatzes 4.3 eine der beiden Gestalten (4.12) haben. Endlich erhilt
(4.32) folgende Formen

4.33) F(L...1 0 1...1) = By(up) L -1 @ 1... 1} Bp(pty) ™

bzw.

(434) F(L...170 1...1}) = Bylu)({l...1 @ 1... 1} Bylus)~™.
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Mit Hilfe (4.33) und (4.34) kénnen wir die Werte von F fiir die Matrizen
E,(0); Bpp+i(a) und Vp ;i1 bestimmen. Diese lassen sich folgenderweise
aufschreiben

F(Bs(e) = Eole) baw. F(By(e)) = (Ba(0)")7
F (Bpp41(a) = Balpip) Bppra(a) Bplup) ™"
(4.35) baw.  F(Bppii(a)) = Bylps)(Bros(a)) " Bylup)
F(Vppr1) = Balptn) VypprrBapp) ™"
bzw.  F(Vppe1) = Bplpn) (Viper) " Erlpp) ™.
Nach Tbergang zu Homomorphismus F
(4.36) F=CFo™,

wo C = By(py) Byl oy o) <o Bty fho ... pin—1) gleich ist, verschwinden die Kon-
stanten up in (4.35) und wir haben

F (By(0)) = Eyle) bzw. = [Eg(e)] ™,
(4.37) F(Bppsi(a)) = Bppia(a) bzw. = [Bpp+i(a)'17h,
F(me+1) = Vit bzw. = (Vg'.pﬂ)_l .

Aus (4.37) mit Hilfe des Hilfssatzes (4.4) erhilt man die Werte von F
fiir beliebige nichtsingulire Matrix X, diese sich folgenderweise auf-
schreiben lassen:

(4.38) F(X)=X bzw. F(a)=(z")".

Bestimmen wir F aus den Formeln (4.38), (4.36), (4.27) und (4.1),
80 ergibt sich, daf F eine der Gestalten 2. bzw. 3. hat. Auf diese Weise
ist unser Satz bewiesen.

Wir wollen noch den Satz 4.1 in den Begriffen der Theorie der geometri-
schen Objekte ausdriicken

SATZ 4.2. Alle linearen homogenen geometrischen Objekte erste Klasse,
derer Komponenienzahl gleich der Dimension des Raumes ist, sind durch
folgende Transformationsformeln bestimmi

1. o' = G(J)w, J = Det|A}| = Detd,

2. 0 =®(J)0A0 "0 ;

3. w' =&J) (A7)0 .

In den vorliegenden Formeln ist O eine beliebige nichtsingulire
Matrix, G (&) bzw. @(£) ist entsprechend beliebige bzw. skalare Matrix-
funktion einer reellen Verdnderlichen £, welche die Funktionalgleichung
(3.8) erfullt.
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