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Bestimmung aller algebraischen Komitanten
des symmetrischen Ubertragungsparameters

von I. MAXAT (Debrecen)

In komitantentheoretischen Untersuchungen der kovarianten Ablei-
tung der geometrischen Objekte spielt die Bestimmung gewifler algebrai-
kchen Komitanten eines symmetrischen Ubertragungsparameters T
das sich beil einer zuldfligen Transformation

oz’

(1) & = 7 (o), det(am,

o

der Koordinaten des Raumes X, nach

2) T4, = A\ AJALTE + A5 A,
(Auu Z:f"“l; at 65:;” A3"=5§;§;¥)

transformiert, eine wichtige Rolle. Wir werden in dieser Arbeit alle.alge-
braische Komitanten von I'j, bestimmen. Es gilt néimlich der folgende

Sarz. Ist Q, (A =1,...,N) eine algebraische Komitante des Uber-
tragungsparameters Ty, = Iy, und Q4 erweist sich gleichzeitig ein Objekt
zweiter Klasse mit Transformationsformel

(3) Q, =T, (Q5;4}; A},
80 muf Q4 die Qestalt
(4) Q, =T, (wp; a}:;rfk)

haben, wo die Skalare wg (B = 1, ..., N) in allen Punkie von X, die Bedin-
gungen
(6) wA=FA(wB;A;:5O) (4=1,...,N)

orfiillen sollen. Umgekehrt, wenn T ,(Qp; X;; X};) ein solches Funktionon-
system ist, das die Ideniitditen

(6) Fy(Fp(Qc; X35 Xi); X5 Yi) = Fa(LRp; X, X7 X300 Y7 X + X3, Y3,
*) (det(X; ¥?) # 0; X5, = X(jk)’ The = Yim),
(7) F 4 (Qp; 85 0) = 2,

Lamnt
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erfillt, und (B) gilt fiir die Skalare w, in allen Punkten von X, , dann stellt
(4) ein Objekt mit Transformationsformel (3) dar. Ist (B) widerspruchsvoll,
80 gibt es keine algebraisohe Komitante von Iy, mit Transformationsformel (3).
Beweis. Wenn £2, ein Objekt mit der Transformationsformel (3) ist,
go miiBen die Funktionen F, fiir alle Objektenwerte 2, und fiir alle Werte
Xi, ¥i, X3, Y}, die die Relationen (*) geniigen, die Identititen (8), (7)
erfiilllen. (vgl. [1], 8. 12, (16), (16)). Mit Hilfe der Substitutionen

Xi=¢, Y=o

bzw.

¥ = 5;’ Xjk =0
bzw. _

X; = (5;, Y =0
bzw. ' .

¥ =4

folgt es aus (6)
(8) 12714(93; X+ Yi) = 15’4(12’113(905 X5 Y
bzw.
(9) EA(FB(Qoi-X;)i :Y.;:k) =FA(QB;in Xfo Yfk):
also
(10) I, (Qp; X§; }k) = FA({"B(‘QO; X;); X;X?k)

(Xh 2 (XY baw.
J?A(-E’B(-Qoi X}k); Y;) =¥ ,(Op; Y;i X;,an Y7,

also
(11) F4(02g; X}; X,) =?A(£’B(QO;X;QX§,X%);'X;)
bzw.

(12) -FA(FB('Q('}; X;i X}k)i ij) = F 4 (25; X;.i X}k+x-;) Yfla);
wo Ili’A,f’A nach

arf

at . ,
-FA('QB; X;) = F4(805; X35 0); ;FA(‘QB; ka) = F,(L2p; 5}5 Xip) .

definiert sind.
Nach der Voraussetzung unseres Satzes soll 2, eine algebraische
Komitante des Ubertragungsparameters Iy, sein

(13) Q4 = a(Th).
Die Beziehung (13) ist gegeniiber (1) invariant
(14) 2a(Th) = Falpp(Th); 45; 45).
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Die Identitéiten (14) liefern in einem fixen Punlkt @ yon X, ein Funktio-

na,lglelchungssystem mit ,freien” Parametern A,, Af, (det (47) #0;
Al = A(,,,)) beziiglich des Funlktionensystems . Wiihlen wir die Werte
A, A} in (14) nach _ ‘ '
Aj = &, Aj = —T},
80 bekommen wir
w1 =PalpnTh)i—Th) (04 = 04(0),

bzw., wegen (8) und (7),

(15) ‘PA(Pfik) = -72]'4(0’1?5 ka)-
Setzen wir diese Gestalt von ¢, in (14) ein, dann ergibt sich
(16) Fy(wg; Tf) = Fa(Fplog; T}); Af; A

Wir werden beweisen, dafBl (16) dann und nur dann eine Identitit
ist, wenn die Konstanten w4 (= Wy (.z:)) die Gleichheiten (5) befriedigen.

Man kann an der rechten Seite von (16) stehenden Ausdruck folgen-
dermaflen umformen:

F 4 (Fp(wo; Th); 4f; A5 2 Fa(Fu(Folwps Ti); Af); 2 43)
DB, (Fn(wg; 4f; T A7 AD); A5 A7)
@ Fy(op; A;$ A:,]’}},)
2 F 4 (Fp(wo; 49); Th).
Wir sehen, daf (16) mit
(17) -,FA(CUB; ffk) FA(FB Wo AJ ik)

dquivalent ist. Mit Hilfe von (8) und (7) kann man sich von der Aquivalenz
des (17) und (5) leicht iiberzeugen, damit haben wir alle unsere Behauptun-
gen bewiegen.

Folgerungen.

(a) Im Falle, in dem das Objekt £, eine lineare Transformations-
formel besitzt _

2, = F5(A}; Aj) Qp+ G 4 (A}; 45),

geht (4) bzw. (5) in

(18) Q, = FL (8, T}h) wp+G4(8%5 T
bzw,
(19) [T5 (4%; 0)— 65lwp+ G4(47;0) =0

itber (s. [3], Satz 6).
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(b) Ublicherweise bestimmt
F

as

Ilk

die kovariante Ableitung der (gewé')hnlichen und Weylschen) Dichten,
Fiir das Objekt I, gilt das folgende Transformationsgesetz
0

= A}{I;—(n|4]),)

- at 0
4= det (A}, ,= %7)

Umgekehrt, ist I; eine algebraische Komitante von I, so geht (18)
bzw. (19) wegen
Ai(In)4)); = sgn 4 - 43,
(vgl. [6], Ex. IT 2, 1) in
Iy = w;+T;
bzw. 0
(Al— ) w; =0

iiber. Diese letzte igt in einem fixen Punkt von X, dann und nur dann
eine Identitdt, wenn w; =0 (j =1, ..., n) gilt, und wir bekommen

I'.,:=

(Beziiglich der axiomatischen Untersuchung der kovarianten Ablei-
tungen von Dichten s. [2].)

(¢) Herr A. Mo6r hat in [5] alle solche algeb_raische Komitanten IT},
eines symmetrischen Ubertragungsparameters Iy, bestimmt, welche ein
Projektivzusammenhang ist

— — — 1 C_ -
IT), = 45 A ALITS + AL A, — L (GAPA bp+ LA AL ).

Wir kénnen auch dieses Ergebnis von A. Mo6r aus unserem Satz
herleiten: nach der Folgerung (a) muf I7}, die Gestalt
, 1}, = wj+ 1T,
haben, wo II} nach °
0
2
m, £ i —
1% ik + 1

definiert ist, und w}, geniigt in einem beliebigen Punkt ’1:‘ von X, (dem (19)
entsprechend) die Identitdten

(20) (@} A 45— 5% o2, = 0.

5(;: Iy Teym.

Aus (20) konnen wir z. B. mit Einsetzen

A% =206}
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einsehen, daB o}, verschwindet und 7}, wird nach
ka = Jol}ik
dargestellt (s. A. Modr [5], Satz 1).

(d) Fir Tensorfelder von Valenz (p, q),» +# g ist es bekannt (5. A.
Moér [4], Korollar des Satzes 3), da8 sie dann und nur dann eine Komitante
eines symmetrischen Ubertragungsparameters sein konnen, wenn sie
verschwinden. Dieses Resultat ergibt sich aus der Folgerung (a) folgen-

%erma.ﬁe;x Ist, .’I“l ;P, p #¢, eine Komitante von I, so geht (18)
Zw. (19) in

(21) T = i

hedg N1..+Jg
bzw.
-y . i, b . b, el By _
(22) (Aa] Aﬂ,; Ajl Aj:_ aal...aph.. qu) bl bq - 0

itber. Aus (22) folgt
off =0()
und wir erhalten aus (21) das zitierte Ergebnis

‘1 1’1’) —_—
Th-% 0.

(¢) Bs sei L}, ein (in j, k nicht unbedingt symmetrisches) Objekt mit
dem Transformationsgesetz (2), das eine algebraische Komitante von T},
igt. Mit der Definition

~ 4af {
Th = Ly baw. Ty = Ly
erweist sich T, bzw. I ein Tensor bzw. wieder ein Objekt mit der Trans-
0

formationsformel (2). Beaziiglich des I';',, liefert die Folgerung (a) die
Darstellung 0

{:fk = I?ln
gleichzeitig ergibt sich (wegen der Folgerung (d))
T, = 0.
Wir gowannen, da L}, nur in Form
Ly = T,

eine algebraische Komitante des symmetrischen Ubertragungsparameters
e Bein kann,
(f) Der Aunsdruck

dk
yabklc 51 I ]:c+ 601-' be

(*) Talls p = ¢, kénnte auch w{g} = Jfg sein.

6 — Annales Polonicl Mathematiei XXV
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bestimmt ein tensorieller Zusammenhang flir Tensorfelder mit geraden
Zeigern in X, (vgl. z. B. [7]). Sein Transformationsgesetz ist

(23) Vars = AZAS ALAL AGy i+ AL AT, 8+ A, AT ;.
Nehmen wir jetzt an, daB y,", eine algebraische Komitante von I7,,

so folgen u . u
0
Yab ¢ = Wap o'l'oya.b 01

~k 7l Al kit L
(A{,’A%AfA,Aa— Ofivac) Opg ¢ = 0

aus (23) und aus der Folgerung (a). Die letzte Identitiit besteht nur im
Falle o, = 0 und wir gewinnen fiir y," dle Darstellung

Koo Kl
Yab 0 = g’ab 0

(g) Tin Falle n = 2 setzen wir schlieBlich voraus, daB £ = p([3)
ein Pensovsches Objekt (s. z. B. [1], S. 14., Beispiel 7.) ist

g htde
A+ 430
Aug (4) folgt
2 =1/w.

o erfiillt nach () in einem beliebigen fixen Punkt @ von X, die Iden-
titéit ’
A4; 4,

A 44w (
4; 43

+9),
d. h.
(24) AP+ (A —D)w— A} =0,

In (24) kann man die Werte A4}, 4;, A%, A} (abgesehen von der
Forderung AjA;— A} A} +# 0) nach Belieben wihlen, folglich ist (24)
widerspruchsvoll. Wir kénnen daher festlegen, da8 ein Pensovschas Objekt
keine Komitante eines symmetrischen Ubertragungsparameters soin kann.

Wir bemerken, daf unserer Satz (mit seinem Boweis) auch in Linien-
elementriumen oder auch in allgemeineren Stiitzelenientenriumen (%. B,
Kawaguchischen Réumen), in den die Richtungskoordinanten der Stiitz-
elementen tensorielle oder tensordichtenartige sind, giiltig ist.
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