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Uber aus einem %k-Bein bildbare Ubertragungsparameter

von A. Mo6r (Sopron, Ungarn)

Zusammenfassung. Es wird gezeigt, da in einem n-dimensionalen Punktraum
aus einem kovarianten k-Bein (g)i(:c) keine Ubertragungsparameter I'j(x) gebildet

werden kﬁnnen, falls ¥ < n ist. Im Falle k¥ = n ist aber bekanntlich die Konstruktion
moglich. Eine GroBe von der Transformationsformel

- ox" 9x® Ozt ?2zT ot
T @ = 57 o 5 D" Gatow o gy

kann schon aber auch im Fall k¥ < #» vom k-Bein (g)i (x) gebildet werden.

1. Einleitung. In unserem Aufsatz: Uber die aus kovarianten Vektoren
gebildeten Ubertragungsparameter (1) haben wir gezeigt, da aus den Gra-
dientvektoren p; und g¢; des n-dimensionalen Punktraumes P,, ferner
aus 0;p,, 0;9, keine Ubertragungsparameter I'j, (@) mit der Transforma-
tionsformel

(1.1) I(%) = AJ A, AL Ty (@) + AL A5,
det 0@ —; det 0T , det 0%
.2) L= T g A= e

gebildet werden kann, falls n > 2 ist. Jetzt und im folgenden werden
wir die Koordinaten (&%, 22, ..., 2") eines Punktes von P, immer durch @
bezeichnen.

Wir wollen im folgenden das Problem untersuchen, ob aus einem
kovarianten %k-Bein (gf(m) (1t =1,2,...,m; $ =1,2,..., k) des n-dimen-

sionalen Punktraumes P, Ubertragungsparameter Iy («) bestimmt wer-
den konnen. Die I}, () sollen in den j, k symmetrisch sein, und die Vek-

toren (_g; sollen selbstverstindlich linear unabhangig sein. In der Bezeich-
nung (g) ;bedeutet der griechische Index f§ den f-ten Vektor (c:), der lateini-

sche Index 7 aber die i-te Komponente von (e;. Wir nehmen noch an,
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daB 2 < k< n ist, ferner, da im folgenden die griechischen Indizes
a, 8, y die Zahlen 1,2,...,%k, und die lateinischen Indizes die Zahlen
1,2, ..., n durchlaufen werden. Mit ¢ werden wir die Zahlen (k+41),...,n
bezeichnen.

2. Uber die Konmstruktion von I'i(x). Wollen wir I'j(z) von dem

3
k-Bein g) bestimmen, so miissen wir offenbar aufler den Vektorkompo-
(

nenten (f)" auch die Ableitungen 6,-(g)i beniitzen, da in der Transformations-

formel (1.1) auch die A}, vorkommen; diese GroBen sind aber in den
Transformationsformeln der Vektoren (g),- nicht vorhanden. Die entspre-

chenden Transformationsformeln sind ndmlich:

(2.1a) € = A: )
# ®)
(2-1b) £l é; = 67 éi = A:A;as e, +.A.:j e..
(8) () (8) (6)
Bezeichnen wir nun den symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen

Teil von 0, e, durch e, bzw. h,, d.h. ist
(#) (8) (8)
def def

6 = 3(0pe,4-056,), Ry = 3(0,6,—0,8,),
(8) 8 ()] (3] (8) B

so konnen wir auf Grund von
ab by = €gt+ hab
(8) (h) (8)

die Abhangigkeit von I}, von den e; und d,e; durch die Abhangigkeit
(8) (8
von e, e, und h, ersetzen. Somit wird
#) (A (8)

(2.2) F;k = F;:k( €as €abs Migp)-

B B I
Die Einsteinsche Summationskonvention soll selbstverstandlich auf dop-
pelt vorkommende Indizes gelten; in solchen Féllen aber, wo die einzel-
nen Groflen durch einen Strich von einander getrennt sind, wie in unserer
letzten Formel, dann soll die Einsteinsche Summationskonvention in
bezug auf diese GroBen nicht bestehen.

Die Funktionen Fj.(e,, €, k) sollen in allen ihren Verdnderlichen
B B (8)
stetig sein, sonst aber sollen sie keinen weiteren Regularititsbedingungen

geniigen. Wir beweisen nun den folgenden
SATz 1. Es kinnen aus dem linear wnabhdngigen k-Bein e, und aus

(8)
den Gréfen 0, e, des n-dimensionalen Punktraumes die symmetrischen Uber-
(8)

tragungsparameter I'j,(®) mit der Transformationsformel (1.1) dann und
nur dann gebildet werden, falls k = n ist.
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Beweis. Nach einer Koordinatentransformation &* — #%(%), die
umkehrbar und mindestens zweimal stetig differenzierbar sein soll, be-
kommt man nach (2.2)

(2'23‘) -F;k(i) = -F;k( éa’ Eab’ Eab)'

B &) «B)
Auf Grund der Formeln (1.2), (2.1a) und (2.1b) folgen die Transforma-
tionsformeln:

(23) Z"-ab = A:;Ag Crs +A;b €y Eab = A;Ag h’rs7
(P) (5 (V) (8) (8)

womit nach (1.1), (2.2) und (2.2a) das Funktionalgleichungssystem
(2.4)  Fi(Ale,, ALAYe,+ALe,, ALASh,,)
(8) ) (8) #)
= AJ A AL T3 eqy €apy hop)+AjAL
8 (B (8

bestehen wird, wo die Unbekannten die A7 und A}, sind. (2.4) ist offen-
sichtlich mit (1.1) dquivalent. Da wegen der Umkehrbarkeit der Koor-
dinatentransformation Det(A]) # 0 giiltig ist, sind die inversen GroéfBen
47 durch

(2.5) ATAS = &

eindeutig festgelegt.

Es sei jetzt in einem beliebigen, aber fest gewdhlten Punkt (s, ..., 2™)
von P, A} = 4], wo & das Kronecker-d bedeutet, so wird nach (2.5) auch.
A: = 6, die Formel (2.4) geht somit in das Funktionalgleichungssystem
(2'6) F}k( €ar Cap +A;b €y hab) = F;k( €ay eab’ hub) +A;k

8 (B ) 6 B 6 (B
iiber.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
daf
(2.7) Det(e,) #0

(8
gilt. Nach unserer Annahme ist ndmlich wegen der linearen unabhén-
gigkeit der Vektoren (E)

Rang{ ¢,} = F,
(8)

wo die Klammern die aus e, gebildete Matrix bedeuten. (2.7) bedeutet
T:)
dann, daB eben die &k ersten Komponenten die von Null verschiedene

Determinante bilden.
Die Relation (2.7) sichert nun die Existenz der Inverse von e,, d. h.:

(8)
(2.8) "¢, = 0}
(8)
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ist beziiglich ¢** eindeutig losbar. Wéhlen wir jetzt in (2.6)

(2.9) A= oo™ AL =0 (2 =(k+1),.om),

so wird in Hinsicht auf (2.8)

(2-10) -F;k( €ay €apy hab) = F}k( €a)y 07 seey 05 ha,b) —A}:k’
® B B (8) 8)

wo aber fir A,'-',, noch die Relationen (2.9) gelten. Das bedeutet im we-
sentlichen, daf (2.10) in zwei Formeln zerfillt, je nachdem der Index ¢
die Werte 1,2, ...,k bzw. (k+1),..., » annimmt. Die rechte Seite von

(2.10) ist offenbar fiir ¢ = p von ey, unabhingig; statt (2.10) kann man also
)

(2°113‘) F;lk( €ar €ab) hab) = q;;k( €ar hab) + eabcya7
@ B B B (B (»)
(2.11b) ;k( €ay Capy Nap) = (p;"k( €ay Nap) (0 =(k+1),...,n),
@B B B ® B

schreiben, wo

¢jk( €a9 hab) d=et F;k( €qy 01 ey 0’ hab)
6y () (8 ()]
bedeutet.

Die Formeln (2.11) bestimmen nun nach (2.2) die Ubertragungspa-
rameter I'y, sie werden dem Funktionalgleichungssystem (2.6), und somit
selbstverstindlich auch das mit (1.1) gleichwertigen System (2.4) nicht
geniigen, da wenn in (2.6) ¢ = ¢ genommen wird, so erhilt man nach
(2.11b):

Df(€qy hup) = D €y hgp) + A7,
# @ ®
was nur bei Aj, = 0 bestehen kann.
Wir miissen noch zeigen, dafl im Falle ¥ = n die Konstruktion fiir
T}, moglich ist. Das ist aber in trivialer Weise erfiillt, wenn

def
(2.12) Jab = €4 €
(r) ()
als der metrische Grundtensor einer Riemannschen Geometrie betrachtet
wird. I}, sind dann eben die Christoffelschen Symbole.

3. Uber die Konstruktion von I, (v). Nehmen wir jetzt an, daB
die I'j, die Christoffelschen Klammern eines Riemannschen Raumes sind.
Kontrahieren wir den Index ¢ wit g,, benutzen wir dann fur g,, die Dar-
stellung (2.12), so erhalten wir nach entsprechenden Vertauschungen der
Indizes eine Grole I, deren Transformationsformel nach (1.1) die Form

(3.1) Tje(@) = Aj AT AL Tgy() +A;kA:-(e§, “
T) (T
hat. I ist also kein geometrisches Objekt, man kann aber aus Iy, das
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geometrische Objekt I'j, bilden, falls der inverse Tensor von ¢, ¢, existiert.
(r) (r)
Wir wollen nun untersuchen, ob aus einem k-Bein e; die entsprechende

(8)
GroBe mit der Transformationsformel

(3.2) Tie(®) = AJAALT () +A;kAi-(gg &
konstruiert werden kann, wo jetzt auf den Index: g selbstverstandlich
nur von 1 bis ¥ summiert werden soll. Da wir die Annahme k < n gestellt
haben, sieht man, daB fir ¥ = n die Transformationsformeln (3.1) und
(3.2) ibereinstimmen.

Wir beweisen nun den folgenden

SATZ 2. Die Grofe Iy (x) von der Transformationsformel (3.1) ist aus

€yy 0y €, tmmer bildbar, und sie hat die Form:
#& ®

I (@) = €53, €, +Dji( €4y hgp),

{a) (a) B @&

wo P,y einen in j, k symmelrischen, aber nur aus e,, hy, gebildeten rein

& (9
kovarianten Tensor dritter Stufe bedeutet.

Beweis. Nach unserer Annahme hat I, die Form

(3.4) o Tiie = G €ay €apy Pap)s

@ @B B
wo die Funktionen G, in allen ihren Verdnderlichen stetig sein sollen.
Schreiben wir jetzt I, die sich von (3.4) nur darin unterscheiden, daB

jetzt Gy von den €,, €, und kg abhingig sind, so gibt die Transforma-
® (B )
tionsformel (3.2) auf Grund der Formeln (2.1a) und (2.1b) das Funktio-

nalgleichungssystem:

(3.5)  Gu(dge,, Azdie,,+AGe,, AZALh
*

ra)

) (8) 6] (8)
= A;AgAchrsl( €as Cab hab) +A;kA't¢ 6y -
@ B O B (&)
Wihlen wir jetzt fir die A] das Kronecker-4, setzen wir also in (3.5)
AL = 67, wahlen wir ferner fiir A7, die Grofen (2.9), so geht (3.5) in

(3.6) Gl €qy €any hgp) = € €, +DPyp( gy hgp)
B B (B 8 (B B B
itber, wo
det
(pjik( €y hop) = sz‘k( €ay 0, ..., 0, hg)
® ) ® )

bedeutet. Berechnen wir die Transformationsformeln von ¢, e; auf Grund

B8 (@) .
der Formeln (2.3), so folgt nach Substitution von (3.6) in (3.5), daB die
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Funktionen @, einen rein kovarianten Tensor bilden miissen. Das be-
weist den Satz 2, da offenbar auch @;; = 0 moglich ist.

Zuletzt wollen wir noch zeigen, daf in (3.6) nicht unbedingt @,, =0
gelten muB. Es ist

(3.7) Gri = €5 €

4)(8)
ein in j, ¢ symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Ist § =1,2,..., k und
ist k& < m, so ist offenbar Det(g);) = 0. (Das kann z. B. ebenso bewiesen
werden, wie in unserem im Fulnote () zitierte Arbeit auf den Seiten295-297
im Lemma 1.) Die inversen GroBen von gj; existieren also nicht, der
Tensor gj;(#) ist aber in jedem Punkte von P, definiert; bilden wir mit
Hilfe von gj; die Christoffelschen Symbole erster Art:

dot
Vige = $(0,95i+ 0,95 — 0:95.)
so wird nach (3.7):
Viik = € Cxt € hy+ e, by
(8 (8 (8) (B) 8 (B

und das hat eben die Form (3.6). Die Transformationsformel von y;;
stimmt mit der von I, d. h. mit (3.2) iiberein, wie das nach (2.1a) und
(2.3) leicht bestatigt werden kann. Da aber der inverse Tensor ¢*” von
¢3; im Falle k < » nicht existiert, kann man den Index ¢ nicht heraufziehen.

Regu par la Rédaction le 28. 9. 1974



